SSS 
URE 8 
ay 


By 


ay 


5 


oy 


3 4ee. 


oo 


S 
Sy 
. Sate 
RS 
.' ws : 


a 
aise: 


a 


See 
“S ee 


Vers! 


: : | 
Pie 
YALE UNIVERSITY | ~ 2 
LIBRARY : 


. = ~~ 


a 


ZEITSCHRIFT FUR 


PHYSIK 


HERAUSGEGEBEN UNTER MITWIRKUNG 
DES VERBANDES 
DEUTSCHER PHYSIKALISCHER GESELLSCHAFTEN 


VON 


M. von LAUE wunp R.W. POHL 


131, BAND: 


MIT 187 TEXTABBILDUNGEN 


BERLIN . GOTTINGEN . HEIDELBERG 
SPRINGER-VERLAG 
1951/52 


\ 
on 
~ f 
' 
1 
. Ty : 
] i id mre. 
Pe in < a 
Druck der Universitaitsdruckerei H. Stiirtz AG., Wiirzburg. c ‘ 
; - Printed in Germany. 
. Peek. : an 3 
Shy Au ft, / 
. : PORTS PLT EEO p rae Khtet ; a 


x 


ss ateleatii i ie 


Inhalt des 131. Bandes. 


Erstes Heft. 


(Abgeschlossen am 1. Dezember 1951.) 


NerF, H., Die Energieverteilung im kontinuierlichen Réntgenspektrum zwi- 
schen 1und2kV. Mit 7 Figurenim Text. (Eingegangen am 27. Juni 1951) 

INTEMANN, K., und F. St6cKMANN, Messungen des Hatt-Effekts am Zink- 
oxyd. Mit 4 Figuren im Text. (Eingegangen am 30. Juli 1951) 

Himpan, J., Eine neue thermische Zustandsgleichung. I. Mit 6 Figuren im 
Text. (Eingegangen am 20. Juli 1951) 

Buruorwn, F., H. MAECKER, und T. PETERS, Temperaturmessungen am wasser- 
stabilisierten Hochleistungsbogen. Mit 12 Figuren im Text. (Eingegangen 
am 23. Juli 1951). wen 

Vitovec, F., und H. Nowotny, Zur Theorie der dynamischen Verformung. 
Mit 4 Figuren im Text. (Eingegangen am 10. August 1951) . 

Moser, H., und J. WITTMANN, Ein experimenteller Beitrag zur Minimum- 
strahlkennzeichnung. Mit 5 Figurenim Text. (Eingegangen am 27. August 
1951) Mote 08st. sue cl 3 

Rotta, J., Statistische Theorie nichthomogener Turbulenz. Mit gs 
im Text. (Eingegangen am 27. August 1951) 

Borrscu, H., Uber die Giiltigkeit des BABrneTschen Theorems. Mit 1 Figur 
im Text. ‘(eingegangen am 27. August 1951) 

Matar#, H. F., Randschichtwechselwirkung und statistische Schwankungen 
beim Dreielektrodenkristall. Mit eye im—Lext. opfecahea. am 
1. September 1951) soe 

HELLWEGE, K.H., Dipol- und Grjndunipotatieniiin cattle? in nichtkubischen 
Kristallen. Mit 5 Figurenim Text. (Eingegangen am 11. September 1951) 

LEIBFRIED, G., und H.-D. DieTzz, Versetzungsstrukturen in kubisch-flachen- 
zentrierten Kristallen. I. Mit 7 Figurenim Text. (Eingegangen am 11. Sep- 
tember 1951) - Ree toe PRIS 2 : CEE selene 

HiIMpPaAN, J., Eine neue thermische it) saaticlng ey am 
20. September 1951) . ahs : me 

MixLrer, E. W., Das Hamieaitune oases Mit 3 iguren im Text. (Ein- 
gegangen am 27. August 1951) . pln rat A ome fe 


Zweites Heft. 
(Abgeschlossen am 29. Dezember 1951.) 


Fieser, H., A. NeEpotunA und K. M. Kocu, Die Anomalie der galvano- und 
thermomagnetischen Transversaleffekte. (Eingegangen am 10. September 
1951) imate bac ides Arb wiosd Tw. ki 

Die1ze, H.-D., Versetzungsstrukturen in kubisch-flachenzentrierten Kristal: 
len. II. Mit 2 Figuren im Text. (Eingegangen am 29. September 1951) 

W., WeIzEL; und W. THovretT, Lichtbégen mit und ohne Brennfleck. Mit 
4 Figur im Text. (Eingegangen am 28. September 1951) . 


Seite 


78 


82 


98 


- 113 


130 


136 


143 


156 


eA) 


TV Inhalt. 


Kuurt, Fr., Das Trépfchenmodell realer Gase. Mit 4 Figuren im Text. (Ein- 
gegangen am 1. Oktober 1951) RAGS SS ee ies vg Re alae 
Kuurt, Fr., Das Trépfchenmodell iibersattigter realer Gase. Mit 1 Figur im 

Text. (Eingegangen am 1. Oktober 1951) . See Se ce se 

ScHopper, H., Die Bestimmung der optischen Konstanten und der Schicht- 
dicke beliebig dicker Schichten mit Hilfe der absoluten Phase. Mit 1 Figur 
im Text. (Eingegangen am 28. September 1951). 1 eee Ne 

FLEISCHMANN, R., und H. Scuoprer, Ein photometrisches Prazisionsverfahren 
zur Messung absoluter Lichtphasen mit Hilfe eines phasengleichen Ge- 
sichtsfeldes. Mit 3 Figuren im Text. (Eingegangen am 6. Oktober 1951) 

LinDBERG, A., Verwendung einer Savartschen Doppelplatte zur Herstellung 
eines phasengleichen Gesichtsfeldes. Mit 1 Figur im Text. (Eingegangen 
am 6. Oktober 1951). : 

Suszxin, A., Ein Parallelplattenzahler ‘fiir ‘Uiimiscrahtmeemaceeneer Mit 
4 PeGes im Text. (Eingegangen am 15. August 1951). 

ARTMANN, K., Wellenmechanische Theorie der Kristalloberflache unter dem 
Einflu8 der Metallelektronen. Mit 4 Figuren im Text. (Eingegangen am 
20. September 1951). Paleo Ais cel aan : 

Fark, G., und H. MarscHaLL, Eine Bemerkung zur Auswahl der si alisth 
brauchbaren Lésungen der Schrédinger-Gleichung. (Eingegangen am 
27. Oktober 1951) . 


Drittes Heft. 
(Abgeschlossen am 19. Februar 1952.) 


TRUESDELL, C., On the Viscosity of Fluids According to the Kinetic Theory. 
(Eingegangen am 27. August 1951.) ight ees 
HOnt, H., Eine strenge Formulierung des klassischen Becbualpadepiaands! Mit 
1 Figur im Text. (Eingegangen am 1. Oktober 1951) F 
GroscHwitz, E., und H. HONL, Die Beugung elektromagnetischer Wellen 4 am 
Spalt. I. Mit 1 Figur im Text. (Eingegangen am 12. Oktober. 1951). 
Wisxortt, D., Zur Berechnung der Wellenfunktionen im CouLoms-Feld bei 
anomaler Streuung. Mit 3 Figurenim Text. (Eingegangen am 11; Oktober 
1951) CORN fue 
Paul, W., und H. he, cur ah SE von scineiion ares um groBe 
Winkel. Mit 3 Figuren im Text. (Eingegangen am 19-Oktober 1951) 


MecxpacH, W., Messung des Dispersions- und Absorptionsverlaufes einer 
nichtassoziierenden polaren Fliissigkeit im Wellenlangenbereich von 1 bis 
80cm. Mit 12 Figuren im Text. (Eingegangen am 10. Oktober 1951) 

Biunck, O., Zur Reichweite schneller Elektronen. Mit 11 ae im Text. 
(Eingegangen am 10. Oktober 1951) . 


SAUFFERER, H., Die Welligkeit der Strahlung einer ORE eroracuk 
Wechselstromlampe im Gebiet der Zehntelmillimeterwellen. Mit 7 Figuren 
im Text. (Eingegangen am 29. Oktober 1951) 


HETTNER, G., Zur Theorie der Emission und Absorption von Hochstdruckbégen 
im Gebiet der Zehntelmillimeterwellen. Eas am 9. November 
1951) 


Becker, E. W., und W. isan. ee eee im as ECR 
infolge von Raumladung und Magnetfeldsattigung. Mit 9 ghia im Text. 
(Eingegangen am 12. November 1951) Joke . 


225 


376 


- 385 


OD 


Inhalt. V 


Marx, H., Durchrechnungs- und Rekursionsformeln fiir die Bildfehlerkoeffi- 
zienten beliebiger Ordnung bei optischen Systemen aus Kugel- und Plan- 
flachen. Mit 1 Figur im Text. (Eingegangen am 1. Oktober 1951) . . . 408 

BuckEL, W., und R. Hirscu, Supraleitung und Widerstand von Zinn mit 
Gitterstérungen. (Mitteilungen zur Supraleitung II.) Mit 10 Figuren im 
Text. (Eingegangen am 30. November 1951) ~ ........2... 420 


Viertes Heft. 
(Abgeschlossen am 19. Marz 1952.) 


_CALKER, J.v., und B. Ausxker, Die Beeinflussung der inneren Reibung von 
Fliissigkeiten durch elektrische Felder. Mit 41 ie im Text. (Ein- 


| gegangen am 22..Oktober 1951) ...... Jet rae 433 
_ MEIXNER, J., Str6mungen von fluiden Medien mit inneren ie ravatdinnean 
und Druckviskositat. (Eingegangen am 20. November 1951) . . . . . 456 


Fark, G., Die Analogie zwischen HamiLton-Jacopi-Theorie und quanten- 
mechanischem Eigenwertproblem. (Eingegangen am 1. Dezember 1951) 470 
JEKELI, W., Quantisierung der aia am Kerntropfen. (Ein- 


—_———_ ~~ 


gegangen am 1. Dezember 1951) . - 481 
_ MaRTIENSSEN, W., Photochemische Vorpange in icalihalovenidictistalten: : 
; Mit 13 Figuren im Text. (Eingegangen am 15. Januar 1952)... . - 488 
ScHLOGL, F., Eine quantenmechanische Behandlung der F,-Bindung. Mit 
4 Figuren im Text. (Eingegangen am 23. November 1951) .. . 505 
Majumpar, S.D., The Problem of Three Bodies in Quantum Mechanics, 
(Eingegangen am 14. Dezember 1951) . : 2S 
Haasen, P., und G. Lersrriep, Zur ‘estas dex Oréutiexaassabhingiaivele Z 
der Verfestigungskurven von Aluminium-Einkristallen. Mit 5 Figuren —_— 
im Text. (Eingegangen am 5. Januar 1952) ... - 538 : 


Horv tH, J.I., und A. Moér, Entwicklung einer anhercticlien “Fehitheorie 
begriindet auf die Frnstersche Geometrie. (Eingegangen am 16. November 
ES AW hs oe 6s garde fee Sans! ps layin ese ve Sep eee - 544 
rata, M., Die Formulierung ae "chaltunphsatze der ners mie Cea 
_Impulses in der allgemeinen Relativitatstheorie. Sin a am 6. No- — 
Beevernber MOSS eho SST aes emits, Pa, ore hx beds . 571 
S6ING, W., Besteomang der radialen Teepe seceerttlaaci von Hg-Héchst- ti 
5 se aus den Kuppenstrahldichten selbstumgekehrter Linien.— 
im Text. (Eingegangen am 10. Oktober me soya tee? 603 i 


Ser ee (Eingegangen am 9. Sieaieaets 1951) . me i ada 

beats Die sno spaae nero Fe der unitaren OTS i 
: i i (Eingegangen am 11. jaater 1952) atts 629 pe 
personne” Ea o* Biers feos a 


9: af aa net Sadsaitmiia oauny atari ct he, 
a £ oir rr Vy ae ee fey angrafis Fah Wik to sA4Rtta “3 
rah a ‘ : 
bts 


eat Base Sedna dh detuned: hat cats! yiehrodhtg 


te 


ie ai ain ixeayatet an ‘priate Gator 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 131, S. i—9 (1951). 


Die Energieverteilung im kontinuierlichen 
R6ntgenspektrum zwischen 1 und 2 kV*. 


Von 


HANs NEFF. 
Mit 7 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 27. Juni 1951.) 


Mittels Plangitter-Vakuumspektrometer und Zahlrohr wurde die Energieverteilung 
im kontinuierlichen Réntgenspektrum bei Spannungen von—900 bis 2000 V im 
Wellenlangenbereich zwischen 6 und 20 A gemessen. Als Antikathoden fanden 
Pt, Ag und Ni Verwendung. Die Verteilungskurven sind fiir die drei Antikathoden- 
metalle affine Kurven. Die Energieverteilung stimmt qualitativ mit der von 
KULENKAMPFF bei héheren Spannungen gefundenen iiberein. Abweichungen 
beziiglich der Proportionalitat mit der Ordnungszahl werden als Abschirmeffekt 
gedeutet. 


$1. Aufgabenstellung. 


Die Untersuchungen des kontinuierlichen Ro6ntgenspektrums er- 
streckten sich bisher im wesentlichen auf den Spannungsbereich zwischen 
7 und 50 kV. Als grundlegend sind hierbei die Messungen von KULEN- 
KAMPFF!? anzusehen, der fiir die Energieverteilung die GesetzmaBigkeit 


E,dvy=c-Z-(v,—v) dy (1) 
fand. 

Aus dem Spektralbereich unterhalb 7kV liegt eine Messung von 
STEPHENSON und MAson? vor. Diese Autoren beriicksichtigten bei ihrer 
Untersuchung die Wellenlangenabhiangigkeit des Reflexionsvermégens 
des zur Zerlegung der Strahlung verwendeten Glimmerkristalls nicht, 
was im allgemeinen zu Entstellungen der Energieverteilungskurve 
AnlaB gibt*. : 

In der vorliegenden ‘Arbeit wurde der Versuch unternommen, die 
Energieverteilung im kontinuierlichen Réntgenspektrum bei niedrigen 
Spannungen mit einem Plangitter bei streifender Inzidenz zu ermitteln 
in Abhangigkeit 

4. von der angelegten Rohrenspannung, 

2. vom Antikathodenmaterial. 

* Dissertation der Technischen Hochschule Karlsruhe, vorgetragen auf der 
Tagung der Physikalischen Gesellschaft Wiirttemberg-Baden-Pfalz in Tiibingen 


am 4. Marz 1951. 
1 KuLENKAMpFF, H.: Ann. Phys. 69, 548 (1922). 
2 KuULENKAMPrFF, H., u. L. Scumrpt: Ann. Phys. 43, 494 (1944). 
3 STEPHENSON, S.T., u. F. D. Mason: Phys. Rev. 75, 1711 (1949). 
4 Wacner, E., u. H. KuLEnKamprFF: Ann.’ Phys. 68, 369 (1922). 
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§ 2. Versuchsanordnung. 
Das in Fig. 1 dargestellte Spektrometer wurde in Anlehnung an das 
Modell von MrEssNER! gebaut. 
4. Als Hochspannungsquelle wurde bei Spannungen bis 1500 V ein 
glimmlampenstabilisiertes Netzgerat verwendet, dessen Welligkeit bei 
einer Belastung von 3 mA etwa 3 V betrug. Bei héheren Spannungen 
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Fig. 1. Vakuumspektrometer. 


fand eine bis 6 kV regelbare Transformatoranlage von 2,5 kW mit Ein- 
weggleichrichtung und einem Glattungskondensator von 1 uF Verwen- 
dung, so daB sich auch hier bei einer Belastung von 
1,5 mA nur eine geringe Welligkeit ergab. 

2. Die Strahlung wurde in einer wassergekiihlten 
Metallréntgenrohre erzeugt. Das Kathodensystem bestand. 
aus einer Oxydkathode und einer WEHNELT-Elektrode, 
es war justierbar. Durch die in Fig. 2 dargestellte Form 

a oe der WEHNELT-Elektrode wurde ein Strichfokus von 
Elektrodensystem. 0,3mm Breite und 6mm Lange auf der Antikathode 

erzielt. Die Antikathode war in einem Abstand von 
145mm gegeniiber der Kathode angebracht. Sie bestand bei einigen 
Versuchsreihen aus etwa 50 bis 100 uw dicken Metallfolien, die beim Be- 
trieb durch das Elektronenbombardement auf Rotglut kamen. Bei 
anderen Versuchsreihen war die Antikathode ein diinnwandiger Konus 
aus drei Sektoren von verschiedenen Metallen. Der Offnungswinkel 
des Konus betrug 2 - 15°. Hierbei war es méglich, wahrend des Betriebs — 
durch Drehung von auBen von einem Metall zum andern iiberzugehen. 
In diesem Falle war eine gleichzeitige Heizung des Konus von innen mit 


* Messner, R.H.: Z. Physik 85, 727 (1933). 
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einer Wolframspirale auf etwa 800° C erforderlich, um einen Kohlen- 
stoffbeschlag zu verhindern. Diese Koblenstoffniederschlage auf der 
Antikathode', die von den Fettdampfen herriihren, verfalschen die 
Messungen durch starke Emission der C K,-Linie unter gleichzeitiger 
Absorption der entstehenden Bremsstrahlung. 

3. Im Spektrometer wurde die von der Antikathode ausgehende 
Strahlung durch zwei Spalte (Spalt1 50u, Spalt2 80u breit) im Ab- 
stand von 10 cm ausgeblendet und traf dann auf das Gitter. Die Spalt- 
hohe betrug 6 mm. Die Winkeldivergenz des auf das Gitter einfallenden 
Strahlbiindels war 4,5’. 


Das Gitter? war mit einen Strichabstand von 10 y auf Glas geteilt 
und auf einem Gittertisch justierbar montiert. Der Gittertisch saB® auf 


as, ees oa i 
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Fig. 3. Strahlengang. 


einem konischen Schliff, der eine Einstellung des Inzidenzwinkels unter 
Vakuum zulieB. Der Dispersionswinkel konnte durch Schwenkung des 
Spektrometerarms um die zentrale Achse eingestellt werden. Die 
Schwenkung wurde durch Federungskérper erméglicht. Die Messung 
des Inzidenzwinkels m sowie des Dispersionswinkels 0 erfolgte mit Hilfe 
von Lichtmarken iiber zwei Spiegel, die mit dem Gittertisch bzw. dem 
Spektrometerarm fest verbunden waren. Die Winkel konnten mit einer 
Genauigkeit von +0,5’ abgelesen werden. 

4. Das am Ende des Spektrometerarms angebrachte Zahlrohr besaB 
_ eine wirksame Lange von 10cm und einen Durchmesser von 4cm. An 
seiner Stirnseite war exzentrisch ein Strahleintrittsspalt von 6mm 
Lange und 0,3 mm Breite eingelassen. Eine iiber den Spalt gekittete 
Zaponlackfolie von etwa 100 my Dicke hielt das Zahlrohrfiillgas vom 
Spektrometer fern. Der Zahlrohrspalt befand sich in Hohe des Anfangs 
des Zahldrahtes, um eine im Zahlrohr schadliche Absorption der Strah- 
lung zu verhindern. Die Zahlrohrimpulse wurden iiber einen Verstarker 
auf einen Untersetzer mit fiinf Dualstufen gegeben und dann von einem 
mechanischen Zahlwerk registriert. Die Anlage gestattete es, bei 32facher 


1 Bei Verwendung von Kohlenstoff als Antikathode konnte selbst bei einer 
Spannung von 1800 V kein Bremsspektrum nachgewiesen werden, und die gesamte 
Intensitat der Strahlung war in der C K,-Linie. 

2 Hergestellt von Herrn J. SPEIDEL, Leiter der Werkstatte des physikalischen 
Instituts der Universitat Tiibingen. 

4* 
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Untersetzung bis zu 90000 Imp/min aufzunehmen, jedoch wurden Zahl- 
eeschwindigkeiten von 40000 Imp/min nicht iiberschritten. 

Wahrend des Betriebs war der Druck in Spektrometer und Rontgen- 
rohre stets kleiner als 1-10°-4mm Hg. 

5. Zur Justierung der Apparatur wurde zunachst die Gittermitte 
auBerhalb des Spektrometertopfes in die Drehachse des konischen 
Schliffs gebracht und die Gitterstriche senkrecht gestellt. Hierauf 
wurde der Gittertisch mit Konus in die Apparatur eingesetzt und durch 
seitliche Verschiebung des Spaltes 2 erreicht, daB der Strahl das Gitter 
gerade tangierte. 

Dann wurde das Zahlrohr eingesetzt, die Apparatur in Betrieb ge- 
nommen, wobei zunadchst bei breitem Brennfleck auf der Antikathode 
der Graddurchgang durch Schwenken des Spektrometerarms festgestellt 
wurde. Hierauf wurde der Brennfleck durch Anlegen der WEHNELT-: 
Vorspannung zusammengezogen und durch Justierung der Kathode in 
Richtung Spalte 1 bis 2 gebracht. 

AnschlieBend wurde das Gitter um den Inzidenzwinkelg gedreht 
und zur Kontrolle der reflektierte Strahl gesucht, der bei 2 liegen muBte. 


§ 3. Durchfithrung und Auswertung der Messungen. 


Bei konstanten Betriebsbedingungen und einem Emissionsstrom von 
1,5 mA wurde die Impulszahl in Dispersionswinkeln von 2’ zu 2’ bzw. 
von 4’ zu 4’ aufgenommen und jeweils tiber 1 min gezahlt. Auf diese 
Weise wurden die Spektren im Hin- und Riickgang mehrfach gemessen, 
bis fiir jeden MeSpunkt einige tausend Impulse gezahlt waren, so daB 
der mittlere statistische Fehler weniger als 3% betrug. 

Vor und nach jeder Messung wurde der Nulleffekt und die maximal 


registrierbare Impulszahl bestimmt und Korrekturen fiir groBe Impuls- | 


zahlen nach der Methode von Vorz! angebracht und dann der Nulleffekt 
abgezogen. 

Die sich hiernach ergebenden Kurven sind in Fig. 4 dargestellt. Man 
erkennt hieraus, daB der reflektierte Strahl mit wachsendem Dispersions- 
winkel in einen fast konstanten Streuuntergrund tibergeht, dem sich 
das Bremsspektrum iiberlagert. Um das Bremsspektrum zu erhalten, 
ist es daher erforderlich, den Intensitatsverlauf des Streuuntergrundes 
zu bestimmen. Dies geschah auf folgende Weise: : 


Der Streuuntergrund wurde bei Spannungen von 500 und 600 V bis ~ 


zu einem Dispersionswinkel aufgenommen, der einer Wellenlange von 
etwa 20A entspricht. Hierbei diirfte das Bremsspektrum, wenn es 
aus Intensitatsgriinden tiberhaupt noch meBbar ware, erst bei gréBeren 


ee Vorz, H.: Z. Physik 93, 539 (1935). 


Wellenlangen beginnen. Was wir erhalten, ist daher die Intensitats- 
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verteilung des reflektierten Strahles und der Streustrahlung. Es wurde 
fiir jede Betriebsspannung Proportionalitat zwischen der Intensitat des 
reflektierten Strahles und der inkohdrenten Streustrahlung angenom- 
men. Wenn man bei jeder Messung eines Bremsspektrums die Intensitat 
des reflektierten Biindels mitbestimmt, kann man unter den angegebenen 
Voraussetzungen den Streuuntergrund berechnen. Dies ist erlaubt, da 


es sich in dem untersuchten Spannungsbereich um klassische Stréuung 
handelt. 


Um von den nun er- 
haltenen - Kurven zur 
Energieverteilung zu ge- “aot 
langen, sind folgende 
Einfliisse zu beriicksich- 
tigen: 


2500 


7500 


1. die Geometrie der 


7/7, 
Anordnung, 7000 


J/min —e 


2. die spektrale In- 
tensitatsverteilung bei 500 
Beugung am Gitter, 

3. die endliche Lange 


- , 0 
des Zahlrohrs, 
4. die Berechnung 
; Fig. 4. Unkorrigierte Spektren einer Platinantikathode. 
der Energie aus der Zahl Emissionsstrom 1,5 mA, Inzidenzwinkel 15’. 


der Quanten. 


1. Unter den geometrischen Einfliissen sind Korrekturen beziiglich 
der endlichen Breite des Gitters, der Divergenz des einfallenden Strahl- 
biindels und der nichtlinearen Dispersion zu beriicksichtigen. 


Vorgegeben ist die Dispersionsformel 


Aes - @ 


é kA=D- [cos p—cos (p + @)] = 2D: sin~- ‘sin —, 


2 


wobei k die Ordnung des Spektrums, D die Gitterkonstante, g den In- 
zidenzwinkel und @ den Dispersionswinkel bedeuten. Fiir kleine Winkel p 
und @ gilt 


kA =D |p ze =|, 
wobei die Abweichungen fiir p=15' und @=2° kleiner als 4/9 sind, 


also weit innerhalb der Fehlergrenzen liegen. 
Ein monochromatisches Biindel der Wellenlange / erfiillt am Ort des 


_ Zahlrohrspaltes wegen 


Ad,=— Ag 


Were 
~+9O 


6 Hans NEFF: 


eine Breite 
AC) 


p= b(p +0) + 6 Ae, 


was in Fig. 5 veranschaulicht wird. Hier bedeuten 6 die Gitterbreite 
und y den Abstand der Gittermitte vom Zahlrohrspalt. 
Hieraus folgt fiir die Intensitat 
Wie ip CF 7 OAP TG 
Ded Go, moody [p + 6] 


Intensitat = Impulszahl - Linienbreite . 


Nun haben wir die Intensitat auf gleiche Bereiche d@ des Dispersions- 
winkels bezogen. 

Die Dispersion ist aber nicht linear, und um ein Normalspektrum, 
bezogen auf gleiche Wellenlangenbereiche zu erhalten, ist die Umrech- 
nung 

Bah lea. 
erforderlich. Durch Differentiation der Dispersionsformel folgt 


kdi =D(yp+ 040 


und somit fiir Spektren in der ersten Ordnung 


Tdase-l,-|b+ 70 


2. Das Reflexionsvermégen des Gitters kann bei kleinem Inzidenz- 
winkel als konstant angenommen werden. Eine Untersuchung ergab, 
daB die Intensitatsvertei- 
lung bei Inzidenzwinkeln 
von 10’, 15’ und 20’ genau 
die gleiche war, wahrend 
bei 30’ kleinere und bei 40’, 
groBere Abweichungen auf- 
traten. Der Inzidenzwinkel 
von 15’, bei dem die Spek- 
tren aufgenommen wurden, 
ist bei etwa 5 kV Grenz-. 
winkel der. Totalreflexion. 

Wahrend Spektralgitter im sichtbaren Bereich wegen des Einflusses 
der Furchenform der Gitterstriche und den damit verbundenen Ano- 
malien im sichtbaren Bereich nicht zu Intensitatsmessungen herangezo- 
gen wurden, kann man das Gitter im Gebiet der weichen Rontgenstrahlen 
als ideales Absorptionsgitter auffassen. Arbeitet man namlich innerhalb | 
des Grenzwinkels der Totalreflexion, so wird die Strahlung in den Gitter- 
_furchen fast vollstandig absorbiert und liefert nur einen geringen Beitrag 


&-sin p+@)+rA0 


Fig. 5. Geometrie der Anordnung. 


Die Energieverteilung im kontinuierlichen Rontgenspektrum. te 
zur inkoharenten Streustrahlung, der sich im Untergrund bemerkbar 
macht. Die Intensitatsverteilung wurde daher nach der Herleitung fiir 
Absorptionsgitter nach der Theorie der FRAUNHOFERschen Beugungs- 
erscheinungen! proportional 1/42 angenommen. Daher muB8 man die 
MeBpunkte noch mit einen Faktor A? multiplizieren. 

3. Bei den auf diese Weise erhaltenen Kurven handelt es sich um 
die Intensitatsverteilung desjenigen Anteils der Strahlung, der im Zahl- 
rohr absorbiert wurde. Das Zahlrohr hatte eine wirksame Linge von 
100 mm und war mit 90 mm Argon und 10mm Alkoholdampf gefiillt. 
Zur Beriicksichtigung der endlichen Lange des Zahlrohrs wurden die 
Werte der Massenabsorptionskoeffizienten von WOERNLE2 zugrunde ge- 
legt und die Korrekturen fiir einen Zahlrohrdruck von 100 mm Argon 
ohne Dampfzusatz berechnet. Zum Beispiel werden bei einer Wellen- 
lange von 10 A im Zahlrohr 98% der Strahlung absorbiert. 


Die Absorption der Strahlung in der Zaponlackfolie konnte vernach- 
lassigt werden, da diese bei der C K,-Linie nur etwa 2% betragt und in 
den untersuchten Wellenlangenbereichen noch erheblich kleiner war. 


4. Das Zahlrohr zahlt die Quanten in den einzelnen Wellenlangen- 
bereichen. Die Energie der Quanten ist aber der Frequenz proportional 


he 

E~hy= =r 
Daher ist noch eine Division durch 4 erforderlich, um die Energievertei- 
lung zu erhalten. 


§ 4. Diskussion der Ergebnisse. 


Die nach Beriicksichtigung der angegebenen Einfliisse erhaltenen 
Energieverteilungskurven fiir Platin sind in Fig. 6a dargestellt. Die 
zweckmaBigere Darstellung im Frequenzdiagramm Fig.6b erhalt man 
durch die Umrechung 

a E,dv=E, di. 


In dieser Darstellung hat sich bei KULENKAMPFF eine lineare Abhangig- 
keit gezeigt. Hier sind in dem Spektralbereich der héheren Frequenzen 
gerade Linien eingezeichnet, die sich mit méglichst guter Annaherung 
_ den MeBresultaten anpassen. Die eingetragenen Fehlergrenzen rihren 
- von der Ungenauigkeit der Messung des Dispersionswinkels her; der 
mittlere statistische Fehler ist kleiner als die Zeichengenauigkeit. 
Ob diese Linearitit nach der Beriicksichtigung der inneren Absorption 
von Elektronen und Réntgenstrahlen im Antikathodenmaterial erhalten 
1 Pranck, M.: Theoretische Optik, S.98—103. 1927. — FORSTERLING, K.: 


Optik, Kap. IX. 1928. — Werzer, W.: Theoretische Physik, Bd. 1, S. 577. 1949. 
2 WOERNLE, B.: Ann. Phys. 5, 475 (1930). 
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bleibt oder sich iiber einen groBeren Spektralbereich erstreckt, laBt sich 
wegen der ungeklarten Absorptionsverhiltnisse nicht angeben, 

Eine eindeutige Abweichung von 
den Eigenschaften der Bremsstrahlung 
bei hdheren Spannungen tritt jedoch in 
der Abhangigkeit der Intensitat von 


4 


15 


A— 


Fig. 6. Energieverteilung der Rontgenbremsstrahlung aus einer Platinantikathode als Funktion der 
Wellenlange und der Frequenz. Ordinate in willkiirlichen Einheiten. 


der Ordnungszahl auf, In Fig. 7a und b sind die Energieverteilungen 


von Pt, Ag und Ni bei 1249 V im Wellenlangen- und Frequenzdiagramm 
dargestellt. : 


Wie man sieht, wichst die Intensitat nicht mehr linear mit der Ord- 
nungszahl, sondern die Zunahme mit 
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Bremsstrahlung, verschiedene Politurgrade der Antikathode anderten 
die Intensitaéten nur um héchstens 10%. 


Diese Erscheinung 1a8t sich jedoch zwanglos dahingehend erkliren, 
daB die Bremsung langsamer Elektronen nicht mehr im Coutoms-Feld 
des Kernes, sondern in einem durch Hiillenelektronen abgeschirmten 
Kernfeld erfolgt. 


AbschlieBend danke ich Herrn Prof. GERTHSEN fiir die Uberlassung 
des Themas, sowie fiir viele Anregungen und férdernde Diskussionen 
bei der Durchfiithrung der Arbeit. 


Karlsruhe, Physikalisches Institut der Technischen Hochschule. 
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Zeitschrift fiir Physik, Bd. 131, S. 10—16 (1951). 


Messungen des Hall-Effekts am Zinkoxyd. 


Von 
K. INTEMANN und F. ST6OCKMANN, Gottingen. 


Mit 4 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 30. Juli 1951.) 


Aus Leitfahigkeits- und HaLti-Effektsmessungen an diinnen aufgedampften ZnO- 
Schichten erhalt man fiir die Elektronenbeweglichkeit Werte von der GroBenord- 


nung 10 aes | poe die mit friher an kompaktem Material gemessenen befriedigend 
sec; cm 


iibereinstimmen. Bei der lichtelektrischen Leitung erhalt man nahezu die gleichen 
Werte. Zwar wurde in allen Fallen eine geringe Zunahme der Beweglichkeit ge- 
funden, diese liegt aber noch im Bereich der MeBfehler. 


$1. Aufgabe. 


In fritheren Arbeiten haben wir ausgiebig die eiektrischen und opti- 
schen Eigenschaften diinner aufgedampfter ZnO-Schichten untersucht!. 
Bei der quantitativen Behandlung der Ergebnisse braucht man die Be- 
weglichkeit der Elektronen. Diese war mit Hilfe des Hatt-Effekts von 
verschiedenen Seiter an kompaktem Material mit gut iibereinstimmenden 
Ergebnissen gemessen worden?-*. Hingegen hat der einzige Autor, der 
auch diinne Schichten untersucht hat, fiir die Beweglichkeiten erheblich 
kleinere Werte gefunden?. Aus diesem Grunde war es notwendig, die 
Beweglichkeit an den diinnen von uns benutzten Schichten zu unter- 
suchen. Derartige Messungen waren auch deswegen erwiinscht, weil 
man in den ditnnen ZnO-Schichten auch lichtelektrische Leitung erzeugen 
und den dabei auftretenden Hatt-Effekt messen kann. Es war so mog- 
lich, fiir einen UberschuBleiter die Beweglichkeit auch solcher Elektronen 


zu messen, die nicht thermisch sondern optisch abgespalten werden. | 


§ 2. Versuchsanordnung. 


Die Versuchsanordnung stimmte im wesentlichen mit bereits frither - 


beschriebenen tiberein. Benutzt wurde eine Anordnung, bei der nur eine 
HAtt-Elektrode an der Schicht lag, wahrend die zweite mit Hilfe eines 


1 STOCKMANN, F.: Z. Physik 127, 563 (1950). Dort findet man auch weitere 
Literatur iiber die elektrischen Eigenschaften von ZnO. i 

SE RUIS CH Osim nyse (Gio Zana (1935). 

5 MILLER, P. H.: Phys. Rev. 60, 890 (1941). — Haun, E. E., B. R. Russert 
u, P. H. MILLer: Phys. Rev. 75, 1634 (1949). — Haun, E. E.: Technical Report 17 


zum Ships Contract Nobsr — 42487. 1949. — J. Appl. Phys. 22, 855 (1951). 
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Spannungsteilers auf das richtige Potential eingestellt werden konntel. 
— Die Messungen wurden an ZnO-Schichten der Abmessungen 50 x 14 mm 
ausgeftihrt, die Dicke betrug einige 10-4 mm. Thre Herstellung ist bereits 
friiher beschrieben worden ®. — Die lichtelektrischen Stréme wurden mit 
unzerlegtem Licht einer Hg-Héchstdrucklampe erzeugt. Eine spektrale 
Zerlegung eriibrigte sich, weil bei diesen Versuchen die Beweglichkeit durch 
die Belichtung nicht geaéndert wurde. 

Da die Hatt-Spannungen bei x 
einem Schichtwiderstand bis zu 
10?°Q nur von der GréBenordnung 
10-4 V waren, bereitete ihre Messung 
einige Schwierigkeiten. Ein vorhan- 
denes statisches Elektrometer (L1n- 
DEMANNsches Quadrantelektrome- 
ter) war zu unempfindlich, befriedi- 
gende Ergebnisse konnten schlieB- 
lich mit dem in Fig. 1 beschriebenen = 
Rohrenelektrometer erzielt werden. 

Bei allen Schichten wurden die 


fe usgang 
500 


Fig. 14. Die Figur zeigt die Schaltung des Rohren- 
elektrometers fiir die Messung der HALi-Span- 
nung. Als Réhre ist die Doppeltriode 6SL7 be- 
nutzt, die als Kathodenverstarker geschaltet ist. 


290 Volt 


spezifische Leitfahigkeit x und die 
Hatt-Konstante R, (unter der An- 
nahme, daB die Schichten homogen 
waren) aus den gemessenen GrédBen 
mit Hilfe der Gleichungen — 

I/F , Ux 
UE: Ra 3a 
(U= Spannungan der Schicht, J = Strom 
durch die Schicht, F, /, d= Querschnitt, 
Lange und Dicke der Schicht, Uy—= HAtLt- 
Spannung, 8 = KraftfluBdichte des Ma- 
gnetfeldes, Bmax = 5000 GB.) 


73 hye 


Das Gitter der einen Triode wird durch das Po- 
tential der Hati-Elektrode gesteuert. Schwan- 
kungen der Rohreneigenschaften, Heizstrom usw. 
werden durch die zweite Rohre kompensiert, so 
daB eine sehr gute Nullpunktkonstanz erreicht 
wird. Das MeBinstrument (Galvanometer Ruh- 
strat 10~* A/Skt) liegt zwischen beiden Kathoden. 
Die Gitterzuleitung wurde besonders isoliert her- 
ausgefiihrt. Der Isolationswiderstand zwischen 
Gitter und Kathode betrug im betriebswarmen 
Zustand etwa 102° Q. Es wurde eine Empfindlich- 
keit von 5-10~° V/Skt erreicht. Eine weitere Er- 
hdhung war nicht notwendig. Im Schaltbild sind 
Widerstande in Ohm, Kapazitaten in 10-° F 
angegeben. 


berechnet, und daraus die Beweglichkeit v als Produkt v= -Ry. 


In allen Fallen wurden das Oumsche Gesetz und die Proportionalitat 
von U, mit 8 und J nachgepriift. Waren die Harr-Spannungen fiir 
diese Kontrolle zu klein, so wurde mee der Vorzeichenwechsel 
mit 8 und J gepriift. 

Die Schichten dndern sich irreversibel bei erhéhten Temperaturen, 
und darum konnten keine stationaren Werte der Leitfahigkeit und der 
Hatt-Konstante gemessen werden. Statt dessen wurden wie auch frither 
schon? nichtstationare Werte bei monoton wachsender Temperatur 


(= 1/, Grad/sec) gemessen. 
1 Evans, J.: Phys. Rev. 57, 47 (1940). 


2 Morttwo, E.: Reichsber. Phys. 1, 1 (1944). 
3 ST6cKMANN, F.: Z. Physik 127, 563 (1950). 
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§ 3. MeBergebnisse. 


Nach allgemeiner Auffassung wird die Leitfahigkeit des ZnO durch 
Zn verursacht, das iiberschiissig in das ZnO-Gitter eingebaut ist und 
von dem thermisch freie Elektronen abdissoziieren.’ Die bisherigen 
Untersuchungen haben gezeigt, daB das Zn auf zweierlei Weise in das 
ZnO-Gitter eingebaut werden kann. Es war ein Ziel dieser Arbeit, durch 


400 °C 


709, 100 __200 #00 0? 2 100200 


400 10’ 2 100 200 


>| 
3 


Kallkonstante 


= 


beweglichkeit 


3 2 
Nehrwert der absoluten Temoeratur Faia a 
Fig. 2. Fig. 3. Fig. 4. 
Fig. 2—4. Einflu8 der Vorbehandlung auf die spezifische Leitfahigkeit, Hatt-Konstante und Elektronen- 
beweglichkeit im ZnO, Fig. 2. Uberschiissiges Zn nur im Zwischengittertyp, Fig. 3. Nur Substitutionstyp. 
Fig. 4. Zwischengitter- und Substitutionstyp. 


verschiedene Vorbehandlungen sowohl beide Einbautypen sauber von- 
einander zu trennen als auch die Ubergiinge von einem zum anderen Typ 
moglichst kontinuierlich herzustellen, In Anlehnung an andere Autoren 
nennen wir beide Typen den Zwischengittertyp und den Substitutions- 
typ, ohne daB wir uns auf das Modell, das man mit diesem Namen ver- 
bindet, festlegen wollen. — Die MeBergebnisse sind in den Fig. 2—4 
zusammengestellt. 


Zwei Beispiele fiir Zn auf Zwischengitterplatzen zeigt die Fig. 2. Die 
Schichten waren aus einem Zn-Spiegel durch vorsichtige Oxydation 
an Luft bei 300° C hergestellt worden. Die Leitfahigkeit besitzt ein 
charakteristisches Maximum bei etwa 300° C. Die Hatr-Konstante zeigt 

entsprechend dem Maximum der Leitfahigkeit im gleichen Temperatur- 


Ee 
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bereich ein Minimum. Leider kann man die HALL-Spannungen dieser 
Schichten meistens nur in der Umgebung des Leitfahigkeitsmaximums 
messen, da bei tiefen Temperaturen die Leitfahigkeit zu gering ist. Die 
Beweglichkeiten zeigen nur einen geringen Gang mit der Temperatur. 
Ein ziemlich starker Abfall oberhalb 300° C, der auch bei Schichten mit 
anderer Vorbehandlung gefunden wurde, ist zweifellos nicht als Abnahme 
der Beweglichkeit sondern als eine Zerstérung der Schicht durch zu hohe 
Temperaturen zu deuten. Die Betrage der Beweglichkeiten streuen von 


- cm /; Volt : : 

2 bis 10 Sth eee vereinzelt treten allerdings auch Werte kleiner als 
m , Volt 

aol Racca ys 8 
sec cm 


ZnO-Schichten, in denen iiberschiissiges Zn in Form des Substitutions- 
typs vorhanden ist, zeigen ein vollig anderes Bild (Fig. 3). Hergestellt 
waren diese Schichten durch eine kraftige, in wenigen Minuten ablau- 
fende Oxydation der Zn-Spiegel bei 450 bis 500° C und anschlieBende 
Temperung in Wasserstoff bei etwa 200° C (etwa 15 min bei 400 mm Hg). 
Nach der Oxydation zeigter die Schichten zunachst eine auBerordentlich 
kleine Leitfahigkeit, die dann durch die Wasserstoffbehandlung oft um 
6 bis 7 Zehnerpotenzen anwuchs. Wir diirfen daher die Eigenschaften 
dieser Schichten praktisch allein auf den zweiten Typ von Zn-Storstellen 
zurtickfiihren, der durch die Reduktion entsteht. Bei hoher spezifischer 
Leitfahigkeit von 10Q7=! cm nimmt die Leitfahigkeit beim Erwarmen 
an Luft meist sofort ab. Seltener nimmt x schwach zu und fallt erst 
bei 150 bis 180°C schnell ab. Die Elektronenkonzertration ist in 
diesem Temperaturbereich nahezu konstant. Die Beweglichkeit liegt in 


der GroBenordnung 10 = ae mit einem Streubereich von 5 bis 
= ec | 
20 —| ra . Die Temperaturabhiangigkeit ist wieder gering. Eine Reihe 


von Schichten zeigt auch ein flaches Maximum der Beweglichkeit zwi- 
schen 120 und 150°C. Stdrstellen dieses Substitutionstyps werden im 
Temperaturbereich um 200° C in kurzer Zeit durch Oxydation beseitigt, 
und die Leitfahigkeit fallt steil ab. Der hier einsetzende chemische Pro- 
zeB machte jede Messung der HALL-Spannung unméglich. 

Da die zwei Einbauarten des ZnO in zwei deutlich getrennten Tempe- 
raturbereichen stabil sind, muBte es auch méglich sein, bei gleichzeitiger 
Gegenwart beider Typen deren charakteristische Merkmale in emer Mes- 
sung zu erfassen. Dazu wurde zundchst wie zuvor Zn im Substitutions- 
typ eingebaut, die Schicht jedoch weiter bei 400° C mehrere Stunden in 
der Wasserstoffatmosphare getempert. Dabei wandert Zn auf Zwischen- 
gitterplatze, wie sich durch das Maximum der Leitfahigkeitskurve bei 
300° C leicht nachweisen 1a8t. Durch eine kurze Oxydation in Luft bei 
200° C im AnschluB an diese langfristige Temperung in Wasserstoff kann 
-_ dann ein Teil des Zn vom Substitutionstyp wieder oxydiert und damit 
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das Konzentrationsverhiltnis (Substitutionstyp/Zwischengittertyp) be- 
liebig variiert werden. So zeigen diese Schichten zwei Maxima der Leit- 
fahigkeit. Das erste um 150° C ist dem Substitutionstyp und das zweite 
dem Zwischengittertyp zuzuordnen. Fig. 4 zeigt die Messungen an einer 
so behandelten Schicht. Offenbar kann man die Leitfahigkeits- und die 
Hatt-Effektskurven als Uberlagerung der Kurven von Fig. 2 und 3 
auffassen. Man kann so einen kontinuierlichen Ubergang zwischen diesen 
beiden Grenzfallen herstellen. Trotz des sehr verschiedenen Verlaufs 
von Leitfahigkeit und Harr-Konstante findet man in allen Fallen ein 
sehr ahnliches Verhalten der Beweglichkeit. 

Allgemein laBt sich sagen: Das Vorzeichen der HALL-Spannung ergab 
sich ausnahmslos so, wie es fiir einen UberschuBleiter zu erwarten ist. 
Bei allen hier vorgenommenen Warmebehandlungen waren also freie 
negative Elektronen die Ladungstrager. Ihre als Ry - x berechnete Be- 


weglichkeit ist bei Zimmertemperatur durchweg von der GroBenordnung 
10 em / Volt cm / Volt 


——/———, Die Werte streuen in den Bereich von 3 bis 15 

sec/ cm SEC cm 
Die Abhangigkeit der Beweglichkeit von der Temperatur ist sehr klein. 
Im allgemeinen nimmt v mit steigender Temperatur zunachst etwas zu, 
oberhalb von etwa 150° C wieder etwas ab, jedoch kommen auch Abwei- 
chungen von diesem Verhalten vor. Im allgemeinen findet man bei 
schlecht leitenden Schichten geringere Beweglichkeiten als bei gut lei- 
tenden, jedoch sind die Unterschiede der Beweglichkeiten durchweg sehr 
viel kleiner als die Unterschiede der Leitfahigkeiten. Man erhalt stets 
kleine Werte des Produktes x -R,, wenn eine anfanglich hohe Leitfahig- 
keit durch langeres Erhitzen der Schichten in Luft weitgehend beseitigt 
worden ist. Eine weitere Abhangigkeit von der Vorbehandlung, ins- 
besondere von der Art des Finbaues des iiberschiissigen Zn, lieB sich nicht 
eindeutig nachweisen. 

Bei der lichtelektrischen Leitung sind die Beweglichkeiten stets von 
der gleichen GréBenordnung wie bei unbelichteten Schichten. In der 
Tabelle 1 sind die jeweils an ener Schicht im Dunkeln und bei Belichtung 


Tabelle 1. Anderung der elektvischen Eigenschaften von ZnO-Schichten 
bei dev Belichtung. 


Ha.i-Konstante Ry Beweglichkeit v 


see uiayegice e Zunahm 
epee te eave: * ey em /Volt an unahme von o 
Ampsec sec/ cm (G a 
dunkel dunkel hell % %, 
10 17 
7,6 14,2 
16 24 
8,7 13,5 
18,8 24,2 
5,4 9,9 
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gemessenen Werte von x, Ry, und x-R, zusammengestellt. Wie weit 
die geringe Zunahme von v bei der Belichtung reell ist, kann nicht sicher 
entschieden werden. Mindestens zu einem Teil wird sie vorgetauscht. 
Bei der Belichtung wird namlich, wie durch Sondenmessungen fest- 
gestellt wurde, das elektrische Feld inhomogen, und zwar wurde es in 
der Mitte der Schicht, also in der Nahe der Har1-Elektrode gréBer als 
die mittlere Feldstarke, die zur Berechnung von x benutzt wurde. In 
den letzten Spalten der Tabelle sind dieser Effekt und die gemessene 
Zunahme von v gegeniibergestellt. Den noch verbleibenden Unter- 
schieden méchten wir zunachst keine groBe Bedeutung beilegen, da sie 
in den Bereich der MeBfehler fallen. 


$ 4. Diskussion der MeBergebnisse. 

Die hier an diinnen Schichten gewonnenen Ergebnisse stimmen im 
wesentlichen mit den an PrefB- oder Sinterkérpern gewonnenen iiberein. 
Im Mittel hegen dort die Werte von v etwas héher, jedoch tiberschneiden 
sich die Streubereiche so weit, daB diesem Unterschied keine prinzipielle 
Bedeutung beizulegen ist. Auf die geringe Temperaturabhangigkeit 
von v ist ebenfalls schon friiher hingewiesen worden. SchlieBlich ist auch 
eine Korrelation zwischen der Beweglichkeit und der Leitfahigkeit in 
den amerikanischen Arbeiten gefunden worden, wahrend allerdings 
FritscH! keinen- Zusammenhang zwischen beiden GrdBen gefunden hat. 


Auch wir haben die friiher beobachteten kleinen Beweglichkeiten 


(< 1 oA Ms *} an diinnen Schichten gefunden, wenn die Schichten ein- 
sec Cc 


mal auf Temperaturen tiber etwa 300° C -erhitzt worden waren. Wir 
glauben jedoch sicher, daB diesen kleinen Werten keine reelle Bedeutung 
beizulegen ist. Durch das starke Erhitzen wird das tiberschiissige Zn 
in der Oberflache der einzelnen Kristallite, die die Schichten aufbauen, 
praktisch vollig oxydiert, wahrend es im Innern der Kristallite zum Teil 
erhalten bleibt. Die Schichten werden dadurch sehr inhomogen. In- 
folgedessen ist die auf der Annahme homogener Schichten beruhende 
Auswertung der Messungen nicht mehr zulassig. Eine genauere Diskus- 


sion ergibt in der Tat, daB die so berechneten Beweglichkeiten kleiner 
werden als die wahren2. Wir raten aus diesem Grunde zur Vorsicht. 


gegentiber HaLi-Effektsmessungen, wenn auf Grund der Vorbehandlung 
mit groBereren Ubergangswiderstanden zwischen relativ gut leitenden 
Kristalliten gerechnet werden mu. Da auch bei unseren gut leitenden 
Schichten diese Fehlerquelle méglicherweise nicht ganz ausgeschlossen 
ist, diirfen die in § 3 angegebenen Werte nur als untere Grenzwerte 
angesehen werden. a 


1 Fritscu, O.: Ann. Phys. (5) 22, 375 (1935). ne 
2 Bauer, C.: Ann. Phys. (5) 30, 433 (1937). — VoLceER, J.: Phys. Rev. 79, 


4023 (1950). 


16 K. IntTEMANN und F. Sté6cKMANN: Messungen des Hati-Effekts am Zinkoxyd. 


Zu den in § 3 mitgeteilten Werten selbst ist zu sagen: Die Beweglich- 
keit ist bestimmt nicht Z7~? proportional, wie es aus theoretischen 
Griinden fiir eine reine Gitterstreuung der Elektronen zu erwarten und 
an Si und Ge auch bei héheren Temperaturen gemessen worden ist. 
Wir miissen daraus folgern, daB die Elektronenbeweglichkeit im ZnO 
im untersuchten Temperaturbereich durch Streuung der Elektronen an 
Gitterfehlern — St6rstellen, Kristallitgrenzen, oder dergleichen — be- 
stimmt wird. Nach unserer Vorstellung tiber den Mechanismus der licht- 
elektrischen Leitung im ZnO nimmt die Konzentration der neutralen 
Zn-Atome und der Zn ‘-Jonen auf Zwischengitterplatzen bei der Belich- 
tung ab. Mindestens eine dieser Stérstellen ware als wirksames Streu- 
zentrum erwiesen, wenn die am Ende von § 3 mitgeteilte geringe Zu- 
nahme der Beweglichkeit bei der Belichtung reell ist. Auf jeden Fall 
folgt aber aus den lichtelektrischen Messungen, daf sich die optisch 
abgespaltenen Elektronen nicht vollkommen anders verhalten als die 
thermisch abgespaltenen. Damit ist auch die von uns schon friiher mit 
Erfolg benutzte Annahme! experimentell unterbaut, daB bei der Ande- 
rung der lichtelektrischen Str6me durch auBere Parameter die Beweg- 
lichkeit praktisch konstant bleibt. 


Gottingen, I. Physikalisches Institut der Universitat. 


_} Mottwo, E., u. F. Stéckmann: Ann. Phys. (6) 3, 240 (1948). 
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yt en CREAR, WLI AE BEAR, DD YAG VI BA, TIAGO PAAR 
SOV AAS LAB AEABLELNALL WALLA. - 


L Krack reas lust, 
| Um des Vets ede Coe ees os ies, ae 
Vee pre Weis Ce Lustastesoung, Seder Coe 


LV =kT (4) 


GWT = Dik, athathes Vises, te, dyvtete Toyo) 
Geet, pei rcs ocr, te Poe ts bg 


a FAtow VA ape ; 


~ Dien a 7 o 
4 : en tT ee 
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Eine weitere Verbesserung ist die Woutsche Zustandsgleichung 
(p + a/T-V(V —b) —c/T#- V3) (V—b) = RT. (4) 


In Gl. (4) ist dasyGlied a/T -V (V —b) eine weitere eindeutige Verbesse- 
rung gegeniiber dem Glied a’/T-V? in der BeRTHELoTschen Gleichung, 
wahrend durch die Einfiihrung des Termes c/T!-V* die Woutsche Glei- 
chung auch fiir hohe Drucke und tiefe Temperaturen giiltig wird, wo 
die VAN DER WaAALssche und BERTHELOTsche Gleichung versagen. 


Betrachten wir nun Gl. (4). etwas genauer. Diese Gleichung enthalt 
drei unbekannte Konstanten a, ) und c, und eine bekannte Konstante R. 
Welche Operation fiihrt nun Wout durch, um die drei Konstanten a, b 
und c zu bestimmen? Er macht dasselbe wie VAN DER WAALS, namlich 
er verlangt, daB die reellen Wurzeln von V alle im kritischen Punkt 
zusammenfallen. Da seine Gleichung vom 4. Grad in V ist, setzt er: 


(VV —V,)t=0. (5) 


Durch Koeffizientenvergleich von (4) und (5) werden damit vier von- 
einander unabhangige Gleichungen gewonnen. Vier. voneinander un- 
abhangige Gleichungen bestimmen aber vier Konstanten. Es 1aBt sich 
leicht zeigen, daB durch den Woutschen Ansatz zur Konstantenbestim- 
mung der ,,kritische Faktor“ wieder zu einer Konstanten gemacht wird, 
im Widerspruch mit der Erfahrung. Es sei noch erwahnt, daB die WoHL- 
sche Gleichung als Gleichung 4. Grades in V einen Nachteil gegeniiber 
der VAN DER WAatLsschen und BERTHELOTschen Gleichung aufweist, 
namlich da8 bei ihr auf der kritischen Isotherme der kritische Punkt 
ein Maximum wird und kleinere Volumina als das kritische als nicht 
méglich erscheinen, beides ebenfalls im Widerspruch mit der Erfahrung. 


2. Ableitung der neuen Zustandsgleichung. 


Fir die Aufstellung einer neuen allgemeinen thermischen Zustands- 
gleichung werde folgender Ansatz gemacht: 


(p + a/T -V(V —b))(V —c) = RT. (6) 


Gl. (6) ist vom 3. Grad in V. Wir verlangen von dieser Gleichung, daB 
bei ihr im kritischen Punkt die drei reellen Wurzeln von V zusammen- 
fallen sollen, d.h. daB 


CSV ere) caplet: 
wird. Dariiber hinaus verlangen wir aber noch, daB~sich mit dieser 
Gleichung im kritischen Punkt fiir jedes Gas der zugehorige , kritische 


Faktor“‘ ergibt. Mathematisch gesehen haben wir jetzt vier Unbekannte, 
namlich a, b,c und RT;/p,V;, zu suchen. Dazu sind vier voneinander 
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unabhangige Gleichungen notwendig. Diese sind: 


3V,=b+c+RT,/p,, (8) 
3 V2 = be + a/p,T, + RT,b/p,, (9) 
Vi = aclp, T,, . (10) 
S=RT,/b,V,. | (11) 


Die Gl. (8), (9) und (10) sind durch Koeffizientenvergleich zwischen 
Gl. (6) und (7) gewonnen, wahrend in Gl. (11) die GréBe s den numeri- 
schen Wert des ,,kritischen Faktors‘‘ des jeweiligen Gases bedeutet. Die 
Auflésung der Gl. (8) bis 11) nach a, b, c und RT,/p,V, ergibt: 
| a= 3 A Tih (s), (12) 
b=(9—3s— V" 
(9—3s—f, (s)) Vi/3 | (13) 2 
= fo(s) -Vi/35. 
; c= f,(s)- V,/3, (14) 
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Setzen wir die Gl. (12) bis (14) in Gl. (6) ein, so erhalten wir: 


(b+ 3.2 Pe Tilt (s) -T-V(V —fels)- Val3)} | (18) 
(VA (s)-Vyf3} =RT. J 


Gl. (18) ist bereits unsere gesuchte neue allgemeine thermische Zustands- 
gleichung. Diese Gleichung gibt im kritischen Punkt fiir jedes Gas dessen 
, kritischen Faktor‘‘ s, befolgt also dessen Variation von Gas zu Gas. 
Beweis: fiir den kritischen Punkt kénnen wir Gl. (18) folgendermaBen 
anschreiben : 


{1 + 3/f (1 —fo/3)} {1-3} = RTP Ve =. (19) 
Durch Einfiihrung der Abkiirzungen 
fp =6—s—B 


in Gl. (19) erhalt man nach einiger Umformung: 
Be + B-3s (3 —s) +s(—2s? + 9s—27) =0. (20) 
Auflésung von Gl. (20) ergibt fiir B: 


B= [abeae: + 27+ 27 (3s?—14s + 27)) + 


af ysl (252 Os 44127 ya7( (352 1454 27), 


was vorausgesetzt und damit zu beweisen war. 

Die folgende Tabelle 1 gibt eine Ubersicht iiber die ,,kritischen Fak- 
toren” einiger Stoffe, bzw. welche sich jeweils in den verschiedenen 
Zustandsgleichungen ergeben. 


Tabelle 1. Gemessene und berechnete ,,kvitische Faktoren‘' einigery Stoffe}. 


4,55 | 4,02 


Sher (V. D. WAALS) | 2,67 | 2,67 | 2,67 | 2,67 | 2,67 | 2,67 2,67 | 2,67 | 2,67 | 2,67 | 2,67 2,67 


Sper (BERTHELOT) 
Sper (WOHL) . 
Sper (HIIMPAN) . . 


31591 3y55)| 3955:4'3/55"| 3x55 | 315513, 5R vSasSehSeS 5 365 S17 Sab Sa) sess 
31751-3575 3975) 3.75 (3,75) 3,75 | 3975}3,75'| 3,75N 3375 | 3,75 | 3,75 
3,13 | 3,03 | 3,29 | 3,42 | 3,43 | 3,42 | 3,49 | 4,46 | 3,60/ 5,84] 4,55 | 4,02 


In Fig. 3 sind von einigen der in Tabelle 1 genannten Stoffe ihre 
»kritischen Faktoren‘‘ als Funktion ihres Molekulargewichtes M auf- 
getragen. Man erkennt, daB sich eine untere Grenzkurve ziehen 1aBt. 


1 Vgl. auch Justt, E.: Spezifiscne ‘Warme, Enthalpie ..., S. 13. 1938: 


C,H;OH 
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Thre Gleichung lautet: 

$= 2,92 + lg(/M). (21) 
Es kann angenommen werden, daB alle Stoffe, deren ,,kritische Fak- 
toren” auf oder sehr benachbart der durch Gl, (21) festgelegten Kurve 


legen, im kritischen Punkt nicht assoziiert sind. Alle ubrigen Stoffe, 
wie etwa H,O, S,, CH, usw. sind im kritischen Punkt als assoziiert zu 


40 Te + 
| pe qed 4 ] JIT] | 
[ | 11 || NO | NoOg 
| 1 || | | t 
38 2] | ec Oe 
| ||| | 
mann 
Se eeeatith iit iii 
| | 
& | 
a 
xjXs 
<| at Sar ai 
| | 
ae | He | 
a) 
HA 
20 = SS el ee 
ef 2 3 456783910 2 3 ¢ 567839100 Bont 


—_ 


Fig. 3. ,,Kritische Faktoren“ einiger Stoffe als Funktion des Molekulargewichtes M. 


betrachten. Fiir solche assoziierte Stoffe kann man folgende empirische 
Formel zur Berechnung von s benutzen: 

s=2,92+1lgyn-M. (22) 
In Gl. (22) bedeutet 7 den Assoziationsgrad des betreffenden Stoffes, 
wobei nicht ohne weiteres behauptet werden kann, daB » auch tatsach- 
lich mit der Anzahl der sich zusammenpackenden Molekiile identisch 
ist. Doch gibt es Falle, wo dies sicher zutrifft. Durch Umformung von 
Gl. (22) finden wir folgende empirische Beziehung fiir den Assoziations- 
grad », wobei diesmal s als der gemessene ,,kritische Faktor“ zu be- 


trachten ist: 
4088 — 8,76) 


Tabelle 2 bringt einige Auswertungen der Gl. (23). 


Tabelle 2. Assoziationsgrad einiger Stoffe. 


CH,OH |C,H;OH) C;Hy 


24,55 | 4,02 | 3,64 


Speop] 3-13 | 3,03 | 3,29 | 3,42 | 3.43 | 3,42 | 3,49 | 4,46 | 3,60 | 5,84 o 
2, 


4,07 | 1,06 | 0,80 | 1,13 | 0,87 | 0,99 | 1,13 | 2310) 1,72 | 8,98- 10° 
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Die Stoffe in Tabelle 2 bis CO, diirfen als nicht assoziiert im kritischen 
Punkt betrachtet werden, obwohl ihr Assoziationsgrad m nicht genau 
eins ist. Man darf namlich nicht vergessen, daB Gl. (23) nur eine empi- 
rische Naherungsformel ist und auch die Angaben tiber die ,,kritischen 
Faktoren s in der Literatur schwanken. Es sei hier gleich bemerkt, 
daB bei Rechnungen mittels Gl. (18) im kritischen Gebiet der gemessene 
bzw. nach Gl. (22) berech- 


ay si) nete Wert von s einzusetzen 
ist, wahrend es zweckmabig 
er sein wird, bei Zustanden, wo 
keine Assoziationen anzu- 
nehmen sind, mit dem nach 
a Gl. (21) berechneten s zu ope- 
i~ rieren. Fig. 4 bringt einen 
Aa Vergleich zwischen Messung 
We und Rechnung mittels der 
; neuen thermischen Zustands- 
gleichung. Fiir die Rechnung 
ne wurden beniitzt)?: M= 
58,12, T,=425,17°K, p,= 
37,47atm, V,= 255 cm3/mol, 
pee 
9350 300 350 400 450°K ase once ee rN 


onhtndtap ee Aus Fig. 4 ist zu entnehmen, 

Fig. 4. Vergleich von gemessenen und berechneten pV/RT- daB die Abweichungen ZWi- 
Werten von n-Butan bei p=1 atm, schen Messung und Rechnung 

sehr gering sind. Als weiteres 

Beispiel seien in Tabelle 3 Messung und Rechnung iiber Drucke und 
Volumina auf der 303,2°K-Isotherme von CO, miteinander verglichen. 


Tabelle 3. CO,-Drucke auf der Isotherme von CO, bei 308,2° K. 


| | | 


Veem (AMAGAT) . . . . |) 478,14 345,03 247,75 | 149,36 
Peep (AMAGAT) 0) c2- ate} 40,00 50,00- -.| 60,00 | 70,00 
Pper (WOHL)...- | 37,93 46,21, cb. 5 S336 be dees. 99 
Pper (HIMPAN) .... | 39,30 48,96 | . 58,76. |. . 69,50 


Fir die Berechnung nach der Woutschen Gleichung und der neuen 
Zustandsgleichung wurden selbstverstandlich in beiden Fallen die glei- 
chen GrundgréBen angenommen, und zwar: Dye=304,2°-K; p= 72,9. atm, 
V,=98 cm’/mol, s = 3,498. Man kann aus Tabelle 3 entnehmen, da& 


* SaGE, WEBSTER and Lacey: Industr. Engng. Chem. 29, 1188 (1937). 
* Nat. Bureau of Standards: 30. Juni 1949. 


* Vgl. auch Justi, E.: Spezifische Warme, Enthalpie. ..; S. 13 u. 37. 4938. 
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die Ubereinstimmung nach der neuen Zustandsgleichung wesentlich 
besser ist als nach der Wountschen Gleichung. 

Durch Einfiihrung der ,,reduzierten‘’ ZustandsgréBen t= T/T,, 
p=/p,, 8=V/V, in Gl. (18) erhalten wir diese Gleichung in ihrer redu- 
zierten Form: 


ie — Ah ast. (24) 


Aus Gl. (24) ist zu ersehen, daB das ,,Korrespondenzprinzip“ bei den 
realen Gasen einzuschranken ist. Nur solche Gase benehmen sich gleich 
bei ihrer Beschreibung mittels der ,,reduzierten‘‘ ZustandsgréBen, die 
ein gleiches s haben. Gase mit verschiedenem s benehmen sich nur ahn- 
lich. Immerhin bleibt bestehen, daB das Verhalten eines Gases mittels 
seiner ,,kritischen®’ Zustandsgr6Ben vollkommen beschrieben werden 
kann. 


3. Die BoyLe-Temperatur. 


Unter der BoyLe-Temperatur eines realen Gases versteht man die- 
jenige Temperatur, wo sich das reale Gas wie ein ideales verhalt, also 
wo sich die Korrekturglieder der realen Gasgleichungen gerade gegen- 
seitig aufheben sollen. Zur Ableitung der BoyLe-Temperatur aus der 
neuen Zustandsgleichung kénnen wir dieselbe unter Vernachlassigung 
eines Gliedes zweiter Ordnung auch folgendermaBen anschreiben: 


* 3 V2 pp Th Be Ve aly, pz 
pt = KT. fy* T (V — fe* Vx/3) T 3 (25) 
=Rr( 3 VE Pa Te ft p-Vh) 
ye 8 fe RV nV il3). ei SRE is 


In die Gl. (25) kénnen wir die Beziehungen bV = RT und p BY=s t ein- 
fiihren, wobei wir wieder nur Fehler héherer Ordnung begehen, und wir 
erhalten nach einiger Umformung: 
, p 9 | 
bY Rae eterna fo t(3-s- spall 9) 
Gl. (26) geht offenbar dann in die ideale Gasgleichung tiber, wenn der 
eckige Klammerausdruck auf ihrer rechten Seite verschwindet, also wenn: 


pL eet! “2 EE 2 

Sus oftt (Gum -Eoabectdl ‘ __ (27) 
ist. Die Auflésung von Gl. (27) Mens fiir: 

ence 4 


Dies ist die gesuchte serene fiir | sale aa aa Demnach 
ist das Verhiltnis 7;/T;, keine Konstante, wie bei VAN DER WaaLs und 
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BERTHELOT, sondern eine Funktion des ,,kritischen Faktors" s und hangt 
auBerdem noch vom Druckverhiltnis #/p, ab. Kontrollrechnungen ze1- 
gen aber, daB die Glieder in Gl. (28), welche den DruckeinfluB darstellen, 


Tabelle 4. Vergleich von gemessenen und berechneten BovLE-Temperaturen*. 


TB/Tk 


gem (J. Orro) 
ber (v. D. WAALS) . 
ber (BERTHELOT) 
ber (HIMPAN) . 


relativ wenig die GréBe T,,/T,, beeinflussen. Trotzdem folgt daraus, daB 
sich-die realen Gase, wo Gl. (28) erfiillt ist, nur quasi-ideal verhalten, 
d.h. die Boy_e-Temperatur andert sich, wenn auch nicht viel, mit dem 
Druck. Lediglich fiir ein reales 
Gas, fiir welches 


fe =10 (29) 


wird, ist 7, véllig unabhangig 
vom Druck und damit an dieser 
Stelle ein wirkliches ideales Gas. 
Die Bedingung (29) ist dann 
erfiillt, wenn s = 8/3 ist, also fiir 
ein VAN DER WaAALSsches Gas. 
Gabe es ein VAN DER WAALSsches 
Gas, dann wiirde sich dieses bei 
der Temperatur 7, = (3/2)!- T,, 
uber alle Druckbereiche wie ein 
vollkommenes Gas verhalten. 
hy : : " 3 Fiir p—> Ogeht Gl. (28) tiberin 


S— 


6 


2 


Fig. 5. Verlauf der Funktion (Tg, p=o/Tx) als Funktion Tp, pH0- = 2 (30) 
des ,,kritischen Faktors‘‘, Ts fis: 
k fs 


(vgl. auch Fig. 5). Die Auswertung der Gl. (30) fiir einige Gase ist in 
Tabelle 4 beniitzt worden. 

Aus Tabelle 4 ist zu erkennen, daB die aus der neuen Zustands- 
gleichung folgenden T;/T,-Verhaltnisse wesentlich besser mit der Er- 
fahrung tibereinstimmen, als nach VAN DER WAALS und BERTHELOT. Die 
von J. OrTo angegebenen Werte sind sicher bei endlichen Drucken ge- 
messen worden, deren GréBe leider in! nicht angegeben ist. Beriicksichtigt 


1 Vgl. auch Justi, E.: Spezifische Warme, Enthalpie..., S. 13. 1938. 
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man daher, daB der Gasdruck nach Gl. (28) die 7)/T7,-Verhiiltnisse 
herabsetzt, so wiirde die Ubereinstimmung mit der Erfahrung nach der 
neuen Zustandsgleichung noch besser sein. Auf jeden Fall gibt letztere 
genau die Tendenz der Variation der T,,/T,-Verhaltnisse wieder, wahrend 
diese bei VAN DER WAALS und BERTHELOT Konstanten sind. Eine auf- 
fallende Abweichung von Messung und Rechnung ergibt sich lediglich 
bei den tiefsiedenden Gasen He und H,. Doch lassen sich nach K. Wout! 
diese Abweichungen befriedigend durch Verzerrung der kritischen Daten 
durch die Nullpunktsenergie erklaren. 


4. Die Berechnung der Druckabhdngigkeit der spezifischen Wéarmen. 


Zur Berechnung der Druckabhiangigkeit der spezifischen Warme C, 
wollen wir zuerst Gl. (18) in die Form bringen: 


pV=RT + Bp, (31) 


da bei Kenntnis von B die Druckabhingigkeit von C, nach der Bezie- 
hung? 

0C,\ La. 08 GB 

(Se )e= (2 or ve ae (32) 


\ / \ / 


berechnet werden kann. Fiir B erhalten wir aus Gl. (18) nach entspre- 
chenden Umformungen,,indem wir dabei wieder das Glied zweiter Ord- 
nung vernachlassigen, wobei wir nur Fehler héherer Ordnung begehen: 


Val OVE Pa Th 
Brett oat a a aie ee as) 
3 3Rf, T? + (ft, — fe) fy Ve BP F-—27Vp Bp Th/3 B — fe 


Die Beziehung (33) sci weiter vereinfacht, indem wir annehmen: 
BRAT? +h) AVePTS27V. x T3B—-h- 34) 


Das heiBt, wir wollen uns bei der weiteren Rechnung auf relativ geringe 
Drucke und-Temperaturen beschrénken. Damit wird unser zweiter 
Virialkoeffizient fiir die Berechnung der Druckabhangigkeit der spezi- 
fischen Warme C,: 


Vit OVE be Te 


hoe ono 3RAT?+h—f) Vert 


(35) 


Fiihrt man die in Gl. (32) angezeigten Operationen an B’ durch, so findet 
man: 


(2&2) = “nig dees, ¥ (36) 
Ir hhh GRA %+?) ; 


1 Wout, K.: Z. physik. Chem. (Bodenstein-Festband) 1931, 807. 
2 Vgl. auch Justi, E.: Spezifische Warme, Enthalpié scp, Sati5e 11938- 
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Durch Integration von Gl. (36) ergibt sich fiir AC,: 

shhh—f)T +e Vil — ABR!’ 
womit die gesuchte Beziehung der Druckabhangigkeit der spezifischen 
Warme C, fiir relativ geringe Drucke und Temperaturen nach der neuen 
thermischen Zustandsgleichung gefunden ist. Gl. (37) ist in Fig. 6 als 
Beispiel ausgewertet worden!. Man erkennt, wie eine weitaus bessere 
Ubereinstimmung mit der Mes- 


ACs Claes Cee (37) 


cal/mol grad , } 
A : Sh al sung vorhanden ist im Ver- 
—— ea epi de Boer 1 i gleich mit der BERTHELOTschen 

——— ber. Berthelo : - , re 
iy Himpan | /. Beziehung fiir die Druckabhan- 


gigkeit von C,. Bei hdheren 
Drucken und Temperaturen 
eilen die BERTHELOTschen Ge- 
raden hoffnungslos davon, wah- 
rend die nach Gl. (37) berechne- 
ten Kurven die Tendenz der 
MeBkurven verfolgen. Es ist an- 
zanehmen, da8, wenn nicht die 
vereinfachende Annahme (34) 
getroffen worden ware, die sich 
dann ergebende Beziehung fiir 
AC, aus der neuen Zustandsglei- 
chung tiberhaupt mit den MeB- 


0 50 100 150 atm 200 * y 7 
Fig. 6. Isothermen der Druckabhangigkeit 4C, der werten tibereinstimmt. Doch 
spezifischen Warme Cy des Stickstoffs. dies soll die Aufgabe einer 


spateren Untersuchung sein. 
Zum SchluB sei noch die Druckabhangigkeit der spezifischen Warme C p 
aus der neuen thermischen Zustandsgleichung abgeleitet. Hierbei gehen 
wir von der CLausiusschen Beziehung 


OCp\rru! eV) 
(ae )n aie (a7), . (8) 
aus. Wenn wir wieder dieselben Vernachlassigungen annehmen, wie bei 
der Ableitung der Druckabhangigkeit der spezifischen Warme C,, dann 
gilt fiir V: 
fe Oe ade 1 
Ae Bhat former Rh Sayer 008) 
Wenden wir nun Gl. (38) auf Gl. (39) an, dann ergibt sich: 
(222) MM 18,7, SEINE Sit VzRT D+ (hf)? V2 Pp? | 
6p/t Ath V,T? (3RT/(f — fe) Ve + P)> ‘ 
+ Vgl. auch Justi, E.: Spezifische Warme, Enthalpie2<%7 (S.220.% 1938. 
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Durch Integration von Gl. (40) finden wir fiir AC,: 


ORT? ; \ 
sil — real Tap ho pyar t 
fi(fi — fe) (ae Pie Vp (fq fe 3 RT)? J (41) 
1 
HOM yy cpyeRTy tt 2+ P Vath BRD). 


GI. (41) stellt die gesuchte Formel fiir die Druckabhingigkeit AC, dar. 
Zur Berechnung des Verhaltnisses der Druckabhingigkeit der Sane 
_ schen Warmen AC,/AC, fiihren wir zur einfacheren Schreibweise 


; 
> i 1 

ay 1+P:Valh—f)/3RT ’ J oe 
in we (37) und (41) ein. Wir erhalten dann: 


Bie ACy 2+ 1n(X) 
4 mth AG; auveer aeaa - (43) 


Man sieht, daB Gl. (43) das Verhaltnis AC,/4C, keine Konstante wie 
bei BERTHELOT, sondern eine Variable ist. Gl. (43) geht dann in die 
BERTHELOTsche Beziehung AC,|AC, =3 tber, wenn darin X =1 wird. 
X=1 verlangt, daB #=0 ist. Somit ist die BERTHELOTsche Beziehung 
fiir das Verhaltnis der Druckabhangigkeit der spezifischen Warmen 
A C,/AC, bei idealen Gasen ein Idealfall, welcher nur beim Druck p=0 


richtig ist. 
ne Gaataah inetd France, Hotel, Astor" 19 bis, re du Mont Valen 
Peioweie chor i 2o cu ropadeymetciidneld doi Yaulintss arises e! 
Piivags ues t aaa pedseacuntesstyor fh pile F Froid ¢ KATY Repent esliigeold 
Munisarmbtiamineliines mausdisioalA sib iit lsonodegatroAsid ain 
“eh eer anh \isiinlesg zs sib ‘ataahie Hoge ATBUTR. 
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Zeitschrift fiir Physik, Bd. 131, S. 28—40 (1951). 


Temperaturmessungen 
am wasserstabilisierten Hochleistungsbogen. 


Von 
F. Burnorn, H. MAECKER und T. PETERS. 


Mit 12 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 23. Juli 1981.) 


Spektroskopische Temperaturmessungen am wasserstabilisierten Hochleistungs- 

bogen von 2,3mm @ bei Stromstaérken von 100 bis 1500 Amp nach der Methode 

von R. W. LarENnz ergeben Werte bis 50000° K. Diese und andere Messungen 

gestatten es, zusammen mit theoretischen Uberlegungen, das Isothermenfeld im 

Charakteristikendiagramm fiir alle wasserstabilisierten Hochleistungsbégen zu 
zeichnen. 


I. Einleitung. 

Die hohen Feldstarken und Leistungen in den stark eingeschniirten, 
wasserstabilisierten Hochleistungsbégen [7], [2] lassen sehr hohe Tem- 
peraturen erwarten. Dies wird durch Messungen von R. W. LARENZ [3] 
bestatigt, der vor der wasserumsptilten Diise eines GERDIEN-Bogers [4] 
von 3,5mm @ bei 500 Amp eine Temperatur von 35000° K feststellte. 

In dieser Abhandlung wird iiber Messungen berichtet, die die radiale 
Temperaturverteilung im Hochleistungsbogen von 2,3 mm @ als Funk- 
tion der Stromstarke bis 1500 Amp zum Ergebnis haben. Ferner wird 
eine Naherungsformel fiir die Abschatzung der Maximaltemperatur der- 
artiger Bogen angegeben, die es gestattet, das Isothermenfeld in das 
Charakteristikenfeld einzutragen. 


II. Theorie der TemperaturmeBmethode. 


Die Messung der radialen Temperaturverteilung wird hier nach einer 
Methode von H. HOrMANN [5] und H. Bartets und R. W. Larenz [6] 
durchgefiihrt, weil diese sich fiir die zu erwartenden hohen Temperaturen 
besonders eignet. Ihr liegt folgender Gedanke zugrunde: Im Querschnitt 
des Bogens (Fig.1) steigt die Temperatur von auBen zur Mitte hin an. 
Auch die Intensitat einer Spektrallinie wird zunachst entsprechend an- 
steigen. Bei hohen Temperaturen nimmt aber die Zahl der Atome, die 
die ausgewahlte Spektrallinie emittieren, schnell ab, und zwar einmal 
wegen der bei konstantem Druck sinkenden Gasdichte, vor allem aber 
wegen lonisierung der betreffenden Atome, was schlieBlich zu einem Ab- 
fall der Intensitaét mit steigender Temperatur fithrt. Die Intensitat der 
Linie durchlauft also ein Maximum, das sich sowohl aus der Beobachtung 
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bei hinreichend hohen Temperaturen als auch aus der theoretischen 
Abhangigkeit der Intensitat einer Spektrallinie von der Temperatur er- 
gibt. Identifiziert man die Temperaturen beider Maxima, so kann man 
von hier aus nach héheren und tieferen Temperaturen durch Koordinaten- 
vergleich beider Kurven die ganze radiale Temperaturverteilung ermit- 
teln. Benutzt man zur Messung Queraufnahmen, bei denen das Bild 
der Bogenachse senkrecht zum Spalt liegt, dann muB die entlang einer 
Spektrallinie gefundene Intensitatsverteilung erst noch mit der ABEL- 
schen Integralgleichung auf die radiale Intensitatsverteilung umgerechnet 
werden. 

Der theoretische Zusam- 
menhang zwischen der Strah- 
lungsdichte 7 (7) und der Tem- 
peratur 7; ist 


i(T)~0(1) Sa. (A) 


Die Strahlungsdichte  setzt 
sich also aus dem BOLTZMANN- 


Ua 


Fig. 1. Links: Radiale Strahlungsdichteverteilung i(r) im 
Bogenquerschnitt (schematisch durch die Ringdichte ange- 


kT . ae : 
e deutet). Rechts: Intensitatsverteilung quer zum Bogen 
Faktor ZiT 4: und der Zahl I (x), wie sie vom Spektrographen gesehen wird. 


n(T) je Einheitsvolumen der- 

jenigen Teilchen, die die ausgewahlte Spektrallinie aussenden, zusammen. 
Wahrend der BoLttzMANN-Faktor mit wachsender Temperatur ansteigt, 
nimmt bei konstantem Gasdruck die Zahl der Teilchen je cm? durch 
Ionisation und Gasverdiinnung ab. 


IIT. Zusammensetzung von Wasserdampf bet hohen Temperaturen. 


Zur Berechnung von 7(7) nach Gl. (1) bendtigt man die betreffenden 
Teilchenzahlen (7) und die Zustandssummen Z(T). 

Da im Plasma eines wasserstabilisierten Bogens bei Temperaturen 
jiber 5000° K praktisch keine Molekiile mehr vorkommen, kann man 
sie wegen der hohen Temperaturen im Bogen bei der Berechnung der 
Teilchenzahlen vernachlassigen. Dann setzt sich der Gasdruck # des 
Bogens zusammen aus: 


b=pf.+bp+ bu + hort Pout pom + Poi (2) 


-(p. = Elektronendruck; #, = Protonendruck; py = Druck der H-Atome; 
-po1= Druck der O-Atome; for bis for = Druck der Sauerstoffionen). , 
Der Elektronendruck ist dabei gegeben durch: 


pe=bp+ fou + 2pomr + 3horv. i “ 8) 
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Aus der chemischen Zusammensetzung des Wassers folgt: 


Sa eee aire “ 
Porthout Pom t Pov 


Ferner gelten die SAHA-Gleichungen: 


fe Ft Sal), (5) 
Pu 
Pou’ P. 
OT! rs So1(T), (6) 
Pot 
P Pe 
— = Soir(1); (7) 
Pou 
2 Doe a > 
pee == Soi (Z) (8) 
Poul 
mit 
Pyar? AIA, (22 m)* aie 
S.(0) = Py eee Bee rye 


In den Sana-Gleichungen (5) bis (8) kommen fir:die betreffenden Teil- 
chenarten die Ionisierungsenergien U, und Zustandssummen vor. Die 
Ionisierungsenergie wird etwas herabgesetzt, weil:die Elektronen und 
Ionen eine mittlere Mikrofeldstarke erzeugen, deren Potential sich dem 
Potentialverlauf eines Atoms tiberlagert. Nach A. UNSOLD [7] ist die 
Ionisierungsenergie fiir Wasserstoff um tne 


AU=7-1077-'/n, eV°cm (9) 


herabzusetzen. Naherungsweise wird fiir Sauerstoff die gleiche Erniedri- 
gung angenommen. 

Bei der Berechnung der Zustandssummen mu8B man ebenfalls die 
Uberlagerung der Mikrofelder beriicksichtigen, indem man nach A. Un- 
SOLD nur bis zu einer Hauptquantenzahl n* aufsummiert, die gegeben 
ist durch: 


; (= zon)” a= 1. Bourscher Radius. (10) 
z = Kernladungszahl. 


Fur Wasserstoff ergibt sich daraus im Temperaturgebiet von 20000 bis 
30000° K eine Hauptquantenzahl n* = 6. Experimentell bestatigen das 
die Spektren (Fig. 5), beidenen H(z =6) die letzte erkennbare BALMER- 
Linie ist. Fiir Temperaturen iiber 30000° K ist der Partialdruck des 
neutralen Wasserstoffs tiberhaupt zu vernachlassigen (Fig. 2). . 

Bei der Berechnung der SAHA-Gleichungen und Zustandssummen 
fiir O II, sowie fiir die spaiter auftretenden Ionen O III und O IV setzt 


7 
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rman die Ionisierungsenergie niherungsweise um ein mittleres AU her- 
vunter und erkennt aus den Termschemen von O II, OIII und OIV, 
tbis zu welchen Gliedern man die Zustandssumme zu berechnen hat. 
IMit dem so gewonnenen », geht man in Gl. (9) ein und wiederholt die 
IRechnung mit dem neuen AU. 


85-10” len zi 
om? | 
N 
2. 17 
2-10 { des 
Tle 1 
10" Ton, l ise 
TU, 
5.19% tor a 
om 
2.70 | | 1 
10" 
: 
Now. 2 
5-10" 
0 30 40 °K 50-10" 
Jemperatur 7 


Fig. 2. Teilchenzahl je cm* von Wasserdampf als Funktion der Temperatur bei p=1 Atm. 


Die berechneten Teilchendichten fiir die Ausgangssubstanz Wasser- 
dampf sind in der Fig.2 als Funktion der Temperatur wiedergegeben, 
mit denen nach Gl. (1) die theoretischen Strahlungsdichten als Funktion 
der Temperatur ausgerechnet werden konnen. 


IV. Temperaturmessung. 
Zur Temperaturmessung werden hier die drei Linien 


H,, 2= 4861 A; OII,A= 4651 A (252223 s4P —3d4D°) 
und ; 
OIII, A = 3447A (282 26 3 p 3P —3d 8P®) 
herangezogen. Die relativen Strahlungsdichten als Funktion der Tem- 
peratur fiir diese drei Linien sind in der Fig. 3 wiedergegeben. 

Bei der Auswertung von H, ist die groBe STARK-Effektverbreiterung 
dieser Linie zu beriicksichtigen, die eine Korrektur der Strahlungsdichte- 
formel (1) erfordert, da die Photometrierung nur auf dem Linienkamin 
erfolgt. Die Verbreiterung durch die Mikrofelder ist proportional zu n‘, 
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Da die Gesamtintensitat und die relative Form der Linie durch die Ver- 
breiterung nicht verandert’ wird, sinkt der Kamm in gleichem MaBe, 
wie die Verbreiterung ansteigt, also mit 2}. Entsprechend ist zu korni- 
gieren (in Fig. 3 gestrichelt) : 
we 
i,,.(1) ~a=es a é TO tor He laniens (1a) 


Zur Aufnahme der Spektren wird im Mittelteil der ,,Wasserturbine“, 
die den Bogenkanal von 2,3mm @ erzeugt (Fig.4), ein Quarzfenster 


relative 
Strahlungsdichte 


0 15 20 25 30 35 40 45 50 55 
Temperatur T - 103 °K 
Fig. 3. Berechnete Strahlungsdichte als Funktion der Temperatur bei p= 1 Atm fiir die Linien Hg, O II, 
4=4651 A und OIII. 2=3447 A. 


von 8mm @ eingesetzt. Der Bogen wird mit einer Quarzlinse (f = 14 cm) 
-quer zu seiner Achse auf den Spalt eines kleinen Quarzspektrographen 
vergréBert abgebildet. Die Abblendung auf eine Offnung von etwa 
2mm @ gewahrleistet eine ausreichende Tiefenscharfe fir alle Wellen- 
ween ie langen. Der Lichtweg wird 
linse_f=tH#em durch ein Réhrensystem, 
Spektro- in dem PreBluft strémt, 
geoph ~— abgekapselt, um das Be- 
schlagen der Optiken und 

peer e spam die Streuung des Lichtes 
Fig. 4. Anordnung zur Aufnahme des Spektrums quer zum Bogen. am Wassernebel zu _ver- 

’ hindern. 

Fir elf verschiedene Stromstarken zwischen 100 und 1500 Amp 
werden die Spektren aufgenommen. Einige davon sind in Fig. 5 zu- 
sammengestellt. Bei 112 Amp sieht man die drei ersten Linien der 
BALMER-Serie. Sehr schwach hebt sich noch H; vom anschlieBenden 
BaALMER-Grenzkontinuum ab. Die nachste Aufnahme bei 165 Amp zeigt 
im Grenzkontinuum einige ganz schwache Linien des O II-Spektrums, 
die mit wachsendem Strom stirker hervortreten. Bei Stromstarken iiber 
300 Amp treten wieder neue, sehr kurze Linien auf, die zum O III- 


Spektrum gehéren ‘und ebenfalls mit zunehmendem 
kraftiger werden. , 


; Lae 
Trofitul 


Strom linger und 
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Zur Festlegung der Temperatur- 
verteilung werden die ausgewahlten 
Linien in ihrer Langsrichtung pho- 
tometriert. Fig.6 zeigt die ent- 
sprechenden Photometerkurven fiu 
den 1450 Amp-Bogen. Obwohl es 
sich hierbei um Querbeobachtung 
handelt, sieht man doch die weit 
auBen liegenden Maxima bei H, und 
die naher zur Achse geriickten der 
Linie OII, A= 4651 A, wahrend die 
Linie OIII, A= 3447A noch keine 
Einsenkung zeigt. Fiihrt man aber 
nach Abzug des Untergrundes die 
Umrechnung von der Quervertei- 
lung J (x) auf die radiale Verteilung 
t(v) durch, dann hat 
OllI-Linie ihre Maximumstempe- 
ratur iiberschritten (Fig. 7). Ordnet 
man nun den 7-Werten, bei denen 
die einzelnen Maxima legen, die 


auch die 


Hp 


On 
A=4657A 


Om. 
A= 3447 A 


Photometerkurven lang tiber die drei 
ausgew4hlten Linien (s. Fig. 5). 


Fig. 6. 
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iw x00 A 


Fig. 5. Spektrenfolge. Beschriftung oben: Balmer- 
linien; unten: ausgewertete Linien. 
L(P)rop* 5 
OM OM Hp 

x 

== 

$ 

x 

2 

S 

3 

5 

4 

= 

§ 

% 

s 

ee 

S R 
SS i ! oe, ae | | 

0 G2 OY 06 08 10mm 72 


Boqgenradius 7 
Fig. 7. Radiale Strahlungsdichteverteilungen 7(r) bei 
1450 Amp und 2,3 mm Kanaldurchmesser nach Um- 
rechnung von I(x) auf i(v) mit Hilfe der Abrtschen 
Integralgleichung. 


betreffenden Maximumtemperaturen nach Fig. 3 zu (Hg: 14600° K; 
OII: 32000° K; O III: 51000° K), dann kann man von diesen Fix- 
punkten aus die gesamte radiale Temperaturverteilung absolut ermitteln. 
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Das Ergebnis dieser Berechnung ist in Fig. 8 dargestellt. Daraus ent- 
nimmt man zunachst als Positivum, daB in der Achse dieses Bogens 
eine Temperatur von mehr als 50000° K herrscht. Dagegen mub 
der mangelhafte AnschluB der einzelnen Temperaturkurven enttau- 
schen. Die Art der Abweichung (innen zu tief, auBen zu hoch) weist 
eindeutig darauf hin, da8 das Bild des Bogens auf dem Spektro- 

Sn graphenspalt ein wenig diffus gemacht 
% = wird durch geringe Unebenheiten in der 
Kanaloberflache. Dies hat eine Verfla- 
chung des Intensitatsverlaufes in jeder 
45 |e a Spektrallinie und schlieBlich auch in der 
| Temperaturverteilung zu Folge, beein- 


a trachtigt aber die Lage des Maximums 
KB praktisch nicht. Fiir die Bestimmung der 
X 
8 20 A 
ay 
= \ 10 
(22 eee enna alte a ™m 

98 
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Bogenradius r  ™m Stromstarke [ 


Fig. 8. Radiale Temperaturverteilung Fig. 9. Verteilung der Hg-Maxima (14600° K) und der OII- 
beim 1450 Amp-Bogen. Maxima (31 000° K), sowie Lage des O III-Maximums (51 000° K) 
im Stromstarke-Radius-Diagramm, 


Temperaturverteilung wird man sich daher nur auf die Maxima und 
den Temperaturwert am Bogenrand, sowie auf die horizontale Tan- 
gente in der Achse stiitzen. Durch diese Punkte ist in der Fig. 8 der 
wahrscheinlichste Temperaturverlauf als gestrichelte Kurve festgelegt. 


In gleicher Weise findet man die Temperaturverteilungen fiir die 
anderen Stromstarken. 


In Fig.9 ist die Lage der Maxima und der zugehérigen Temperatur- 
werte bei den einzelnen Stromstarken eingetragen. Alle MeBpunkte 
lassen sich in der Figur bequem durch zwei glatte Kurven verbinden, 
welche die 14600° K und die 32000° K Isothermen darstellen. Die aus 
diesen Isothermen und den Randbedingungen resultierenden Tempera- 
turverteilungen fiir die einzelnen Stromstarken sind in der Fig. 10 wieder- 
gegeben. Fiir Bogenstromstarken unter 200 Amp ist die Temperaturver- 
teilung in der Nahe der Bogenachse unsicher, weil zu ihrer Festlegung 
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nur noch das Maximum von H B 
zur Verfiigung steht. 

Die Fig.44 gibt den Verlauf 
der Achsentemperatur als Funk- 
tion der Stromstarke bei einem 
Kanaldurchmesser von 2,3mm@ 
wieder. Fiir kleine Stromstarken 
bis zu 350 Amp steigt die Tem- 
peraturkurve sehr steil an und 
erreicht hier 37000° K. Im an- 
schlieBenden Strombereich bis 
1450 Amp wachst die Achsen- 
temperaturnur noch um 15 000° K 
auf 52000° K an. Vergleicht man 
diesen Temperaturverlauf mit 
der Spektrenfolge (Fig.5), so 
zeigt sich, daB auch hier bis 
350 Amp eine schnelle Entwick- 
lung bis zum O III-Spektrum 
erfolgt, wahrend bei hdheren 
Stromstarken nur noch die OIII- 
Linien kraftiger werden. 

Eine exakte Fehlerberechnung 
fiir die Temperaturmessung 1aBt 
sich bei der Kompliziertheit des 
Verfahrens kaum durchfiihren. 
Immerhin kann man aus der 
geringen Streuung der MeBpunkte 

_ in Fig.9 darauf schlieBen, 


daB die Genauigkeit be- ~”’ (4 


3D 


Jemperatir T 


a G2 OY G6 48 4omm. f 72 


Bogenradius 7 
Fig. 10. Radiale Temperaturverteilungen im 
Strombereich von 100 bis 1450 Amp. 


friedigend ist. Jedenfalls <9 
_ glauben wir sicher, daB der 
Fehler die Grenzen von 40 
+410% nicht iibersteigt. * 
Auch die erreichte Hochst- s 30 
_temperatur, die sich nur & 
auf einen MeBpunkt zu 1S 20 


stiitzen scheint, ist hin- 


_reichend gesichert, denn 
auch ohne diesen Punkt 
hatte eine Extrapolation 
ahnliche Werte — eher 

noch héhere — ergeben. 
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Fig. 11, 
messen (ausgezogen) und berechnet nach Gl. (17) (gestrichelt). 


400 600 &00 1000 7200 =61400 A 


Stromstarke [ 


Achsentemperatur als Funktion der Stromstarke, ge- 


3a 
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V. Isothermendiagramm. 

Nachdem nun die Temperatur im wasserstabilisierten Hochleistungs- 
bogen von 2,3 mm @ gemessen ist, mochte man gern noch einen Uber- 
blick iiber die Temperaturen in Bégen mit anderen Kanaldurchmessern 
gewinnen. Dazu stehen uns an experimentellem Material die Messungen 
von R. W. Larenz [3] am GERDIEN-Bogen mit 3,3 mm @ von 50 bis 
500 Amp und die sorgfaltigen Untersuchungen von G. JURGENs [8] am 
8mm @-Bogen von 50 Amp zur Verfiigung. Von seiten der Theorie 
bieten sich zunichst die Ahnlichkeitsgesetze nach der ELENBAAS-HELLER- 
schen Differentialgleichung [9] an, die solange Giiltigkeit haben, wie die 
Energieabfuhr nur radial erfolgt. Tritt jedoch bei héherer Temperatur 
eine axiale Strémung hinzu, die bekanntlich zur Ausbildung eines 
Plasmastrahls an den Kanalenden fiihrt, dann muB mit Abweichungen 
gerechnet werden. Die Ahnlichkeitsgesetze sagen aus, daB Bogen dann 
ahnlich sind, d.h. eine auf den Rohrradius bezogene gleiche radiale 
Temperaturverteilung haben, wenn die Leistung gleich ist. Im Charak- 
teristikendiagramm (Feldstarke E gegen Stromstarke J) miissen also die 
Hyperbeln gleicher Leistung auch Isothermen sein. Fiir intensivere 
Bogen mit axialer Stromung verhilft uns der gliickliche Umstand zur 
Auffindung der Isothermen, daB sich in der Stromtransportgleichung die 
Elektronendichte , naherungsweise herauskiirzt. Im einzelnen gilt, wie 
schon friiher kurz angedeutet wurde [J], unter Vernachlassigung des 
Tonenanteils am Stromtransport 

7=en,b,-E (11) 
mit der Beweglichkeit 


Nimmt man an, daB das Plasma nur aus neutralen und einfach 
ionisierten Teilchen und Elektronen besteht, dann ist die freie Weg- 
lange A, gegeben durch: 

1 
1 = 2+ m0, bo 
(x bzw. n; = Zahl der Atome bzw. Ionen je Volumeneinheit, @Q bzw. 
Q; = Wirkungsquerschnitt der Atome bzw. der Ionen gegen Elektronen- 
sto). Fiir Temperaturen iiber 15000° K wird der Gesamtquerschnitt 
der neutralen Teilchen ”Q so gering, daB man ihn vernachlassigen kann. 
Die freie Weglinge vereinfacht sich dann zu: 


1 
A. = n:Q. : (12a) 
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Nach der Theorie von GvospovER [10] ist bei elektrostatischer Ladungs- 
messung 


Fy a oy (Ra et 
Ci 2 LIE: e? $a (kT)? (13) 


AuBerdem ist wegen der Quasineutralitat des Plasmas n;=n,. Damit 
erhalt man fiir die Stromdichte: 


OS Sgr areas era eree (14) 


x e* | 3m In |{— ; 
2e2 nr 
\ é/ 


worin sich die Elektronendichte bis auf das praktisch konstante In-Glied 
bereits herausgekiirzt hat, und fiir den meBbaren Strom: 
4k} Ee 
fan [ 4a(r)7 dy = Wee -Ef T(r)i-r-dr. (45) 
0 e*|/3m In iA ‘| 0 


2e” ni 


Zur Auswertung des Integrals wird ein parabelférmiger Verlauf der 
Temperatur mit dem Bogenradius gewahlt: 


T = Tax *(1— (16) 


(R = Kanalradius). Die Integration von Gl. (15) mit Gl. (16) liefert dann 
fiir die Achsentemperatur: 


5e2 3m m In lca) 
ng 


3 ioe? nt 
So 7 4h Ct pRrR ye meee: 10% = (17) 
mit In oe e 4, wobei J in Amp, £— in V/cm und R in cm zu messen 
sind. oe 


Wahlt man nun einen Punkt im J—E-Diagramm mit dem Werte- 
paar J, E, dann ist durch die Charakteristikenmessungen auch Rk und 
mit Gl. (17) schlieBlich T festgelegt. Es ist also méglich mit der theo- 
retischen Beziehung (17) und den Charakteristikenmessungen nicht nur 
die Isothermen, die gleichzeitig Kurven gleicher spezifischer Leitfahig- 
keit sind, zu finden, sondern auch den Absolutwert der Temperatur 
anzugeben. Dabei kann man den zu einem Wertepaar gehdrenden 
R-Wert entweder den graphisch dargestellten Charakteristikenmessun- 
gen [2] entnehmen oder die entsprecltende Zahlenwertgleichung 


T+190 
pees 
i aR? = 0,00726- es 
verwenden: 

1—42/E 


T: = 1,45 3 10°: a 90/fT 
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Diese Temperaturformel gilt nach dem, obigen Ansatz nur fiir den 
Temperaturbereich, in dem im wesentlichen einfach ionisierte Teilchen 
vorhanden sind. Der Vergleich der mit dieser Gleichung fiir den 2,3 mm B- 
Bogen berechneten Temperaturen mit den gemessenen in Fig. 11 zeigt 
aber, daB sie auch noch den Temperaturbereich gut wiedergibt, in dem 
mehrfach ionisierte Teilchen vorkommen. Die maximale Abweichung 
der so berechneten von der gemessenen Temperatur betragt 10%. Flr 
sehr groBe Stromstiarken ergibt sich aus Gl. (18) unabhangig vom Bogen - 
radius eine maximal erreichbare Grenztemperatur von 60000° K. 
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Fig. 12. Das Isothermenfeld im Charakteristikendiagramm. 


Mit diesem theoretischen und experimentellem Material kann man 
nun. versuchen, ein ungefahres Isothermenfeld zu zeichnen. In der 
doppelt-logarithmischen Darstellung der Fig. 12 sind die Kurven gleicher 
Leistung Geraden, die unter 45° gegen die Abszisse abfallen. Bei relativ 
kleinen Stromstarken sind diese Geraden auch Isothermen, deren Tem- 
peraturwert aber nur fiir den von G. JURGENS gemessenen Fall zu 
12500° K angegeben werden kann. Bei hohen Temperaturen iiber 
30000° K mu8 Gl. (17) gut gelten; sie fiihrt zu den eingezeichneten 
Isothermen. Dazwischen liegt ein Ubergangsgebiet, in dem die Iso- 
thermenform von den Geraden bei niedrigen Temperaturen stetig zu 
den Kurven bei hohen Temperaturen iibergehen muB. So wurden die 
Kurven im Zwischengebiet durch graphische Interpolation gewonnen, 
wobei zur Festlegung der Temperaturwerte Gl. (17), angewandt auf den 
2,3 mm @-Bogen, herangezogen wurde. Die Berechtigung dieser Nor- 
mierung leiten wir aus der guten Ubereinstimmung mit den obigen Mes- 
sungen und denen von R. W.Larenz ab, die mit eingetragen sind. 
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Selbstverstandlich stellt dieses Isothermendiagramm nur einen rohen 
Versuch dar und soll lediglich als Arbeitsgrundlage fiir weitere Mes- 
sungen dienen. 


VI. Weitere Folgerungen aus den Temperaturmessungen. 

Die erfolgreiche Anwendung der Theorie von GvospovER iiber den 
Wirkungsquerschnitt der Ionen gegeniiber ElektronenstoB zur Berech- 
nung der Isothermen legt es nahe, diese Theorie durch genaue Integration 
mit der radialen Temperaturverteilung und unter Benutzung der Strom- 
transportgleichung auf ihre Richtigkeit zu priifen. Hieriiber wird gleich- 
zeitig in der Z. phys. Chem. berichtet. 

Ferner laBt sich aus der Temperaturverteilung die Stromdichte- 
verteilung und hieraus die magnetische Kontraktion bzw. der magne- 
tische Druck ermitteln. 

SchlieBlich kann man auch die radiale elektrische Feldstarke berech- 
nen, die davon herriihrt, daB die Elektronen am Rande des Bogens wegen 
des radialen Teilchengradienten schneller nach auBen diffundieren méch- 
ten als die Ionen (£, ist also radial nach auBen gerichtet!), wahrend die 
Elektronen in Achsennahe durch die magnetischen Krafte zur Mitte 
getrieben werden (E£, zeigt also auf die Achse!). Diese beiden Probleme 
werden in den Ergebnissen der exakten Naturwissenschaften, Bd. 25 
behandelt. 

Zusammenfassung. 

1. Es wird die Zusammensetzung der Ausgangssubstanz Wasser- 
dampf bis zu Temperaturen von 50000° K berechnet. 

2. Die radialen Temperaturverteilungen im _ wasserstabilisierten 
Hochleistungsbogen von 2,3mm @ werden nach einem spektroskopi- 
schen Verfahren von R. W. LARENz im Stromstarkebereich von 100 bis 
15cO Amp gemessen. Die héchste Temperatur liegt tiber 50000° K. 

3. Mit Hilfe der Ahnlichkeitsgesetze und der Stromtransportgleichung 
wird ein Isothermenfeld aufgestellt, aus dem fiir jeden Kanaldurchmesser 
und jede Stromstarke die Achsentemperatur des Hochleistungsbogens 
-naherungsweise abgelesen werden kann. 


Herrn Prof. Dr. W. LocHTE-HoLTGREVEN sind wir fiir die stete F6r- 
derung dieser Arbeit zu gr68tem Dank verpflichtet. 

Herrn Dipl.-Ing. H. U. ALERT und der Belegschaft der Entmagneti- 
sierungsstelle Kiel-Friedrichsort haben wir fiir die Bereitstellung der 
-Hochstromaggregate und fiir die uns erwiesene selbstlose Hilfsbereit- 
schaft sehr zu danker . 

Die Kohlen wurden wieder in dankenswerter Weise von den Rings- 

dorff-Werken in Bonn-Mehlem zur Verfigung gestellt. 


40 FE. Buruorn, H. MAECKER und T. PETERs: Temperaturmessungen. 


Literatur. 


[1] Marcker, H.: Z, Physik 129, 108 (1951). — [2] Buruorw, F., u. H. MAECKER: 
Z. Physik 129, 369 (1951). — [3] Larenz, R. W.: Z. Physik 129, 327 (1951). — 
[4] GeRDIEN, H., u. A. Lotz: Wiss. Ver6ff. Siemens-Werk 14,1.—[5] HO6RMANN, H.: 
Z. Physik 97, 539 (1935). — [6] Larenz, R. W., u. H. Barrets: Naturwiss. 37, { 
164 (1950). — [7] Larenz, R. W.: Z. Physik 129, 315 (1951). — [8] Unséxp, A.: 


164 (1937). i ae 
Kiel, Institut fiir Experimentalphysik der Universitat. e 
5 ° 2 3 ys iy q 
= ) Nae 
, race nyfy 
, a. { : the a“ i 5 ica Ais ale it ‘3 
i} eT | grad Lassie. sie sf Pai! sii nay 4 rs itu ts ary 
j 9 y oS = 4 
ry fi. “pele 4 { >44 it; 5 Payee (ee i bh i Pps ee $ ite 
[ f id 8 el ary Terr’ Werviiet i mar 7. V TOW. : 
ie . © isbegdeda 
Se eats aan S rei te 


s 1 , fine {itr a 
ween i SUE Uneuremash gels MisicctneuS gily huv 2d 16 eae 


Pan erg? AO UNNIE gov’ VO SRST uy aif 
“Ropisttidete Mi. wanwfisteery tera Te 
. ri 4 ry = I sy 


teen ale ey ‘ris veils BS ine 


= 


ey 
¥ 


ape on hh on 
tek : ¥ 


ey 


. Zeitschrift fiir Physik, Bd. 131, S. 41—47 (1951). 


Zur Theorie der dynamischen Verformung. 
Von 
F. Virovec und H. Noworny, Wien. 
Mit 4 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 10. August 1951.) 


Die nach der von R. BEcKER entwickelten dynamischen Plastizitatsgleichung er- 
mittelte Geschwindigkeitsabhangigkeit der kritischen Schubspannung widerspricht 
den meisten Versuchsergebnissen. Beriicksichtigt man bei der Berechnung der 
Schwellenergie nicht die Differenz von theoretischer Schubspannung und duBerer 
Schubspannung, sondern die Differenz von theoretischer Schwellenergie und Ener- 
gie der Vorbeanspruchung, so gelangt man zu einer Gleichung, die in befriedigender 
Ubereinstimmung mit einem groBen Versuchsmaterial steht. Auch die Temperatur- 
abhangigkeit der kritischen Schubspannung wird bei Beriicksichtigung der wirk- 
lichen Verformungsgeschwindigkeit durch die neuen Gleichungen sehr gut wieder- 
gegeben. 


Die Abhangigkeit der kritischen Schubspannungen von der Verfor- 
mungsgeschwindigkeit zahlt zu den wichtigsten Problemen der Tech- 
nologischen Mechanik. Naturgema48 wurde schon friihzeitig das Augen- 
merk der Fachwelt auf diese Frage gelenkt. Von den zahlreichen Hin- 
weisen in den alteren Handbiichern sei besonders die Arbeit von P. Lup- 
Wik! hervorgehoben. An Hand von Zugversuchen an diinnen (vermut- 
lich polykristallinen) Zinndrahten fand P. Lupwik eine logarithmische 
Abhangigkeit der Zugfestigkeit von der Verformungsgeschwindigkeit. 
In den spadteren Jahren wurden umfangreiche Versuche an Einkristallen 
durchgefiihrt, welche eine ahnliche Abhangigkeit ergaben. In Fig. 4 
sind derartige Ergebnisse von W. Boas und E.Scumip?, B. CHALMERS®, 
R. Roscor4, M. KorNFELD®, D. KUHLMANN und G. Masinc§® dargestellt. 
Mit Ausnahme der Versuche von D. KUHLMANN und G. MAsING, deren 
Messungen jedoch nur in einem sehr kleinen Spannungsbereich liegen, 
zeigen die Versuchsergebnisse einen in der allgemeinen Form iiberein- 
stimmenden Verlauf der Geschwindigkeitsabhangigkeit der kritischen 
Schubspannung. Ein vdllig gleiches Bild ergibt sich auch bei viel- 
kristallinem Kupfer, wie Versuche von E. SiepeL und A. Pomp’, 
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49 F. Virovec und H. Nowotny: 
H. BrinKMANN!, E. HonEGGER? sowie M. MANJOINE und A. Napar? 
zeigen. Die Versuche von D. KuHLMANN und G. MaAstnG beziehen 
sich auf einen Ubergangsbereich, der eine besondere Diskussion verlangt. 

Eine Theorie der dynamischen Verformung wurde erstmals von 
R. BECKER gegeben, der 1925 eine dynamische Plastizitatsgleichung 
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Fig. 14. Abhangigkeit der kritischen Schubspannung von der Verformungsgeschwindigkeit nach Messungen 
von CHALMERS, KORNFELD, Roscoe, Boas u. ScHmip und KuHLMANN u. MASING. 
(Die zweite Kurve von rechts nach Messungen von Boos und Scumip.) 


aufstellte +5. Er ging davon aus, daB die Warmebewegung im Gitter 
ortliche Spannungsschwankungen zur Folge hat, die sich den von der 


Fig. 2. Schematischer Verlauf der potentiellen Energie Q und der Schubspannung tr zwischen 
zwei Gitterpunkten. 


Belastung erzeugten Spannungen iiberlagern und sie allenfalls bis zum 
Wert der theoretischen Schubfestigkeit (maximale theoretische Schubspan- 
nung) ergdinzen kénnen. An jenen Stellen, wo diese theoretische Schub- 


1 BRINKMANN, H.: Diss. Hannover 1933. 

2 HoneacceErR, E.: Diskussionsbericht Nr. 95, EMPA Ziirich 1935. 
Manjorne, M., u. A. Napar: Proc. Amer. Soc. Test. Mater. 40 (1940). 
4 Becker, R.: Phys. Z. 26, 919 (1925). 

Becker, R.: Z. techn. Phys. 1926, 547. 
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spannung erreicht wird, besteht dann die Méglichkeit der Versetzungs- 
bildung!. R. BECKER setzt daher die Gleitgeschwindigkeit v proportional 
der sekundlichen Zahl derjenigen Schwankungen, welche die duBere 
‘Schubspannung tf, in einem hinreichend groBen Volumen V bis zum 
Wert der theoretischen Schubspannung heben. Ist Q die hierzu erforder- 
lliche Schwellenergie, so ist nach BOLTZMANN: 

mir? 
Be fas yee os (1) 
'wobei & die BoLTzMANN-Konstante, T die absolute Temperatur und C 
‘einen Proportionalitatsfaktor bedeuten. In erster Annaherung (vel. 


gm] | 
250 ee Lt &/- e)) 
Ss | Is Lae*! 
200} Oe tS SOs hats wet 
DS N i —, 
& S H | oan’ 
$ S 750} ae 3B | 
RS 
§ 8 100 a 
. Oe 
RS 50 % (Becker) 


0 1 ——————E EE eee 
a0 eA Te iN a7? 70” pee at es 
Verformungsgeschwindigkeit a 


Fig. 3. Abhangigkeit der kritischen Schubspannung tg von der Verformungsgeschwindigkeit v nach Gl. (5) 
und (8). (Q = 50000 cal/Mol, t, = 155 g/mm?, T = 291° K). 


Fig. 2) ermittelte R.BrcKER die Schwellenergie Q,) mit Hilfe der 
linearen Elastizitatstheorie zu 


T% 
O= > Gh: '# (2) 


worin G den Schubmodul bedeutet. Um die-durch Belastung erzeugte 
Schubspannung t, zu beriicksichtigen, ersetzte nun BECKER Tt, durch 
die Differenz t)—t,, so daB Gl. = lautet: 


Tq)” 
Damit wird die Gleitgeschwindigkeit nach Gl. (1) 


Vv 
v=C-e See (4) 

Durch Herausheben von 1, erhalt man dann: 
Ey 9 hares (5) 

bzw. ee 
t= Tl 1 =| in ©). (5a) 


‘Die Gl. (5) ist in Fig. 3 dargestellt. bie. 


1 Der heutige Begriff der Versetzung wurde allerdings erst 1934 von TAYLOR 
und Poranyi entwickelt. 3 
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Danach miiBte die kritische Schubspannung tT, bei einer bestimmten 
Verformungsgeschwindigkeit ein Maximum erreichen. Merkwiirdiger- 
weise kann iiber héherer Verformungsgeschwindigkeiten die BECKERsche 
Formel keine Auskunft geben. AuBerdem waren im Giiltigkeitsbereich 
zwei kritische Spannungen mdglich. Aus naheliegenden Griinden wird 
dem unteren Ast der Kurve der wahre Funktionsverlauf zugesprochen. 

Vergleicht man nun die MeBergebnisse: t —v (Fig. 1) mit dem theo- 
retischen Funktionsverlauf (Fig. 3), so ist es praktisch unméglich eine 
Angleichung herbeizufiihren. 

Der Widerspruch von Versuch und Gl. (5) lage nach A. KOCHEN- 
DORFER! ,,in den MeBergebnissen selbst und ware auch durch eine andere 
Funktion als Gl. (5) nicht zu beheben™. 

Dieser Autor begriindet vielmehr Gl. (5) in dem er das Modell der 
Versetzungsbildung mit heranzieht und wie folgt beschreibt: 

, Damit eine Versetzung gebildet wird, muB y, (Amplitude der thermi- 
schen Schwingungen) mindestens so groB sein, daB die in der Umgebung 
der Bildurgsstelle liegenden Atome um so viel iiber die ,steilste‘ Lage bei - 
y =y,/2 hinausschwingen, wie sie in ihrer Nullage davor liegen, denn dann 
gentigt wieder die durch die Kerbwirkung verstarkte 4uBere Schubspan- 
nung, um sie vollends bis zur labilen Lage bei y = y, weiter zu bewegen.“ 


Neuer Ansatz zur dynamischen V erformung. 

Man kann sich zunachst die Frage vorlegen, welche Gestalt eine 
Beziehung t—v haben miiBte, um den wahren Verhaltnissen Rechnung 
zu tragen. Eine solche Form laBt sich leicht finden und es zeigt sich, 
daB das von KocHENDORFER dargestellte Modell ziemlich zwanglos eine 
geschlossene Ableitung zulaBt. 

Das gegebene Bild der Versetzungsbildung kann nun so ausgelegt 
werden, da8 durch die aufgebrachte Schubspannung der Schwingungs- 
mittelpunkt verschoben wird. Die hierzu erforderliche Arbeit ist dann: 


go (6) 

Auf Grund von Fig. 2 geht der Zusammenhang zwischen Verschie- 
bung, Spannung und Energie hervor. Die Erfiillung der Spannungsglei- 
chung einerseits und der Energiegleichung andrerseits mu8 vom mecha- 
nischen Modell, d.h. vom Ansatz verlangt werden; dies trifft aber fiir 
die BEcKERsche Gleichung nicht zu. 

Setzt man sinngemaB, wie auch fiir Reaktionsvorgaingen im festen 
Zustand*, im Exponenten des Bottzmannschen Ansatzes die Differenz 

+ KocHENDORFER, A.: Plastische Eigenschaften von Kristallen und metalli- 
schen Werkstoffen, S. 80/81. Berlin: Springer 1941. 

2 Es sei an dieser Stelle bemerkt, daB bei der atomistischen Ableitung fiir die 


Verfestigung die Geschwindigkeit ebenfalls als Differenz von Hin- und Rick- 
reaktion ermittelt wird. 
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der Energien! so wird: 


t G ¢C kT (7) 
coder nach Einsetzen von (6) und Herausheben von 7, 
cf Qo Pay (dz: : 
pau pigurogr (unis (8) 
Ibzw. 
kT Cc 
tt: | i On -In = (8a) 


‘Gl. (8) ist in Fig. 3 mit dargestellt. Man ersieht daraus den grundsitz- 
lichen Unterschied beider Funktionen (BECKER und neue Gleichung). 
Nach Gl. (8) ergibt sich fiir die Abhangigkeit der kritischen Schubspan- 
nung t, von der Verformungsgeschwindigkeit v eine mit der Verfor- 
mungsgeschwindigkeit stetig ansteigende Linie, die in ihrer Form sehr 
gut den Versuchsergebnissen (Fig. 1) entspricht. 


Die Plastizitatsgleichungen erlauben ferner die Abhangigkeit der kri- 
tischen Schubspannung von der Temperatur zu ermitteln, wenn die 
Verformungsgeschwindigkeit der Einfachkeit halber konstant gesetzt 
wird. Dies ergibt fiir den BecKERschen Ansatz nach Gl. (5a) 


T= —BYT (9) 


bzw. fiir den neuen Ansatz nach Gl. (8a) 


T, =) fi — KT. (10) 


Die BEcKERsche Formel ist lange Zeit unbeachtet geblieben, da mit 
abnehmender Temperatur die e-Potenz sehr rasch gegen Null strebt. 
Man schlo8 daraus, daB nach dem Beckerschen Ansatz die ,,Plastizitat 
der Kristalle‘‘ mit sinkender Temperatur rasch abnehmen miiBte. Dies 
widerspricht aber den Versuchen von W. MEISSNER, M. POLANYI und 
E. Scumip? an Zn- und Cd-Kristallen, welche ergaben, daB die kritische 
Schubspannung bis in die unmittelbare Nahe des absoluten Nullpunktes 
nicht wesentlich ansteigt. Erst E. ORowAn® zeigte, daB die BECKERsche 
Formel nach Gl. (9) die Temperaturabhangigkeit offenbar recht gut 
wiederzugeben vermag. Dagegen ist jedoch einzuwenden, daB die Ver- 
suche mit konstanter Belastungsgeschwindigkeit und nicht mit konstanter 


1 Wie weit man berechtigt ist, die Energie aus einem gerichteten Spannungsfeld 
im thetmodynamischen Sinne der Warmeschwingung zu iiberlagern (BOLTZMANN- 
Ansatz) bleibt vorerst offen. 

2 MEISSNER, W., M.-Poranyi u. E. Scumrp: Z. Physik 66, 477 (1930). 

2. Orowan, E.: Z. Physik 89, 605 (1934). — Schweiz. Arch. angew. Wiss. Techn. 


1, 117 (1935). 
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Verformungsgeschwindigkeit durchgefithrt wurden, wie in Gl. (9) voraus- 
gesetzt wird. 

Die Temperaturabhangigkeit der kritischen Schubspannung fiir 
Zinkkristalle nach Versuchen von E.ScHM1D sowie nach Gl. (9) und (10) 
ist in Fig. 4 dargestellt. Wahrend nach Gl. (9) die kritische Schubspan- 
nung mit steigender Temperatur asymptotisch gegen einen Grenzwert 
abnimmt, fallt nach der neuen Gl. (10) die kritische Schubspannung 
zuniichst langsam, dann schnell und wird schlieBlich Null, welchen Punkt 
man mit der Temperatur starkerer Platzwechseltatigkeit identifizieren 
konnte (z.B. Schmelzpunkt, Rekristallisationstemperatur). Die Giiltig- 
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Fig. 4. Temperaturabhangigkeit der kritischen Schubspannung fir Einkristalle nach Versuchen von 
E, Scumip sowie nach Gl, (9), (10) und (13). 
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keit von Gl. (10) la4Bt sich nur auf Grund von Versuchen mit wirklich 
konstanter Verformungsgeschwindigkeit priifen. 
Ist die mittlere Flie8kurve der Zn-Einkristalle durch die Formel 


gegeben, worin a die Abgleitung und K, der Verfestigungsparameter 
sind, so folgt durch Differentation nach der Zeit die Belastungsgeschwin- 
digkeit v, als Funktion der Verformungsgeschwindigkeit v,, 


Vv, = Ky . Ugj- (12) 


Gl. (12) in Gl. (8a) eingesetzt, erméglicht die angenaherte Errechnung 
der kritischen Schubspannung unter Beriicksichtigung der Belastungs- 


geschwindigkeit. 
io pL et a ea 
Ta rol) 0, In ppt (13) - 
Bei Annahme einer Schwellenergie von 5000 cal/Mol werden nunmehr 
die Versuchswerte fiir Zn durch Gl. (13) sehr gut wiedergegeben (Fig. 4) 
und damit die Leistungsfahigkeit von Gl. (8 a) gezeigt. 
Der Verlauf der Temperaturabhangigkeit der kritischen Schubspan- 
nung nach Gl. (13) weist einen Wendepunkt auf, der auch experimentell 
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gelegentlich nachgewiesen werden konnte. AuBerdem folgt aus dem 
‘Verlauf der Kurve, da8 fiir den Abfall der kritischen Schubspannung 
nicht der Schmelzpunkt, sondern bereits die Rekristallisationstempera- 
tur maBgebend ist. DaB trotzdem bei Temperaturen oberhalb der Re- 
kristallisationstemperatur eine endliche kritische Schubspannung_§ be- 
steht, diirfte darauf zuriickzufiihren sein, daB sich Vorginge, wie etwa 
die amorphe Plastizitat iiberlagern, wodurch sich offensichtlich das Volu- 
men V und damit die kritische Verformungsgeschwindigkeit [Gl. (8a) | 
ndern. 

In diesem Zusammenhang sind die Versuchsergebnisse von M. MAn- 
OINE und A. Napat! an vielkristallinem Kupfer von Interesse, die einen 
Verlauf zeigen, wie er durch Gl. (10) dargestellt wird. 


Wien, Technische Hochschule und Universitat. 


1 ManjoineE, M., u. A. Navar: Proc. Amer. Soc. Test. Mater. 40 (1940). 


en a” a 


é 
’ ari? as tog 
Te ke ' = ] ; 


a i os 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 131, S. 45-50 (1951). 


Ein experimenteller Beitrag 
zur Minimumstrahlkennzeichnung. 


Von 
HerriBeRtT MOseR und JOSEF WITTMANN, Miinchen. 
Mit 5 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 27. August 1951.) 


WOLTER {/] beschreibt in mehreren Arbeiten Methoden, um eine 
optische Strahlrichtung durch sog. Minimumstrahlen zu kennzeichnen. 
Das Prinzip ist dabei, innerhalb eines Lichtbiindels eine Phasenverschie- 
bung von 180° so zu erzeugen, daB durch Interferenz der beiden Teil- 
biindel ein scharfes Minimum entsteht. Der groBe Vorteil dieser Mini- 
mumstrahlmethode liegt nun in der logarithmischen Charakteristik des 
Auges und der Photoplatte. Dadurch la8t sich durch Steigerung der 
Beleuchtungsintensitat bzw. Erhohung der Belichtungszeit eine theo- 
retisch beliebige Verscharfung (Flankensteilheit) des Minimums erzielen. 
(Eine praktische Grenze wird natiirlich z. B. durch Uberstrahlungseffekte 
gesetzt.) 

Die Erscheinung selbst ist bereits im Handbuch der Experimental- 
physik [2] registriert; die Phasenverschiebung wird durch einen schrag 
gestellten Doppelspalt erreicht. Allerdings ist diese Anordnung experi- 
mentell ungiinstig durchzuftihren, worauf WOLTER schon hinweist. 

WOLTER benutzt zum selben Zweck im wesentlichen drei Appara- 
turen : 

a) ein Phasenplattchen, das zur Halfte mit einer diinnen phasen- 
verschiebenden Folie bedeckt ist, 

b) zwei im Winkel zueinander stehende Glasplatten, so, daB der 
Lichtweg durch die eine langer ist als durch die zweite, 

c) einen Phasenspiegel, also eine Glasplatte, die reflektierend be- 
dampft ist und deren Schicht eine Stufe besitzt. 

Alle diese Anordnungen haben zwei Nachteile: einmal sind sie ledig- 
lich fiir einen begrenzten Spektralbereich brauchbar (die Phasenver- 
schiebung ist linear von der Wellenlange abhingig) und zweitens darf 
die Apertur des die Anordnung durchsetzenden Lichtstrahls nicht zu 
groB sein (wegen der starken Abhingigkeit der Phasenverschiebung vom 
Einfallswinkel). 

Zur Herstellung der gesuchten Phasenverschiebung laBt sich jedoch 
auch der Unterschied der Phaseninderung bei Metallreflexion und Total- 
reflexion benutzen. In Fig. 1a u. b ist die bekannte Abhangigkeit der 
Phasenanderung eines senkrecht und parallel polarisierten Lichtbiindels 
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vom Einfallswinkel fiir Totalreflektion an Glas (2 =1,538) und Metall- 
eflektion Glas-Silber (n =0,12, k= 20,3) bei Natriumlicht dargestellt. 


Bildet man die Differenz D 
ler Phasenanderungen, so er- 
alt man die in Fig. 2 dar- 
sestellte Abhangigkeit vom 
tinfallswinkel. Die fiir unsere 
Minimumstrahlerzeugung ge- 
suchte Differenz von 180° kann 
ulso in diesem Fall nur von 
parallelpolarisiertem Licht er- 
zeugt werden; fiir Natriumlicht 
petragt hierzu der Einfalls- 
winkel etwa 50°. 

Die Abhangigkeit von der 


Wellenlange wurde bei die-° 


sem Einfallswinkel berechnet 
(Fig. 3). Wir haben danach bei 
unserer Methode im sichtbaren 
Gebiet eine weit geringere 
Wellenlangenabhangigkeit zu 
erwarten als bei den WOLTER- 
schen Methoden. Aus Fig. 2 
ist auBerdem ersichtlich, daB 
wegen der geringen Abhangig- 
keit der Phasendifferenz D vom 
Einfallswinkel keine so groBen 
Anforderungen an die Apertur 
zu stellen sind, wie in den 
Worterschen Anordnungen. 

Trotz dieser Vorteile ist 
unsere Apparatur recht ein- 
fach. Die total reflektierende 
Seite eines Prismas wird zur 
Halfte mit einer undurchsich- 
tigen Silberschicht bedampft. 
Eine scharfe Kante der aufge- 
dampften. Schicht ist dabei 
wichtig, um scharfe Minima 
zu erhalten. 


Phasen anderung —= 
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Fig. 1. Phasenanderung als Funktion des Einfallswinkels 
bei Total- (1a) und Metallreflexion (1b) mit parallel und 
senkrecht polarisiertem Licht. 


LL 
yg? 45° 50° 55° 60° 65° 70° 75° 80° 85° 99° 


Einfallswinkel —~ 


Differenz der Phasenanderung der Fig.1 als 


Funktion des Einfallswinkels. 


Wir haben zunachst den fiir die Phasendifferenz von 180° notwendigen 
Einfallswinkel und dessen Abhangigkeit von der Wellenlinge experi- 
mentell bestimmt. Dazu wird in einer Interferenzanordnung (bei uns 
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im FRESNEL-Spiegel) die Phasenanderung der totalreflektierenden und der 
metallreflektierenden Seite des Prismas bei verschiedenen Wellenlangen 
gemessen. (Eine derartige Untersu- 
chung wurde bereits von QUINKE [3] 
am Jamininterferometer durchgefiihrt.) 

Das Ergebnis ist in Fig.4 einge- 


tragen. Wir finden innerhalb der 

200° 

180° 
| 160° 
Y 740° 

720° a 150 0 45? o 55° 60° 

4000 5000 6000 7000 8000A 40 50 ; 
Ae Ein fallswinkel — 
Fig.3. Differenz der Phasendnderung bei Einfallswinkel Fig. 4. Experimentelle Bestimmung des 
50° als Funktion der Wellenlange. Einfallswinkels, 


Fehlergrenzen gute Ubereinstimmung mit der Rechnung. Die geringen 
systematischen Abweichungen des Kurvenverlaufs kommen wohl daher, 
daB die optischen Konstanten des Silbers, die wir den Berechnungen 
zugrunde legten, nicht ganz mit denen 
| A unserer aufgedampften Schicht tiber- 

9 PK i l é 2instimmen. 
Mit der Kenntnis des so gefundenen 
Einfallswinkels fiir 180° Phasenver- 


schiebung 1aBt sich nun entweder in 


b FRESNELscher oder FRAUNHOFERscher 
[4 Anordnung der Minimumstrahl erzeugen 
UP aK sen pea te s  (Fig.5). Versuche zeigen, daB dabei 


Fig, 5. Erzeugung des Minimumstrahls in die Scharfe des Minimums ungedndert 
FREsNeELscher (5a)' und FRAUNHOFERSCher bleibt 2 
(5b) Anordnung. Q Lichtquelle; P Polari- e1pt, wenn wir anstatt monochro- 
sator; K Kondensator; Sp Spalt; L Linse; matischen Lichtes weiBes Gliihlicht 
Pr Prisma; S Bildebene. ‘ 
verwenden. 

Erst mit dieser annahernd wellenlangenunabhangigen Methode wird 
die von WOLTER vorgeschlagene Anwendung der Minimumstrahlmethode 
auf Lichtzeigergerate mit weiBer Beleuchtung und zur schairferen Kenn- 
zeichnung von Spektrallinien praktisch durchzufiihren sein. Wir hoffen 
dariiber noch spater berichten zu kénnen. 
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Statistische Theorie nichthomogener Turbulenz. 
2. Mitteilung. 
Von 
J. Rotra, Gottingen. 
Mit 7 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 27. August 1951.) 

Als Erganzung der Untersuchungen der 1. Mitteilung [7] kann man aus den NAVIER- 
Stoxkesschen Bewegungsgleichungen auch eine Differentialgleichung fiir die mitt- 
leren Abmessungen der Turbulenzelemente herleiten. Eine solche Beziehung ver- 
volistandigt die bisherigen Untersuchungen zu einem lésbaren Differentialgleichungs- 
system, mit dessen Hilfe die Berechnung turbulenter Strémungen grundsatzlich 
méglich ist. Die Anwendung auf das Beispiel der voll ausgebildeten Strémung 


zwischen parallelen Wanden und der Vergleich mit Versuchsergebnissen ]48t darauf 
schlieBen, daB der Mechanismus der Turbulenz qualitativ richtig erfaBt wird. 


1. Einleitung. 

In der ersten Mitteilung dieser Untersuchungen [/] wurde eine Theo- 

* rie nichthomogener Turbulenz entwickelt, bei der insbesondere auf das 
Gleichgewicht der in den Geschwindigkeitsschwankungen enthaltenen 
Energie und die Entstehung von Korrelationen zwischen den verschie- 
denen Komponenten def Geschwindigkeitsschwankungen eingegangen 
wurde. Die Eigenschaften der Turbulenz werden dariiber hinaus aber 
auch noch durch gewisse Lineardimensionen beschrieben, welche die 
Gr6Ben der einheitlich bewegten Fliissigkeitsgebilde kennzeichnen. In 
dieser zweiten Mitteilung sollen nun die Einfliisse untersucht werden, 
die die zeitliche und raumliche Anderung dieser Lineardimensionen be- 
wirken. Dieser Aufgabe kommt deshalb besondere Bedeutung zu, weil 
die Abmessungen auf die Vorgange in der Turbulenz unmittelbaren Ein- 
fluB haben: Ohne die Kenntnis dieser GréBen ist beispielsweise eine 


_ Abschatzung der Energiedissipation oder des Energieaustausches zwi- 


schen verschiedenen Geschwindigkeitskomponenten nicht méglich. Bei 
den in [/] angegebenen Gleichungen wurden verschiedene Vorgange 
durch halbempirische Ansatze erfaBt, in denen die die GroBe der Tur- 
bulenzelemente kennzeichnende Lange L als neue unbekannte Funktion 
des Ortes und der Zeit auftritt. Durch Aufstellung einer Differential- 
gleichung fiir diese Lange L werden die in [/] angegebenen Beziehungen 
nach Einfiihrung von Ansdtzen zur Erfassung der Diffusionsglieder zu 


einem vollstandigen, lésbaren Gleichungssystem ergaénzt, mit dessen 


—— 


_ Hilfe die Berechnung turbulenter Stromungen grundsatzlich méglich ist. 
Die Herleitung einer Differentialgleichung fiir die Lange L macht ein 
tieferes Eingehen auf das Wesen der Turbulenz notwendig. Der zeitlichen 
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-und 6rtlichen Variation der Lange L liegen folgende physikalische Tat- 
sachen zugrunde: Die Turbulenzbewegung setzt sich im allgemeinen aus 
den Beitragen einer sehr groBen Anzahl von Turbulenzelementen vieler 
verschiedener GréBenordnungen zusammen. Die Lange L ist als ein 
gemittelter ,, Durchmesser‘‘ der Turbulenzelemente aufzufassen. Da nun 
fiir die Turbulenzelemente verschiedener GrdSenklassen nach den 
NaviEr-SToKEsschen Bewegungsgleichungen unterschiedliche physika- 
lische Verhaltnisse vorliegen, so andern sie sich mit den Raum- und 
Zeitkoordinaten nach verschiedenen Gesetzen.. Somit ist dann auch die 
mittlere GrdBe der Turbulenzelemente veranderlich. Als typisches Bei- 
spiel hierfiir kann man die homogene, zeitliche abklingende Turbulenz 
anfiihren. Man weiB, daB hierbei die Energie der kleinen Turbulenz- 
elemente schneller abklingt als die der groBen (vgl. hierzu [2]). Die 
groBben Turbulenzelemente leben also linger als die kleinen. Die Folge 
ist ein zeitliches Anwachsen der Lange L, was sowohl theoretisch als auch 
experimentell im Windkanal nachgewiesen wurde. 

Um nun fiir den allgemeinen Fall nichthomogener Turbulenz eine 
Beziehung fiir die Anderung von L zu bekommen, muB die raumliche - 
Struktur der Turbulenz, die im wesentlichen durch das Energiespektrum > 
beschrieben wird, untersucht werden. 

Es sei noch bemerkt, da8 der gemittelte Durchmesser in unserem 
Gleichungssystem eine ahnliche Rolle spielt, wie sie dem von L. PRANDTL 
seinerzeit eingefiihrten Mischungsweg in dem wohlbekannten Austausch- 
ansatz zukommt. Insofern sind die vorliegenden Ausfiihrungen auch fiir 
die mit der Konzeption des Austauschansatzes zu behandelnden Durch- 
mischungsprobleme (Warmeleitung, Massenaustausch usw. in turbu- 
lenten Str6mungen) von Bedeutung. 


2. Beschreibung der raumlichen Struktur der Turbulenz 
und Definition der Lange L. 


Geht man von experimentellen Beobachtungen aus, so gelangt man 
am einfachsten und anschaulichsten zu einer Beschreibung der raum- 
lichen Struktur der Turbulenz, wenn man die gleichzeitigen Beobachtun- 
gen von schwankenden Strémungsgr6éBen an zwei verschiedenen Punk- 
ten 0 und 0’ des Raumes miteinander in Beziehung setzt und die sta- 
tistische Korrelation zwischen diesen GréBen feststellt. Diese Art der 
Beschreibung ist fiir homogene und isotrope Turbulenz seit ihrer Ein- 
fihrung durch G.I. Taytor allgemein gebrauchlich. Fiir theoretische 
Zwecke bietet die Beschreibung durch Spektralfunktionen, die FourIER- 
Transformierte der Korrelationsfunktionen sind, einige Vorteile. Im fol- 
genden sollen die bekannten Beziehungen auf den Fall nichthomogener 
Turbulenz erweitert werden. 
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und am Punkt 0’ mit dem Ortsvektor y+ 1/2 die GréBe y = y’, so werde 
‘die Korrelationsfunktion durch 


Beobachtet man am Punkt 0 mit dem Ortsvektor r—1/2 die GréBe Pp 


Ro(t, x,t) = p(t —1/2, 2) p(t + 1/2, 2) = py’ t (2.1) 


definiert ; sie ist eine Funktion des vektoriellen Abstandes r der betreffen- 

den Punkte {|r ?=7?= ’ &’], des Ortsvektors x des Mittclpunktes der 
—1 

Verbindungslinie 00’, und der Zeit ¢. Dabei kénnen @ und w im allgemcei- 

nen verschiedene Geschwindigkeitskomponenten oder Produkte davon, 

Driicke, Temperaturen oder dergleichen sein. Wie bei homogener Tur- 


bulenz (vgl. z.B. G. K. BATCHELOR [3]) gilt 
R¥ (t, x,t) =RF(—1v,7, 0). (2.2) 


Insbesondere folgt hieraus, daB R(x, x, ¢) eine in r symmetrische Funk- 
tion ist. Tir r—0 geht (2.1) in He Korrelation zwischen den GréBen p 
und yw am gleichen Ort iiber: 


Re (0, t,t) = 9(t, t) p(t. t) = ey. (2.3) 
Sind m und wy SchwankungsgroBen, fiir die die einfachen Mittelwerte 


iiberall verschwinden, ¢ (r, t) =0, p(x, t) =0, so besteht fiir groBe Distan- 
zen vr in der Regel keine Korrelation: 


Rg (00,2, 1) =0. (2.4) 


Man kann nun eine Spektrumsfunktion J’ (f, x, ¢) einfiithren, die ebenso 
wie R¥ die Eigenschaften einer Tensorfunktion hat und durch 


FS (es 050) ass T(E, x, 0 e~ V1 dk, dh, dh, (2.5) 


definiert ist. Hierbei ist £ der Vektor der Wellenzahl (|£|?=#?=k} + 
k2+-k2). Die Fourter-Transformierte von (2.5) ist 
tt) =s5 f RY (x, x,t) el-2'd Vol (2.6) 
(Vol) ; 
mit dVol=d§&, d&,d&,. Die Existenz dieser Spektrumsfunktion wollen 
wir stillschweigend als gesichert voraussetzen. Wegen (2.2) gilt, da Ri 
reell ist, 


Ie (b icles rma Ss (2.7) 


-wobei J;’* die konjugiert komplexe GréfLe zu Ty is 
In Sten Fallen interessiert man sich fiir eine Es ed die 
nur von dem Betrag der Wellenzahl k abhangt, die also die Summe von 


' + Uberstreichungen bedeuten Mittelwerte. Vegl. hierzu FuBnote 1 von [J]. 
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I’ (f, x, 2) tiber alle Richtungen von f darstellt: 
Fy (hue =SfT(byddsk) =ffly(bedads(k). (2.8) 


Hierin ist ds(k) ein Oberflachenelement der Kugel vom Radius & im 
Wellenzahlenraum. Die Zeigerg und y sind in dieser Beziehung ver- 
tauschbar. Durch Einsetzen von J}? (f, x, ¢) nach (2.6) in (2.8) ergibt sich 
sin ky 


Fy (ki tf) =a [Ry (v, x, 2) d Vol. (2.9) 


20 
(Vol) 


Mit (2.5) folgt weiter fiir r=0: 


a 


fos) +oo . be ae 
SE, wd dk= fff le (bz.t)dkdk,dk, = RE(0,t,) =py. (2.10) 
0 —oo 

Mithin bedeutet F,,dk den Beitrag zu py, den die zwischen & und 
k + dk liegenden Wellenzahlen liefern. Im Vorliegenden interessiert uns 
besonders das Energiespektrum, welches mit Ri(t, r,)=u;u; und 
(2.9) zu 


3 
>» Ri(e,x,2) —— d Vol (2.11) 


a k2 
Fh, )j— 
( i=1 


ed 

- 3 
Vol) 

gegeben sei, so daB die Gesamtenergie der Geschwindigkeitsschwankun- 


gen, bezogen auf die Masseneinheit der Fliissigkeit, 


ist. 
Die charakteristische Lange L der Turbulenz, fiir die wir eine Be- 
ziehung herleiten wollen, sei nun durch 


3 p dk 
L(t) =spey [Fed 4 (2.13) 
0 . 


definiert. Der Faktor 32/8 vor dem Integralzeichen ist dabei so fest- 
gesetzt, da diese Lange im Falle isotroper Turbulenz mit der durch 
Gl. (3.15) von [/] als Integral itiber den Querkorrelationskoeffizienten 
gegebenen Gré8e iibereinstimmt (vgl. hierzu auch [2)). 


3: Bewegungsgleichung fiir das Energiespektrum. 


Die Bewegungsgleichungen fiir die Korrelationsfunktionen von an 
zwei Punkten gleichzeitig wirkenden Geschwindigkeitsschwankungen 
wurden von Tu. v. KARMAN und L. Howartu [4] fiir isotrope Turbulenz 
und von G. K. BATcHELor [3] fiir nichtisotrope, homogene Turbulenz 
hergeleitet. Bei nichthomogener Turbulenz kommen etliche Glieder hin- 
zu. Die Herleitung geschieht sinngemaB wie bei der Energiegleichung 
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rn [1]. Dabei wird die NAvier-SToKEssche Differentialgleichung der 
weschwindigkeitskomponente in x,-Richtung am Punkt0 mit der 
Schwankungskomponente wv; am Punkt 0’ multipliziert, ebenso wird die 
NAVIER-STOKEssche Differentialgleichung fiir die «,-Geschwindigkeit bei 
)’ mit «; bei 0 multipliziert. Durch Addition dieser Gleichungen und 
‘Summation tiber alle 7 entsteht nach Mittelung die gesuchte Bewegungs- 


leichung: 
3 3 ; 
a Sa O- o , Us Un ¢ )Ri—(U Jape | ot LG 
#22 \\ ™ at 2 ax,) * oe * Bes "Ox, 
t=1n=1 
6U é see [a pu, + pu eoyly 
ape f a om eae 2 Unt PU )— Ri oe, 2 
| Ox, 23 %, \ 2 0 En ( in Ry ) | 
y CR A eR) 
a — -¢ —— 0 
2 CX, og, J 


\Hierbei bedeuten R},,=w,;u,,u; und Ri" = u;u,, u; und 6;,, das KRron- 
‘ECKERSche Symbol (6,;,,=14 fiir t="; et, fur a=+-n), &, sind die 
iKomponenten des Abstandes r der Punkte 0 und’‘0’ voneinander. 

ee und integriert tiber den ganzen 
‘t-Raum, so gelangt man zu der sa acti otal fiir die Spektral- 
funktion (2.11). Diese Beziehung wollen wir zunachst in folgender Form 


schreiben: 


3 3 
-. r, t) (R, x, ¢) 0 U; (t,t) 
14S uy r,t) See SA aay ae ess 
n=1 i 


Multipliziert man (3.1) 


OFS (k, x, 2) ; 
Sy + W (k, t,t)—2 AF (b, 2,1) +20 RF (k, 2,2) =0 


AuBer den bereits erklarten GréBen sind hier noch der einfacheren Schreib- 
weise wegen die Ausdriicke W (k, r,t) und FQ (R, r, ¢) neu eingefthrt. 
Das Glied 


3 3 ; 3 
Re OR;, OR"! sinkr 
Br a ax. >> — aye 
1 


te [eet alt 
(ol) t=1 w=1 (3.3) 


eRt 
+ [U,(¢ + 1/2,t)— U,(e—1/2,#)] ge* + 


aU; (r+ 1/2, 4) BU; (r,t bait 3 
+| Oxy O%X4 Ry a 

0U; (x — 1/2, 2) oU;,(r, t) 3} sin ky 
+| te) _ [Rs 7 dVol 


—<—< ee ee 
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reprisentiert einen Energieaustausch zwischen verschiedenen Bereichen 
des Wellenzahlenraumes. Die Differentiation der im ersten Glied auf 
der rechten Seite von (3.3) auftretenden Funktion ergibt namlich 


3 

Nol eR; n aS: 1 (u; Ou; Zi CUj Uy | 

/ AE a a ay eae 

Lae Oey, me — 2 \ Mn OXy OXy 

n=1 n= ) 

64) 
o - a 
Nee Ou; ; OUy, } Ou; \., | 
== ey (w; Uy a U; U; a ca U; Uy, ee F 

ji 7) Oxy Oxy OXy | 
n=1 


fiir r=0 folgt unter Beachtung der Kontinuitatsgleichung hieraus 


oR; (0, i, t) oR*t” (0, r, 2) % 
ys See (3.5) 
(| 0&, Con 
n= n=1 


Ferner verschwinden die tibrigen, in eckigen Klammern eingeschlossenen 
Ausdriicke auf der rechten Seite von (3.3) fiir r=0, so daB sich wegen 
(2.10) 2 
[We 4, ak=0 (3.6) 
0 


ergibt. Mithin greift W(k,x,¢) nur in die spektrale Verteilung der 
Schwankungsenergie ein, nicht aber in den Gesamthaushalt der kine- 
tischen Energie. 

Ferner ist FQ (, x, t) in (3.2) die spektrale Verteilung der turbulenten 


Energiediffusion : 
3 


£9 (k, t,t) = a; di ae Ri. + 


(Vol) i=1 


| ee le Ne 


7 p’ Uy 
3 

Fiir den Energiediffusionsstrom Q”(r, t) = 4») Q7; (x, t) ergibt sich unter 

Beachtung von (2.10) hieraus i 


n 6) 
Q (x, t) = fr (k, 1,1) dk—v 2 [Ft r,t) dk 


n 


3 
1 


Pilg’ 2 OB 
op GORA E Ss - (3.8) 


etl 


3 

2 

; OE 
t= 


in Ubereinstimmung mit den in [1] angegebenen Ausdriicken. Die 
GréBe FG (k, x, t) dk gibt also den von den Wellenzahlen zwischen k und 


k-+-dk bewirkten Beitrag der Energiediffusion (ohne Zahigkeitsanteil) 
in x,-Richtung an. 
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Die Integration von (3.2) iiber k von 0 bis co ergibt die bekannte 
Energiegleichung fiir die Geschwindigkeitsschw. vankungen 
2 it Bee NN ee SUS eo JOC 2 LE 4 
=F . ATS I me Oe = 


Xn ant OX, 2 


| 

n=1 t=1 n=1 n oe - (3.9) 
). | 
| 


2v[ F(k, x,t) Rdk 
0 
Unter Anwendung der fiir (2.1) geltenden Differentiationsregel 


Repiag (ts t,t) = (5 ae = oar) BSc, r, t) (3.40) 
und (2.10) ist naémlich | | 
TY (aL yy BRO _ yp 3 Axon 
a CX, | 4 4 4 OXy tell yal 0&8 
(=) Et ft nat Se ee (3:44) 
=1AE (r,t) +2fF(k, pi) Rak. | 
0 


Setzt man dies sowie (3.8) in (3.9) ein und multipliziert mit @, so ergibt 
sich genau (2.13) von [1]. 

Fiir die weiteren Uberlegungen erweist es sich als zweckmaBig, eine 
Spektralfunktion fiir die Energiedissipation einzufiihren, 


F;(k, t,t) =W(k,t,t) + AF (kz, +20F (kt) R, (3.12 


aus der gicy 
Seva aenst a Fe fm (k, x,t) d (3.13) 
4=1 n=1 


folgt. Der Wert f5(k, x,t) dk gibt dann denjenigen Energieanteil der 
Wellenzahlen zwischen k und k+dk an, der je Zeiteinheit am Ort rx 
durch Dissipation in Warme umgesetzt wird, wobei es dahingestellt 
bleibt, ob diese Umsetzung unmittelbar in dem Bereich zwischen & und 
k+dk geschieht, oder ob zundchst eine Umwandlung der kinetischen 
Energie der Wellenzahl& in solche anderer Wellenzahlen stattfindet. 
Mit Hilfe der Funktion F(R, x, t) kann man die Gl. (3.2) fiir das Energie- 
spektrum auf die anschauliche Form 


3 Soe ce 
CF (h, t,t) | ey OF (h, t,t) amit k OU; 
Sata are U,, Ox, “ie eal ,t,t) Oty 
: n=1 4=1 n=1 
Totale Anderung _ Arbeit der 
der kinetischen Energie REYNOLDS-Spannungen (3.14) 


3 
6 Fo (k, x, 2) = 
+> = —vAF (k, t,t) + F(R, x,t) =0 


Se ee inet 
bringen Ener: giediffusion Dissipation 
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4. Differentialgleichung fiir die Lange L. 

Die Gl. (3.14) stellt eine Beziehung dar, die die zeitliche und raum- 
liche Anderung des Energiespektrums beschreibt, und die mit (3.3), 
(3.7) und (3.12) im Sinne der NAVIER-STOKEsschen Differentialgleichun- 
gen vollkommen exakt ist. Fiir den Fall homogener Turbulenz, bei dem 
sich (3.14) erheblich vereinfacht, konnte hiernach die zeitliche Ent- 
wicklung des Energiespektrums untersucht werden (z.B. [2], [3]). Hier 
soll sie nun dazu benutzt werden, eine Beziehung fiir L gemaB der Defi- 
nition (2.13) herzuleiten. Zu diesem Zweck wird (3.14) mit 32/8 mul- 
tipliziert und iiber k von 0 bis oo integriert. Man erhalt dann 


3 3 3 foe) 
C(EL) 7 Oe) 7 3m : dk dU, iy 
ot Un ee He), ince a 
n=1 t=1 n=1 0 U (4.1) 
: C 37 - xi, dk ° tk | 
ds Je [78 \—rA EL) + 7 {Be F=0- 
n=1 0 0 


Subtrahiert man hiervon die mit ZL multiplizierte und tiber k integrierte 
Gl. (3.14), so erhalt man 


a(S +yud ot) 4 YY frat pana awe 


ete) 0 


Totale An Anderung von L Wit irkung der REX der REYNOLDS- Saas 


abe cE OL 
art [re ‘)- Ly at ) dk —v(2 13s, ‘set eal) + 
Wirkung ree Energiediffusion 


+ ft ) (4-1) ak = 0. 


ee irkung der Dissipation 


Dieses ist die gesuchte Beziehung fiir die mittleren Abmessungen L der 
Turbulenzelemente. Die Ahnlichkeit mit den in [7] angegebenen Bewe- 
gungsgleichungen fiir die Energie und die Komponenten des Korrela- 
tionstensors ist unverkennbar. An erster Stelle steht die totale, zeit- 
liche Anderung von L. Dann folgen die durch die Arbeit der REYNOLDS- 
Spannungen verursachten Wirkungen, der EinfluB der Energiediffusion 
und zum Schlu8 kommt ein Dissipationsglied. Auch diese Gleichung 
ist noch ganz exakt. Damit man (4.1) bzw. (4.2) nutzbringend anwenden 
kann, sind Angaben iiber die verschiedenen Spektren erforderlich. Um 


hier etwas weiter zu kommen, wollen wir versuchsweise ein Postulat - 
einfiihren. 
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Wir gehen davon aus, daB das durch (2.8) und (2.9) definierte Spek- 
trum durch eine dimensionslose Funktion foy(%%)t) dargestellt werden 
kann: 


Fo (h.t, t) == w (z, t) L(x, 2) boven (4.3) 
wwobei y=L (r,t) und L(r,¢) die durch (2.13) festgelegte Lange ist. 
‘Nach (2.10) ist dann 


PicAy.t.8) ay 1. (4.4) 
0 


‘Wir machen nun die Annahme, da8 der Integralausdruck | toy) ax 


als eine von Ort und Zeit und den sonstigen Merkmalen der Pushers 
‘unabhangige Konstante angesehen werden kann; wir setzen also: 
= | AG Est) 2 =C,, = const. (4.5) 
0 
Insbesondere gilt fiir das Energiespektrum nach (2.13) definitionsgemaB 


co 
3% 


Pap beret al. (4.6) 
0 

Grundsatzlich liegt dieser Annahme die Absicht zugrunde, den GroBen ¢,,,, 
universellen Charakter beizulegen. Dies entspricht im groBen und ganzen 
der gleichen Vereinfachung, die auch den in [/] angegebenen Abschat- 
zungsformeln fiir den Energieaustausch zwischen verschiedenen Kompo- 
nenten der Geschwindigkeitsschwankungen und fiir die Dissipation zu- 
grunde liegt, wenn man die darin auftretenden Koeffizienten c und k, 
als universelle GrdéBen betrachtet. Ob es méglich sein wird, mit univer- 
sell giiltigen Werten alle turbulenten Strémungen widerspruchsfrei zu 
beschreiben, mag im Augenblick dahingestellt bleiben. Gegebenenfalls 
wird es notwendig sein, fiir die Festsetzungen der ¢,,, von Fall zu Fall 
zasatzliche Uberlegungen zu Hilfe zu nehmen, die der jeweilig zu lésenden 
Strémungsaufgabe gerecht werden. 

Stellt man weiter die Forderung, daB der so entstehende Formalismus 
AnschluB an einige, spezielle turbulente Strémungstypen (z. B. isotrope 
Turbulenz, Rohr- und Kanalstrémung usw.) finden soll, so konnen die 
in (4.1) auftretenden Integralausdriicke abgeschatzt werden. Das Glied 
der Energiediffusion bedarf zweckmaBigerweise noch weiterer Uber- 
legungen. 

5. Das Dissipationsglied in (4.1). 

Wir wollen uns jetzt der Abschaétzung der verschiedenen GréBen C 
zuwenden, die nach Einfiihrung von (4.5) in (4.1) auftreten. Zunachst 
soll versucht werden, das’ Dissipationsglied in (4.1) zu erfassen. Fiir den 


i. 


ees 
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Energieaustausch W (k) nach (3.3) zwischen den verschiedenen Wellen- 
zahlen haben mehrere Autoren Ansatze vorgeschlagen, wobei sie beson- 
ders die Anwendung auf isotrope Turbulenz im Auge hatten. Der Ansatz 
von W. HEISENBERG [9] 

f aaa 

[ wie) aR = | | ak” | 2F (k') dk, (5.1) 


0 k 0 


in dem x eine universelle Konstante sein soll, hat sich als brauchbar 
erwiesen. Mit einem solchen Ansatz kann bei bekanntem Energiespek- 
trum F (k) das erste Glied von W (k) in (3.3) bestimmt werden. Um aber 
die Funktion F,(k) nach (3.12) und damit den gesuchten Integralaus- 
druck berechnen zu k6nnen, sind noch weitere Angaben tiber die Struk- 
tur der Turbulenz notwendig. Wir wollen die Voraussetzungen jedoch 
méglichst allgemein halten und schlagen deshalb einen anderen Weg ein, 
der von dem Abklinggesetz der isotropen Turbulenz ausgeht. 
In dem Dissipationsglied 
Ff OS = Sy to SE test (5.2) 
Sui k 8 ay =e 
0 0 

soll ¢; verabredungsgemaB als konstant angesehen werden. Es wird 
weiter gefordert, daB das Gleichungssystem auch fiir homogene und 
insbesondere fiir isotrope Turbulenz gelten soll. Im letzteren Fall ver- 
einfacht sich die Energiegleichung zu 


+S =0, (5.3) 


und (4.2) fiir die Lange L nimmt mit (5.2) die Form 


OL 


dav 
ot 


+ (Cs—1) SL=0 (5.4) 


an. Eliminiert man S in (5.4) mit Hilfe von (5.3), so folgt 


dlog L = 5 
Flees tal agit is (5.5) 


Die GréBe ¢, bestimmt sich also einfach aus dem Zusammenhang zwi- 
schen den zeitlichen Anderungen von E und L. 

Auf Grund experimenteller Beobachtungen im Windkanal hat sich 
allgemein die Uberzeugung durchgesetzt, da® das Spektrum der iso- 
tropen Turbulenz mit der Zeit einer Form zustrebt, die von den Anfangs- 
bedingungen, unter denen die Turbulenz erzeugt wird, unabhangig ist. 
In diesem quasistationaren Zustand, den man als , statistisches Gleich- 
gewicht** bezeichnen kann (vgl. hierzu J. RoTTA [2]), ist d log L/dlog E 
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fiast nur durch den Verlauf des Energiespektrums im Gebiet allerkleinster 
Wellenzahlen gegeben. Hat dieser die Form 


lim « F(R) R5-!, (5.6) 


k+0 


so ist sowohl fiir sehr groBe als auch fiir extrem kleine REYNOLDs-Zahlen 
d log L/d log E = —1/é; (5.7) 


tbei mittleren REyNotps-Zahlen ergeben sich geringfiigige Abweichungen 
thiervon. Aus einer auf LorrsiANsky zuriickgehenden Betrachtung, die 


ae 
= ses, Gar GEE 
SL Teall A 

S Of 4 320 ° 650 | 
2 | Pas x 2810 
S| | | | by | 2 5010 
Sle 5 | He = + 11250 
<3 | 

e ee pee 
so} — a 
—- | | | ee 100 
= 720 700~ 
i=] 


-~02 | hes | praia 
$6 —54 -52 -50 -4¥8 -46 -44 ~42 —40 —38 
log (u/u) — 


Fig. 1. Gegenseitige Anderungen der Lange L und des quadratischen Mittelwertes der Geschwindigkeits- 
schwankungen wu? bei Windkanalturbulenz. 


nach G. K. BATCHELOR [3] die Erfiillung der Kontinuitaétsbedingung im 
Gebiet kleinster k-Werte ausdriickt, folgt, daB F=5 ist. 

Nach Messungen von G. K. BATCHELOR und A. A. TOWNSEND [6] 
zeigt nun zwar die Turbulenz einer Luftstro6mung hinter einem Maschen- 
gitter, obgleich sie naherungsweise isotrop und homogen ist, im Anfangs- 
stadium ein Abklinggesetz, das eher auf =2 schlieBen lieBe. Es ist 
aber méglich, daB dieser Befund irgendwie mit der Entstehungsgeschichte 
der Turbulenz in Zusammenhang zu bringen ist. Aus der Konzeption 
der isotropen Turbulenz im statistischen Gleichgewicht 1aBt sich jeden- 
falls kein plausibler Grund finden, der fiir § = 2 spricht. Die in gréBeren 
Abstinden vom Gitter ausgefiihrten Messungen von G. K. BATCHELOR 
und A. A. TOWNSEND [6], [7] zeigen nach Fig. 1 dagegen ein Verhalten, 
das in Ubereinstimmung mit der Theorie dem Fall =5 entspricht. In 
Fig. 1 ist die durch die Maschenweite M des Gitters dividierte Lange 


1) dr=2ZE (5.8) 

0 
tiber dem Quotienten u?/U? im logarithmischen MaBstab nach den ge- 
nannten Messungen aufgetragen, wobei nur die Ergebnisse der Abstande 
vom Gitter x= 100 M verwandt wurden. Dabei sind U die gleichformige 
Strémungsgeschwindigkeit durch das Gitter, u?(= 3) das mittlere 
Quadrat der Geschwindigkeitsschwankungen parallel zu U und /(7) die 
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Langskorrelationsfunktion (vgl. [1], Fig. 4). Die eingezeichneten Ge- 
raden haben die Neigung d log L/d log u#= — 4. Es scheint danach ver- 
niinftig zu sein, allgemein in (5.2) 

anzunehmen. 


6. Die Glieder der REYNOLDS-Spannungen in (4.1). 


Die Beitrage der REyNoLDs-Spannungen werden in (4.1) durch die 
mit @U,/dx,, multiplizierten Ausdriicke 


P é Ive (R) hg Un Loin (6.1) 


beriicksichtigt. Fiir gleiche Zeiger, 1m gilt zunachst die durch die 
Definition von L nach (2.13) gegebene Beziehung 


3 
4 WS Bary 
oF » C,,u2 == i (6.2) 
t=1 


Fir eine erste Abschatzung scheint es einfach und naheliegend zu sein, 
¢;,; von der Wahl von 7 unabhangig anzunehmen. Dies fiihrt auf 


S 


Gig = 1. (6.3) 
Bei der Abschatzung von ¢,,, bei ungleichen Zeigern 7 = 2 kommt 
man durch die Betrachtung der ausgebildeten turbulenten Strémung 
im unendlich breiten Kanal mit der Héhe 2H (Strémung zwischen par- 
allelen"Wanden) weiter. Legen wir hierbei die Achse x, in Strémungsrich- 
tung und bezeichnen den Abstand senkrecht von einer der Wande mit 
%y, So ergibt sich die Gleichung fiir die Schwankungsenergie, wenn alle 
StrémungsgréBen als von x, unabhaingig angesehen werden, zu 


dU, dQ 
Uy Us hee + “dX_ ot S — @) ) (6.4) 


und (4.1) vereinfacht sich auf 


Cie hy Ug L 1 re re a [FB fy 5 ae By Bey § (6.5) 


Die Integration von (6.5) iiber die halbe Kanalbreite liefert, da * a FS = 


und 4{22) sowohl an der Wandung als aus Sy mcaateieeaiedan auch 


in der Kaviabmitte verschwinden: 


H H 
‘ BP igh et ET: 
he f mImBL - diy +ts [LS dx =0. (6.6) 
0 0 
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Eliminiert man hierbei die Dissipation S mit Hilfe von (6.4), so folgt 
H H 


= <i ae ee dU. : : dQ? 
Gie—Ss) | UL 1 dx%,—Co | L— — 7 
(Cie | ge ee d X5 cs | I aot as = 0, (0.7) 
0 0 x 
und nach partieller Integration des zweiten Ausdruckes auf der linken 
Seite von (6.7): 
co lo, 3) 


$0 “ ped mone d U, ; ee as 5 
(Cig —s) | Uy Uy L me dx,+C¢ | ie O2dx,=0. (6.8) 
0) 0 


H 
N * pee > UL. ‘ 3 
un ist aber | %, ty L 7 dx, negativ; Q? mu8 man zwischen 
. Xo 


eax, = A ona aerentiichen als positiv annehmen, da durch den tur- 
bulenten Austausch kinetische Energie von den auBeren Gebieten nach 
der Kanalmitte transportiert wird, und dL/dx, ist fiir 0 < x, < H eben- 
falls positiv, da L etwa in Kanalmitte seinen Gr6éBtwert erreicht und 
nach der Wand hin auf Null abfallt. Hieraus folgt 


= Fe 
S12 > Ss: 


Dieser SchluB gilt allgemein fiir ausgebildete turbulente Str6mung durch 
Rohre beliebigen, aber. gleichbleibenden Querschnitts, wenn man alle 
¢;,, fiir 7+ » gleichsetzt. Der Unterschied zwischen ¢,, und €, 1aBt sich 
an Hand der Messungen von J. LAUFER [8] fiir Kanalstromung, bei 
denen auch die GrdéBe der Dissipation experimentell bestimmt wurde, 
abschatzen und ist nicht sehr groB. Es ergibt sich etwa 


Ge—ls © 0,105. 


Mit £;=0,8 kame man hiermit etwa auf (4. ~ 0,88. 


7. Die Diffustonsglieder. 


Obgleich man heute wei8, daB die GréBe des auf Durchmischungs- 
vorgange zurtickzufiihrenden Energietransportes, den man an einem be- 
stimmten Raumpunkt beobachtet, von den Strémungsverhaltnissen des 
ganzen Raumes beeinfluBt wird, wollen wir, um den erforderlichen Auf- 
wand an mathematischer Arbeit bei der Durchrechnung eines Beispieles 
zu begrenzen, die Energiediffusion ausschlieBlich durch Strémungs- 
gréBen des betreffenden Ortes zu erfassen versuchen. Angesichts dieser 
Vereinfachung ist es der nachstliegende Gedanke, die in der Zeitemheit 
transportierte Energie dem Gradienten der Energie proportional zu 
_ setzen, wie es L. PRANDTL [9] mit dem Ansatz 


3 
rece heed meee vane 


i=l 
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(unter Vernachlassigung des Zahigkeitsanteiles) vorgeschlagen hat, wo- 
bei man die Austauschgr6Be mit 


t= ke L (7.2) 


beriicksichtigen kann. Hierin ist k, ein empirischer Zahlenfaktor. Die 
dem Ansatz (7.1) zugrunde liegende Voraussetzung, daB der Gradient 


von £ klein ist (grad E KF}, ist bei vielen turbulenten Stromungen 


nicht ganz erfiillt. Trotzdem lassen direkte Messungen von Tripel- 
korrelationen turbulenter Geschwindigkeitsschwankungen im Nachlauf 
eines Zylinders von A. A. TOWNSEND [10] den Ansatz (7.1) fiir eine Ab- 
schatzung im groBen und ganzen brauchbar erscheinen, wenngleich er 


in kleineren Teilgebieten mit den Messungen nicht vereinbar ist. Jeden- 

a 

falls fallt bei den erwahnten Messungen das Maximum der GriBe wy >) uz 
i=1 

ziemlich genau mit der Stelle des groBten Gefalles 0F/0x, zusammen. 


Die quantitative Auswertung nach der Beziehung (7.1), (7.2) ergibt im 
Mittel k,~1, wobei der Anteil Pus des Energiestromes in den Mes- 


sungen nicht enthalten war. Bei der zweidimensionalen Kanalstromung 
findet man nach den Messungen von J. LAUFER [8] aus der Differenz 
zwischen der Dissipation und der Arbeit der REYNOLDs-Spannungen 
einen Energiestrom, der einem etwas kleineren #, entspricht. 

Die sinngemaBe Anwendung der dem Ansatz (7.1) zugrunde liegenden 
Uberlegung auf die Spektralfunktion F (k, x, ¢) fithrt fiir das in (4.1) 
auftretende Diffusionsglied auf die Form 


ie it FE (bg. eg i= L+¢oe,F = (7.3) 
(vgl. hierzu Anhang A). 

Fir die Abschatzung der GréBe cg betrachten wir das universelle 
Wandgesetz, das schon in [1] Gegenstand der Untersuchung war. Es 
ist dadurch gekennzeichnet, da8 zwischen der parallel zur Wand gerich- 
teten Grundstrémungsgeschwindigkeit U, und dem Wandabstand x, 
eine logarithmische GesetzmaBigkeit besteht. Die GréBen ue : ur ; ur ’ 
pug und u, vy sind von x, unabhangig und die Lange L ist x, proportional 
(L =x»). Die Struktur der Turbulenz ist mit Ausnahme in den klein- 
sten Turbulenzelementen in allen parallel zur Wand gelegten Schnitten 
dhnlich. Wegen dieser Eigenschaft ist der Energiestrom Q? von x, un- 
abhangig und seine Ableitung nach x, gleich Null. Daher reduziert sich 
die Gleichung fiir die Schwankungsenergie auf 


au, + s —_ 0, (7.4) 


Uy Ug d X» 
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wie in {1}, (6.2) angegeben. In (4.1) fallt der Diffusionsanteil allerdings 
nicht fort; (4.1) lautet in diesem Fall 


ou att Sanr. aaa eves ‘ 
Fi Ls rl mel £9 (’) k 46 ies 0: (7.5) 


0 


Cig Lt; Ue 


Nach Elimination der Dissipation S nach (7.4) folgt hieraus mit Uj Ue = 
T, r ° . ' 
— = (t) = Wandschubspannung). sowie dem hier als giiltig angesehenen 


me aU. / 
Mischungswegansatz von L. PRANDTL L ay - / “0 (vel. [1]) 
aa) 0 


Sf cee ats § 
dx, a | FQ (R) $F) = bis—t0 (2) (7.6) 
0 


Wenn €,2 und ¢, voneinander verschieden sind, so hat das Diffusions- 
glied im Gebiet der universellen Wandstrémung einen von Null ver- 
schiedenen Wert. Unter Benutzung von (7.3) und (7.2) folgt fiir Co 


ie eek Sis SS (tl@)? 


Mit den Werten von [1] und ¢,,— €;=0,08 ergibt sich etwa 
Cok, + 0,17. 

Da cg k, nicht sehr groB ist, so zeigt sich bei Anwendung von (4.1) 
auf die voll ausgebildeten Strémungsverhidltnisse in der Mitte eines 
ebenen Kanals (oder auch eines zylindrischen Rohres), daB der zweite 
Summand auf der rechten Seite von (7.3) nur sehr klein im Vergleich 
zum Dissipationsglied in (6.5) ist. Hieraus folgt durch Vergleich von 
(6.4), wobei fiir Q? der Ansatz (7.1) einzusetzen ist, mit (6.5), daB Cy in 
(7.3) und €, ungefahr gleich groB sein miissen. 


&. Die voll ausgebildete Kanalstromung. 


Die dargelegten Uberlegungen sollen jetzt auf die voll ausgebildete, 
turbulente Strémung durch einen sehr breiten Kanal von der Héhe 2H 


(Strémung zwischen parallelen Wanden) angewandt werden. Dieses 


Beispiel ist mathematisch verhaltnismaBig einfach zu behandeln, und 
es liegen Messungen vor [8], [11], [12], die einen Vergleich zwischen 
Theorie und Experiment ermoglichen. 

Die Achse x, verlaufe in Strémungsrichtung, x, sei der Abstand von 
einer der Wande und die Richtung von x, verlaufe senkrecht zur Str6- 


-mungsrichtung und parallel zur Wand. Die Grundstromungsgeschwin- 


digkeit = U,, die wir im folgenden der Kiirze halber mit U bezeichnen, 
ist ebenso wie alle iibrigen statistischen Mittelwerte der Stromungsgr6Ben 
nur eine Funktion von x,. Wir behandeln den Fall sehr groBer REYNOLDS- 
Zahl und lassen die von der Zahigkeit beeinfluBte diinne Schicht nahe 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 131. 5 
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der Wand auBer acht. Fiir die Verteilung der Schubspannung 7 gilt 
dann in bekannter Weise 


t Bee eee 8.1 
; Ut, Uy “at ae (8.1) 


wobei t, die Wandschubspannung ist. 

Zur Berechnung der Grundstrémungsgeschwindigkeit U, der in den 
drei Komponenten der Schwankungsgeschwindigkeiten enthaltenen 
kinetischen Energie sowie der Lange L steht dann ein System von fiinf 
simultanen, gewohnlichen Differentialgleichungen zur Verfiigung. Diese 
sind die Energiegleichungen fiir die Geschwindigkeitsschwankungen 
(aus [1]), 


aU dQ? 
Uy Maes ae +S=0, (8.2) 
_ pp OU, OF SOS. 
0 dx, 2 bX, i 3 gt (8.3) 
p OUus 1 HOR S i 
pilex hae “i Bleek 0, (8.4) 


wobei an Stelle der Gleichungen fiir w? die Gesamtenergiegleichung ge- 
setzt wurde. Ferner haben wir die Gleichung fiir die Korrelation zwi- 
schen u, und wu, (aus [1]), 


= GAIL! Ou ou dQ? 
2 a, Sel if a Giz _o (8.5) 


OX Ox, ax, 


und schlieBlich die Gleichung fiir die Anderung von L [aus (4.1)],_ 


eee il, d 32 - 2 dk - 
C12 My Uy L destol (3 {® Ht) 4 EES =. (8.6) 
0 
In diese Gleichungen werden wie in [/] die Ansatze 
Pp OU, p Ou, oi ao 
OL idmwale Spat Petr a tat erate (8.8) 
aie oolapay er giiew ; 
2 ld tk Sal § PF acolo 
Hy SER LTE EE Sake ae erate em Fo («3 5), 
P (Om | 0%) po —, dU 
0 i tL iat) = (0,8 “3 — 0,2 u4) dx, — 
= = BU VE tne E (8.9) 
+ (0,62 u5 + 0,052 7) L? in —kh, my Uy 


eingefiihrt. Hinsichtlich der Annahmen tiber die Energiediffusionsglieder 
greifen wir auf die Ausfiihrungen des Abschnitts 7 und des Anhangs 
zuriick. Bei der Abschatzung des Anteils der Druckgeschwindigkeits- 
korrelationen nach (B.2) des: Anhangs B vernachlassigen wir die Glieder 
mit hdherer als der dritten Ableitung von U nach x, und bekommen 
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demgemaB 


p POP A oat Pee ec 
" ; = 0,725 dx | pee (8.10) 
Mithin setzen wir fiir den Transport der Gesamtenergie Q? (7.1) und fiir 
co 
3a Of 2 
8 | CS a 
0 The ay 
5 p ye hee 
2 + 2Us =—k,\wL 2 (8.11) 


0 - Rive 


4 


(7.3) ein. Weiter setzen wir der Einfachheit halber 


A are tS [3 dus 
O33 = 443 = — k, | us L —*% 


(8.12) 


*¥o 

Diese Vereinfachung fihrt auf w= und reduziert somit die Anzahl 
der erforderlichen simultanten Differentialgleichungen um eins; (8.3) 
und (8.4) werden identisch. Bei (8.5) wird im Diffusionsglied, welches 
den Transport des statistischen Merkmals u, 1%, in Richtung x, beschreibt, 
der durch (8.10) ausgedriickte Beitrag der Druck-Geschwindigkeits- 
korrelation beritcksichtigt, es wird also 


2 = peeates [=3 , Gut, @2U (w+u2 
an te a a — gf 725 = se ale 
QF 2 Sk o 1 q | 2 dX, T bd. 5 dx? 2 


jn (8.13) 
gesetzt. 

Mit diesen Annahmen ist das Gleichungssystem (8.2), (8.3) (8.5) und 
(8.6) losbar. Da die Zahigkeitsglieder in diesen Gleichungen gestrichen 
wurden, wird sich die Rechnung nur auf ein von der Kanalmitte nach 
beiden Seiten bis nahe an die Wande erstreckendes Gebiet beziehen, 
wobei die Strémung mit Annaherung an die Wande in die universelle 
Wandstrémung iibergeht. Bekanntlich empfiehlt es sich hierbei, die 


Geschwindigkeiten auf die Schubspannungsgeschwindigkeit 


Vz0/e = v* (8.14) 
zu beziehen. Die diinnen, von der Zahigkeit beeinfluBten Stromungs- 
schichten an den Wanden (laminare Unterschichten) werden bei den 
vorliegenden Untersuchungen nicht behandelt. Die Randbedingungen 
fiir x,+>0 lauten deshalb1? 


. aU ut 

lim == ; 

x, 20 9%, HH (8.15) 
E=y,0*?; Wiser L =f, %. 


1 Bei endlicher kinematischer Zahigkeit verschwinden an der Wand (%,=0) 
natiirlich alle Geschwindigkeiten (U, u,, U2, us). Der Zusammenhang zwischen der 
Grundstrémungsgeschwindigkeit U und der Wandschubspannung T, wird von den 
zahigkeitsbeeinfluBten Stro6mungsschichten mitbestimmt. Bei groBen REYNOLDs- 

-Zahlen hat das Stromungsgesetz in Wandnahe fiir Kanale, Rohre und Grenz- 
schichten universellen Charakter. Die fiir verschwindende Zahigkeit gewonnene 
Lésung im mittleren Kanalteil kann daher durch das universelle Wandgesetz in 
einfacher Weise zur vollstandigen Geschwindigkeitsverteilung erganzt _werden 
(vgl. hierzu die Arbeit [16)). : 

fel 
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Die Randbedingungen fiir %,. =H sind 


(8.16) 


| 
| 
| 
| 


Die Lésung fiir das so definierte Randwertproblem ist keineswegs leicht 
zu finden. Fiir eine Naherungslésung gehen wir von den Reihenentwick- 
lungen 


Bae Eel S(— Hi) +a tH) ral Ble eon 
a Ee + ot Bi cst By + clu earn 8am 
eo gee ee ee 
metres ea leercalgaoen 


aus. Die Quadratur von (8.17) ergibt 


$a inen[S--8)]-S- 8 fi Bo, a 


wobei A eine Integrationskonstante ist. Die nochmalige Quadratur 
liefert dann die tiber den Kanalquerschnitt gemittelte Geschwindigkeit 


fia H 
U 1 U 1 A A ; 

etek Sea be ppt ee ert) Wed ee Pt) 5 
a als dy Pinas Se Ss LK.¢ (8.22) 
0 


Fir den Vergleich mit Experimenten ist die Differenz zwischen der ért- 
lichen Strémungsgeschwindigkeit U nach ie 21) und dem Mittelwert 
nach (8.22) geeignet: 


Ui Gh 
= 7 In 200s | ( — 7) 
v % 2 


(8.23) 


Die Integrationskonstante K tritt in dieser Form nicht mehr auf. 
_ Berticksichtigt man nur eine endliche Anzahl von Gliedern in (8.17) 
bis (8.20), so stellen sich die Strémungsgr6Ben in Wandnihe durch die 


+ Der Mittelungsstrich ‘iiber U bedeutet hier keine statistische Mittelung. 
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- Entwicklungen Bid omer tt { %y\ 
Spee BP die. Se ee 
x 


dar. Die hier auftretenden GréBen «,,, £,,, Y,,» 0, lassen sich aus dem 
Gleichungssystem (8.2), (8.3), (8.5) und (8.6) sukzessive berechnen, wobei 


20 


0 Q7 02 QO? . OF BS OWS - G7) OE NOS 10 
x; ‘2/1 H —e_ 
Fig. 2. Berechnete Verteilung der Grundstrémungsgeschwindigkeit, der Lange L und der 
Geschwindigkeitsschwankungen bei ausgebildeter Kanalstromung. R=UH/»=oo. 


jeweils ein Gleichungssystem mit vier Unbekannten zu ldsen ist, das 
auBer im ersten Schritt linear ist. Jedoch stellt (8.24) keine vollstandige 
Lésung unseres Differentialgleichungssystems dar. Bei der durchge- 
fiihrten Naherungslésung wurden die Glieder mit einem Zeiger >2 in 
(8.17) bis (8.20) und (8.24) gleich Null gesetzt; dann wurden zunachst 
die Werte «, B, y, 6 des Systems (8.24) bestimmt und schlieBlich die 
Werte A, B, C, D in (8.17) bis (8.20) so festgelegt, daB das Differential- 
gleichungssystem (8.2) bis (8.6) in Kanalmitte und (8.24) befriedigt werden. 

In Fig. 2 ist der Verlauf der vier*:unbekannten Gréfen nach einer 
solchen Naherungsrechnung dargestellt. Den Rechnungen liegen die Werte 
t=, eh eee ek sg pe = 088, S9 = 0,78 
zugrunde. Es sei daran erinnert, daB bei Vorgabe von x und c¢/k, die 
GréBenc und k, selbst festliegen [1]; die GroBe cg ist durch (7.7) bestimmt. 
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9. Vergleich der Theorie mit Versuchsergebnissen. 


Schon in der ersten Mitteilung konnte die Theorie an Hand der Ver- 
suchsergebnisse von J. LAUFER [8] und H. REICHARDT [11] in wesent- 
lichen Teilen tiberpriift werden, wobei aber hauptsachlich die wandnahen 
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| 
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Fig. 3. Verteilung der Grundstrémungsgeschwindigkeit bei ausgebildeter Kanalstromung. 


Gebiete betrachtet wurden. Wir sind jetzt in der Lage, den Vergleich 
auf fast die ganze Kanalbreite auszudehnen, lediglich die ganz diinnen 


®D R=00, 24 = 73; kg =1 Rechnung 
@ R= 8000 Reichardt 
@ =12300 
@® =.30800 Laufer 

= 61600 


Versuche 


0 Q1 92 OF OF 05 06 67m 400 FOS 40 
I2/H caer 
Fig. 4. Verteilung der Langsgeschwindigkeitsschwankungen bei ausgebildeter Kanalstrémung. 


Schichten an den Wanden, in denen die Zahigkeit und gegebenenfalls 
auch die Wandrauhigkeit zur Auswirkung kommen, seien von dem Ver- 
gleich ausgenommen. 

- In Fig. 3 ist die Grundstr6mungsgeschwindigkeit fiir zwei verschie- 
dene Rechnungsannahmen mit den Messungen von J. LAUFER [8] und 
J. NrkuRADsE [12] verglichen. Bei der ersten Rechnung wurde gemaB 
den Me8ergebnissen von J. LAUFER fiir die Konstante des universellen 
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Wandgesetzes x = $+ angenommen, wahrend bei der zweiten Rechnung 
x=0,4}7 entsprechend den alteren Ergebnissen von J.NIKURADSE [13] 
zugrunde gelegt wurden. Die Abweichungen der Rechnung fiir = 4 
von den Messungen ist geringer als derjenigen fiir x —0,4. Die Ursachen 
fur die unterschiedlichen MeBergebnisse hinsichtlich der GréBe x sollen 
hier nicht ergriindet werden, lediglich sei vermerkt, daB bei neueren Mes- 
sungen in Rohren von R. G. DeIssLeR [/4] x=0,36 gefunden wurde, 


12 


* 30800 | 
+ 12300 | 


| 
0 ar a a Gee COC Z 08 09 TO 
X2f/H —~ 


Fig. 5. Verteilung der Geschwindigkeitsschwankungen senkrecht zur Wand bei ausgebildeter Kanalstromung . 


und da8 das experimentell gefundene Widerstandsgesetz fiir die ebene 
Platte ebenfalls auf etwa x=4 schlieBen 1aBt. 

Die Wurzelwerte aus den Schwankungsquadraten der drei Geschwin- 
digkeitskomponenten sind in Fig. 4, 5 und 6 dargestellt. Die MeBergeb- 


nisse fiir )#/ v* weisen in Wandnahe eine sehr ausgepragte Spitze auf, 


Fig. 6. Verteilung der Quergeschwindigkeitsschwankungen parallel zur Wand bei ausgebildeter 
Kanalstromung. 


die sich durch die vorliegende Theorie nicht erklaren 1aBt. Die Vertei- 
lung der w,-Schwankungen im wandnahen Gebiet ist aber offensichtlich 
stark von der REYNOLDs-Zahl abhangig. Deshalb ist es méglich, daB die 
Spitze in der Verteilung der Geschwindigkeitsschwankungen bei extrem 
groBen REyNoLDs-Zahlen und hinreichend groBer Anlaufstrecke in der 
Darstellungsart nach Fig. 4 nicht mehr in Erscheinung tritt’. Unter 

+ Die iibrigen Annahmen wie bei Fig. 2. 

tt Bei der zweiten Rechnung lagen zugrunde: *=0,4; clkp=0,7; kg=0,8; 
Co=0,8; €,-=0,88; C9 =0,78. 

1 Der Vergleich aller verfiigbaren Schwankungsmessungen in Wandnahe bei 
Rohren, Kandlen und Grenzschichten bietet kein ganz einheitliches Bild, so da8 
eine Deutung mit Sicherheit nicht méglich ist und sich nur auf Vermutungen be- 
schranken kann. Der Grund hierfiir diirfte hauptsachlich in Unzulanglichkeiten 


der Versuchsmethoden zu suchen sein. 
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dieser Voraussetzung kann man die qualitative Ubereinstimmung der 
Rechnung mit den gemessenen Geschwindigkeitsschwankungen als be- 
friedigend bezeichnen. Wie aus Fig. 5 und 6 hervorgeht, zeigen die Ver- 


suchsergebnisse mit Annaherung an die Wand fiir \e erwartungsgemaB 
etwas groBere Werte als fiir \2 ; doch scheinen die in der Rechnung 


gemachten Vereinfachungen, die \e = \2 erzwingen, tragbar zu sein. 

Zum Vergleich der errechneten Lange L, die die durchschnittliche 
Gr6Be der Turbulenzelemente kennzeichnet, kénnte man die experi- 
mentell bestimmte GréBe 
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Fig. 7. Verteilung der Durchmesser 2 der kleinsten Turbulenzelemente bei ausgebildeter Kanalstrémung. 


heranziehen. Diese GréBe ist zwar nicht dem durch (2.13) definierten L - 
identisch, doch diirfen die zu erwartenden Unterschiede nur gering sein. 
Andererseits ist aber auch das gerechnete Z nur eine GréBe, die dem 
wirklichen ZL nach (2.13) proportional ist, denn in Wandnahe wurde L 
gleich dem PRANDTLschen Mischungsweg gesetzt, und diese Festsetzung 
stellt eine gewisse Willkiir dar. Die gerechneten L-Werte betragen etwa 
3 der experimentellen L,. 

Der Durchmesser der kleinsten Turbulenzelemente wird durch die 
GréBe der Energiedissipation gesteuert und kann durch die von G. I. Tay- 
LOR eingefiihrte Lange 4 beschrieben werden, die durch die Beziehung 


aha Ol gar Wy : 

( aA le (9.2) 
definiert ist. Da bei groBen REyNoLps-Zahlen die turbulenten Geschwin- 
digkeitsschwankungen in den kleinsten Elementen immer isotrop ver- 
teilt sind, wie in [7] dargelegt wurde, so gilt fiir die auf die Masseneinheit 
der Strémungsfliissigkeit bezogene Energiedissipation 


tye oe S=15 u(Fay i594 (9.3) 
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Durch Einsetzen von S nach (8.7) laBt sich A somit errechnen. Fiir die 
Kanalstrémung ergibt sich 4 in dimensionsloser Form zu 


Ay /v*H =f L wv 2 
og Vise i Lota (9.4) 


Diese GroBe ist in Fig. 7 mit Versuchsergebnissen verglichen. Fiir die 
experimentelle Bestimmung von 4 hat J. Laurer die von A.A. Towns- 
END [/5] entwickelte elektrische Differentiationsmethode und_ver- 
gleichsweise noch eine andere Methode angewandt, die auf der Auszah- 
lung der Nullstellen des vom Hitzdraht gesteuerten Verstarkerstromes 
beruht. Letzterem Verfahren liegt die Uberlegung zugrunde, daB zwi- 
schen der mittleren Anzahl der Nullstellen einer stochastischen Funktion 
und dem mittleren Quadrat ihrer Ableitung ein direkter Zusammenhang 
besteht. Eine dritte Méglichkeit, die Lange 4 durch eine Quadratur 
aus dem Frequenzspektrum der Geschwindigkeitskomponente w, zu er- 
mitteln, wurde ebenfalls benutzt. Die drei Verfahren liefern etwas von- 
einander abweichende Ergebnisse. Auch die aus den Korrelations- 
messungen der Geschwindigkeitsschwankungen an zwei verschiedenen 
Orten gewonnenen Werte A, und A, wurden in Fig. 7 mit eingetragen: 


ey PAs) | : (9.5) 
Ay 520 2 2 (4%) ut (%_ + &2) 
a fa age waa) ae | (9.6) 
A; =,>0 $3 24 (45) ur (%5 “= Es) 


Die Ermittlung der Werte 7, und /,, die etwa der GréBe von / ent- 
sprechen sollen!, aus den gemessenen Korrelationskurven ist natur- 
gemaB ziemlich unsicher; dieses driickt sich durch die teils betrachtliche 
Streuung aus. 

Obwohl der Vergleich der Theorie mit den verschiedenen experimen- 
tellen Ergebnissen in quantitativer Hinsicht nicht voll befriedigt, darf 
man doch aus der qualitativen Ubereinstimmung zusammenfassend fol- 
gern, daB die dargelegten Uberlegungen zusammen mit denjenigen der 
1. Mitteilung [7] ein Bild von dem Mechanismus nichthomogener, 
turbulenter Strémungen vermitteln, das in wesentlichen Punkten dem 
wirklichen Verhalten entspricht. 

. Insgesamt mégen die vorliegenden Untersuchungen als ein VorstoB 
gewertet werden, allgemeine turbulente Stromungen einer Berechnung 
zuganglich zu machen. Die wesentlichen Gedanken waren dabei durch 
die hydrodynamischen Gleichungen vorgezeichnet. Sowohl hinsichtlich 


1 Unter der Voraussetzung lokaler Isotropie ist 2, theoretisch gleich A; dagegen 
ist A, wegen der Inhomogenitat des Turbulenzfeldes nur angenahert gleich A. 
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der physikalischen Ansatze als auch beziiglich der mathematischen 
Lésung fiir das angefiihrte Beispiel gibt die Arbeit noch einer Reihe 
von Verbesserungsméglichkeiten Raum. 


Anhang A. 
Energiedtffusion. 
Ubertragt man den PrANpDTIschen Ansatz (7.1) auf die Spektral- 
funktion F@ (k, x, t), so ergibt sich fiir die durch (3.7) festgelegte Funktion 


Fike el (A.1} 


OXy 


Hierbei die AustauschgroBe ¢, als Funktion der Wellenzahl k aufzufassen, 
bietet sich als fast selbstverstandlich erscheinende Erweiterung an. An 
Stelle von (7.1) bekommt man dann 


r= — f 2() SO ak. (A.2) 


Benutzt man fiir F(k) den Ansatz gemaB (4.3) und setzt man e,, (Rk) 
als Produkt eines tiber der Wellenzahl k gemittelten Wertes ¢,, und einer 
dimensionslosen, von der Wellenzahl y=kL abhangigen Funktion @ (y) 


na en(k) = en 9 (x), (A.3) 


so ergibt sich aus (A.2) nach einer partiellen Integration 


, 


co 


ie CE Cn le OL Ce (x) 
aie OX, ee iE al ay f(x) x 4x. (A.4) 


Hierbei wurden partielle Ableitungen von f(z) nach x, als vernachlassig- 
bar angesehen und die Gr6Be «, derart normiert, daB 


Lewtaax=' (A.5) 


wird. AuBerdem wurde vorausgesetzt, daB ép(z)/éy im ganzen x-Be- 
reich nirgends unendlich wird. 


Aus (A.4) folgt, daB auBer dem Gradienten von E auch der Gradient 
der Lange 2 Ursache fiir die Energiediffusion sein kann. Auf diese 
Moglichkeit hat der Verfasser bereits an anderer Stelle hingewiesen [76]. 
UberlegungsmaBig sollte man erwarten, daB €,(k) mit der Wellenzahl k 
anwachst, daB also @p/@z im wesentlichen positiv ist. Diese Vermutung 
basiert auf der Vorstellung, daB ein Turbulenzelement einer bestimmten 
Wellenzahl (,) hauptsachlich durch die gréBeren Turbulenzelemente 
(k<k,) transportiert wird, wahrend die kleineren Turbulenzelemente 


(k >h,) in erster Linie einen dissipierenden Einflu8 ausiiben. Dieses 
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wurde bedeuten, da8 durch den Gradienten von L ein Beitrag geliefert 
wird, der einem Energieflu8 in Richtung wachsender Lange L entspricht. 

Die der Beziehung (A.4) entsprechende Formel fiir das in (4.1) auf- 
tretende Integral ist in (7.3) angegeben. Dabei sind 


37 ; d 
[o— = | p(x) f(x) < 
0 : 
* (A.6) 
3a [| ep(x) gy (X) 
2: 8 | ex rs x (x) dx 


0 
In der folgenden Tabelle sind fiir einige angenommene Funktionen fiir 
(z) die Ergebnisse nach (A.4) und (A.6) zusammengestellt. 


eee ee 
— | 
¢ (x) fm t (x) x ax Q co 
| 
¢ (zy) =1 0) 1 —j 
p(x) =4x 1 = 3 0 
OSxSu:9H)=2| B_ 3m 
<4 <~:9(y) =d | (b— a) xf (1) 0<fgS1 ayo eed AAS) a0 
; b>a>0 


Es sind vielerlei Variationen moglich; dagegen sind keine MeBergebnisse 
bekannt, durch welche die Uberlegungen eine quantitative Stiitze er- 
halten kénnten. Bei Durchrechnung eines Beispiels wurde daher der 
Anteil des Gradienten von L an der Diffusion gleich Null gesetzt. Die 
Werte ¢, und cg werden dagegen gemaB den in Abschnitt 7 dargelegten 
Uberlegungen abgeschatzt. 


Anhang B. 
Korrelationen zwischen Druck- und Geschwindighettsschwankungen. 


Fiir die Korrelationen zwischen Druck- und Geschwindigkeitsschwan- 
kungen, die man vielleicht anschaulich als turbulenten Transport poten- 
tieller Energie deuten kann, gilt gemaB der in [7] gegebenen Beziehung 
fiir die EES eaten (Gl. (2.48) in [1]) 
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Wahrend man sich den letzteren Integralausdruck auf der rechten Seite — 
von (B.1) durch die Uberlegungen des Anhangs A mit erfaBt denken kann, 
erscheint es zweckmaBig, den ersteren Integralausdruck in (B.1) geson- 
dert abzuschatzen. Hierbei gehen wir ahnlich wie in [/] bei der Ermitt- 


lung der entsprechenden Anteile von v? 


8 | 


von — in eine TAyLor-Reihe 1aBt sich oe u, in der Form 


3 
und &, eine Komponente von r ist: |r=|r|=|/ > 7]. 
=1 
Unter der Voraussetzung 
R? (x,t) & u,(r Yat, FH = Ga sath: 
hefert die Differentiation 
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Uber die Giltigkeit des Babinetschen Theorems. 
Von 
H. BoERSCH. 


(Mitteilung aus der Physikalisch-Technischen Bundesanstalt, Braunschweig.) 
Mit 1 Figur im Text. 
(Eingegangen am 27. August 19651.) 


Das BaBiNnETsche Theorem! behauptet, daB die FRAUNHOFERSChen Beugungs- 

erscheinungen komplementarer Schirme iibereinstimmen. Wie sich zeigt, ist dieses 

Theorem streng genommen ungiiltig und kann nur unter gewissen Voraussetzungen 
angenahert erfiillt werden. 


Der Diskussion sei zunachst der heute tibliche Beweis fiir das BABI- 
NETsche Theorem vorangestellt. 

Nach der KrrcHHoFFschen Formel gilt fiir die Amplitude der Licht- 
erregung in den FRAUNHOFERschen Beugungserscheinungen der drei 
Schirme der Fig. 1: 


Uy = Wy + Us. (1) 


Die Beugungsfigur des Schirms S, zieht sich mit wachsender Offnung 
zusammen und wird bei groBen Offnungen ganz in der Nahe des geo- 
metrisch-optischen Bildes der Lichtquelle liegen. Fiir einigen Abstand 
vom geometrisch-optischen Bild der Lichtquelle soll daher 


uy = 0 (2) 
werden und daher das BABINETsche Theorem 


2 |? = |U? (3) 
gelten. 

Dieser Beweis beruht auf der Annahme, daB u, fiir groBe Offnungen 
gleich Null wird [GI. (2)]. DaB diese Annahme nicht zutrifft, folgt sehr 
einfach aus Beispielen der Beugung an rechteckigen und kreisférmigen 
Offnungen 2. 


a) Rechteckige Offnung. Aus der KircHHorrschen Formel ergibt sich 
die Erregung: 


A : A : B 
= Tageg Sina %-sin =p (4) 
+ BaBINET, A.: C. R. Acad. Sci., Paris 4, 638 (4837). 
2 Vel. z:B. Lave, M. v.: Handbuch der Experimentalphysik, Bd. 18, S. 302 


u. 303. Leipzig 1928. SOMMERFELD, A.: Vorlesungen tiber Theoretische Physik, 
Bd. VI, Optik, S. 226 u. 230. Wiesbaden 1950. 
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mit den Richtungskosinussen «, 6 und der Wellenlange 4 unter der Vor- 
aussetzung, daB die Lichtquelle in der Normalenrichtung der Beugungs- 
offnung liegt (%), By=0). Die Maximalwerte der Erregung: 

A 


u == - - 
( A es mr a B 


(4a) 
+ | ! 3 A os } | 3 A 
(fiir ja} = =. oi und fiir |p) > 5 a 
Ausdehnungen 4, B der Offnung. Lediglich die Argumente der Sinus- 
funktionen sind Funktionen von 4 und B. Es wiichst sogar die Maximal- 


sind’ also unabhdngig von den 


Beugender Schirm 


uy u> 3 
Erregung im Aufpunkt 


Fig. 1. Beugende Schirme (S,, S; ,,komplementare‘‘ Schirme). 


erregung auf einem ,,Stachel‘‘ der Beugungsfigur — also fiir «=O, 
3 A | 3 2 = et 4 4 e% 
B\= site und |«| => a p=0 mit der Ausdehnung der ent 
sprechenden Begrenzung: 
A B 
ts imax = ap bzw. i eee — - 5 (4b) 


b) Kreisformige Offnung (Radius R). Aus der KircuHorrschen For- 
mel ergibt sich die Erregung: 
“ (2x+-s). (5) 
Hierin bedeutet J, die BEssEtsche Funktion erster Ordnung und s den 
Sinus des Beugungswinkels: Auch hier liegt die Lichtquelle in Normalen- 


os 4 R ~ 
richtung der beugenden Offnung. Fiir groBe Streuwinkel (58 = 1) gilt 
die asymptotische Darstellung: 


rg ae R 
w= Le -sin (2 5-s—). (5a) 


Die Maximalwerte der Erregung wachsen in diesem Fall mit der Wurzel 
aus dem Radius der Offnung. : 

Aus diesen Beispielen [Gl. (4a,b), (5a)] folgt im Gegensatz zu Gl. (2), 
daB die Erregung und die Intensitaét mit wachsender Offnung nicht ver- 


schwinden: - 
my 2 +0. (6) 
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Dammit ist also innerhalb des Geltungsbereichs der KtrcuHorFFschen Theo- 
rie die Ungiiltigkeit des BaBineTschen Theorems Gl. (3) nachgewiesen. 
Statt dessen gilt: 

Us|? = |Us |? (7) 
Es soll jetzt der Nachweis gefiihrt werden, daB die Beugungserscheinung 
des zusammengesetzten rechteckigen oder kreisférmigen Schirms S) 
(Fig. 1) innerhalb der KrrcHHorrschen Naherung auf die intensitats- 
maBige Uberlagerung der Beugungserscheinungen der beiden Schirme 
S, und S, zuriickzufiihren ist: 


| ay |? = [amy [P+ | oy |? (8) 


Hierbei wird vorausgesetzt, daB die Offnung des Schirms S, so groB ist, 
daB seine Beugungsfigur nicht in einzelne Maxima aufgelést wird, und 
nur der Mittelwert der Beugungsintensitat dieses Schirms beobachtbar 


ist. Ferner wird S, >> S; und Eee |B| 20 bzw. [a| >0, 


oe! >= 5 vorausgesetzt. 
Zum Beweis greifen wir auf Gl. (1) zurtick: 
| ue |? = | uw, 2? —u, uF — uF ug + lus”. (1a) 


\u, |? ist als Quadrat immer positiv, daher auch sein Mittelwert. Dagegen 
wechseln die Glieder u, ux und w* u, das Vorzeichen iiber eine geometrische 
Periode von ™, bzw. us. Da die Lange dieser Periode umgekehrt pro- 
portional der Ausdehnung der Offnung von S, [vgl. z.B. Gl. (4) und (5a) ] 
ist, wird der Mittelwert dieser Glieder tiber eine Periode bei hinreichender 
Ausdehnung der Offnung S, beliebig klein gegeniiber den beiden anderen 
Gliedern. Hiermit ist der Nachweis fiir Gl. (8) erbracht. 

Uber den diskutierten Spezialfall hinaus beansprucht Gl. (8) all- 
gemeine Giiltigkeit fiir Schirme S,, S, beliebiger Form in beliebiger 
Kombination. Bedingung ist hierbei nur, daB der groBe Schirm S, ein 
Symmetriezentrum besitzt, so daB der notwendige Vorzeichenwechsel 
von uw, stattfindet. Fiir groBe Schirme S, ohne Symmetriezentrum 
konnte die Giiltigkeit der Gl. (8) noch nicht nachgewiesen werden. 

Die Konsequenzen der Gl. (8) seien an einigen Beispielen demonstriert : 

a) ReaDigaeagy, Schirme a a Anordnung der Fig. 1b. 


Fiir Ja) >= = Bl> > - * wird: 


|g |2 = wlth site aaa (9) 


Der Beugungserscheinung des kleinen Schirms S, wird in dem angege- 


benen Bereich ein kontinuierlicher Untergrund unterlagert. 
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Fir a=0; |B|> wird: 


“ 1 (A? ; ; 
2 


+A’ sin? =). (10) 


(Hierbei ist die Mittelung von |w,)2 nur in Richtung der f-Achse 
vollzogen.) 

Die Intensitat des ,,Beugungsstachels“ der groBen Offnung nimmt 
also mit der Offnung zu. Sie nimmt auch zu, wenn die Verringerung 
der Breite des ,,Stachels‘‘ (proportional 2/A) beriicksichtigt wird. 


b) Kreisformige Schirme (S,: Radius R, S3: Radius R’). 
Fir = s>1 gilt die Ai ollie Darstellung: 


: 2 Vang LA 
the |* = - R’ + sin? (2 ete 
| Ub ms lo awe 2.56 - 5 mes | 


(14) 


Der Beugungserscheinung des kleinen Schirms ist also ein kontinuier- 
licher Untergrund unterlagert, dessen Intensitat mit dem Radius der 
groBen Offnung zunimmt. 

Die Anwendung des BABINETschen Theorems wiirde zur Unterdriik- 
kung des vom Schirm S, abhangigen Gliedes und damit in diesen spe- 
ziellen Fallen zu ganz wesentlichen Abweichungen fiihren. Die spezielle 
Form der Lichtverteilung in der beugenden Ebene, die der Schirm S, ver- 
ursacht, ist also fiir die Beugungserscheinung des zusammengesetzten 
Schirms S, von solcher Bedeutung, dapB sic im Gegensatz zu den Aussagen 
des BABINETschen Theorems besonders auch bei groBen Offnungen des 
Schirms S, in Rechnung gestellt werden mup. 

Anders liegen die Verhaltnisse, wenn das BABINETsche Theorem an- 
gewandt wird, um die Beugungserscheinung einer groBen Zahl von Off- 
nungen zu demonstrieren. Zu diesem Zweck werden die Offnungen nach 
BaBINET (l.c.) durch kleine Kreisscheiben (z.B. Barlappsamen) er- 
setzt1. In diesem Fall addieren sich die Intensitaten der einzelnen Kreis- ° 
scheiben, so daB im Verhaltnis dazu der konstante Anteil des groBen 
Schirms S, entsprechend kleiner wird. Das BABinETsche Theorem kann 
daher unter diesen Voraussetzungen angendhert erfiillbar sein. 


1 Vgl. z.B. Pout, R. W.: Optik, S. 101. Berlin 1941. 
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Randschichtwechselwirkung 
und statistische Schwankungen 
beim Dreielektrodenkristall. 
Von 
H. F. MATARE, Paris. 


Mit 5 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 1. September 1951.) 


Das Problem des Halbleiterrauschens stellt die Forschung vor schwierige Fragen, da 
sich sehr viele Ursachen hier zu einer Wirkung vereinigen. Die Trennung dieser 
Ursachen ist der erste Schritt zur Klarstellung der Verhaltnisse. Ein wichtiges 
Mittel hierzu ist die Untersuchung der Frequenzabhangigkeit. Der Dreielektroden- 
kristall (Transistor) hat nun noch neue Fragen aufgeworfen, von denen eine hier 
behandelt werden soll. Es handelt sich um die Rauscherhéhung, die durch den 
Steuerungsmechanismus bedingt ist. Es kann gezeigt werden, daB die Interaktion 
von Rauschquellen, wie sie durch die beiden Randschichten dargestellt werden, 
zu einer starken Erhéhung der statistischen Schwankungen in den resultierenden 
Widerstanden fihrt. Es wird der SchluB gezogen, da8 analoge Rauschquellen den 
interstellaren Emissionszentren zugrunde liegen. 


a) Rauschursachen im Halbleiter, insbesondere Spitzengleichrichter. 


Bei der ersten Behandlung dieses Problems lag es nahe, zunachst 
das iiber alle Frequenzen verteilte Rauschen anzusetzen, das durch die 
statistischen Schwankungen der den Strom transportierenden Ladungs- 
trager entsteht. 

Fir einen Widerstand mit der OHMschen Komponente R gilt nach 
Nyquist [/] bekanntlich: 

ie 4 

j Bem ae (ent Alsaahad (4) 
k = BoLtzMANnn-Konstante; JT = Temperatur in ° Kelvin; 4 = PLANCK- 
sches Wirkungsquant; / = Frequenz. 

Das Gesetz gilt in erster Naherung auch beim Spitzengleichrichter, 
und zwar in einem kleinen Bereich in Nullpunktsnahe (verschwindende 
Stréme). Vgl. Fig.1, Zone a. — Wichtig ist, daB dieses Rauschen nicht 
liber die ganze Kennlinie konstant ist, da wir es mit einem nichtlinearen 
Widerstand zu tun haben und R=/(U), U = Aussteuerspannung, ist. — 
Will man den lokal ausgesteuerten Bezirk erfassen, so schreibt man, 
unter Beriicksichtigung einer eventuell erhdhten Temperatur #7) 
(7) = 300° K); jedoch im normalen Temperaturbereich: 


Pa4n 2! or fa 
stg ek of i. (2) 
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Es ist klar, daB bei merklichem StromfluB durch den Gleichrichter eine 
weitere Rauschquelle hinzutritt, da ja die Zahl der freien Elektronen 
ebenfalls statistisch schwankt. Es ist schon friih erkannt worden, daB 
man daher auf eine dem Schroteffekt in Vakuumréhren .verwandte 
Form dieses Rauschens kommt. BritLourn [2], BERNAMONT [3] und 
GIsoLF [4] haben hierfiir gleiche Ausdriicke abgeleitet, wie insbesondere 
in einer neueren Arbeit von A. VAN DER ZIEL [5] gezeigt wird. Nach 
Arbeiten des Verfassers [6] bis [10] wurde das Schrotrauschen in detail- 
lierter Form (d.h. mit variablem Raumladungsfaktor F2) bereits ‘zur 
Erklarung von MeBergebnissen an Halbleitern im Hochfrequenzgebiet 


a Nullpunktrauschen 
em at +e, 
= 4k faj—— pl: (p = 1); 
éU 
b Schrotrauschen + i? 
R=ij;+2e] fdf-F*; (O>F?-+1); 


c Extra-Noise-Zone (exponentieller Anstieg) 


H=H+i,+2e] fdf-us; 


Fig. 1. 


herangezogen. In Ubereinstimmung mit A. VAN DER ZIEL wurde fest- 
gestellt, daB das Schrotrauschen schon bei kleiner Aussteuerung des 
Detektors den vollen Sattigungswert (f#=1) erreicht. Dariiber hinaus 
wurde die Zone erhohten Rauschens (extra-noise) als jenseits des Schrot- 
rauschens beginnend definiert und hier in Analogie zum Diodenrauschen 
ein Anstieg des Raumladungsfaktors in einer Potenzfunktion der Span- 
nung gefunden, F? ~ U*, wahrend McFarLAneE [1/] und VAN DER ZIEL 
das ,,extra-noise‘‘-Gebiet durch den Flicker-Effekt erklaren. Die Elek- 
tronen werden ja von Storstellen geliefert, deren raumliche. Verteilung 
willkiirlich ist, wodurch eine weitere Schwankungsquelle entsteht. 
Hier mu8 nun streng unterschieden werden. Wahrend der Schrot- 
effekt bis in das Gebiet héchster Frequenzen giiltig sein muB, kann das 
durch die inhomogene Storstellenverteilung entstehende | ,,Flicker‘‘- 
Rauschen nur das Verhalten bei niedrigen Frequenzen erklaren. In der 
Tat sucht McFARLANE auch insbesondere das sog. J/f-Gesetz bei niedrigen 
Frequenzen (bis 104 Hz) zu erklaren. Am Ursprung dieser niederfrequen- 
ten Stérung soll wie bei Oxydkathoden, die ungleichmaBige Emission 
der Ladungstrager stehen... Diese treten an Stellen begrenzter, aktiver 
Bezirke aus. Die aktiven Bezirke kénnen erléschen, einerseits durch 
Ersch6pfung, andererseits , durch Platzwechsel- von Fremdatomen: im 
6* 
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Kristallgitter (vgl. SpRouLt [72]). Je nachdem man nun eine schmale 
oder weite Gausssche Verteilung innerhalb der aktiven Bezirke ansetzt, 
erhalt man das bekannte ScHotrkKysche 1//2-Gesetz, bzw. das erwiinschte, 
durch Messungen bestatigte 1//-Gesetz. 

Die Voraussetzungen zeigen, daB dieses Zusatzrauschen zum ther- 
mischen und Schrotrauschen wesentlich niederfrequenter Art ist sowie 
auch neuere Messungen bestatigen, daB oberhalb / = 10* Hz der Rausch- 
pegel schlieBlich einem nur von der Aussteuerung abhangigen Grenzwert 
zustrebt. Das Detektorrauschen in der Darstellung ec (Fig. 1) scheint 
nach Messungen des Verfassers, 
die bei hoher MeBfrequenz aus- 
gefiihrt wurden (f=60-10* Hz), 
die Verhaltnisse richtig wieder- 
zugeben. Hier wird also von allen 
niederfrequenten St6rungen ab- 
gesehen und die Randschicht in 
Analogie zur Vakuumdiode behan- 
delt (vgl. [6]). — Weitere, nieder- 
frequente Rauschursachen sind: 

Leitwertschwankungen durch 
spontane Temperaturschwankun- 
Fig. 2a u. b. Rauschamplitude =/(f) nach Mont- gen und dadurch bedingtes Rau- 

GOMERY. a Regs ee ae b thermisches schen bei Stromdurchgang sowie 
. thermisches Rauschen des Kon- 
taktenge-Gebietes. Beide Erklarungen kénnen jedoch nicht im Falle des 
erhohten Rauschens, insbesondere im Hochfrequenzgebiet, herangezogen 
werden. 

Auch beim. Dreielektrodenkristall liegen zunichst alle die beim Kri- 
stallgleichrichter vorhandenen Stéreffekte vor. Denn beide Seiten, 
Emittor sowohl als Kollektor, sind ja, getrennt aufgefaBt, Spitzengleich- 
richter, betrieben in verschiedenen Bereichen ihrer Kennlinien. Da es 
sich durchweg um starke Aussteuerung handelt, befinden sich beide 
Seiten etwa im Gebiet c unserer Darstellung (Fig. 4). 

AuBer diesen Rauschursachen, die also im niederfrequenten Gebiet 
auch das Funkel-Effekt-Rauschen einschlieBen, besteht aber eine Ursache 
erhdhter, statistischer Schwankungen in dem Steuerungseffekt, den wir 
hier im besonderen behandeln wollen [/3]. Diese Rauschursache ist 
nicht auf das niederfrequente Gebiet beschrankt, sondern iiber alle Fre- 
quenzen gleichmaBig verteilt. Man trennt sie aber meBtechnisch von 
den starken, niederfrequenten Einfliissen durch Messung bei hohen Fre- 
quenzen. Der Verfasser hat Rauschmessungen des Interaktionswider- 
standes bei f=60 MHz verschiedentlich durchgefiihrt, wobei Rausch- 
faktorwerte zwischen 10? und 10? gefunden wurden (vgl. auch [/0]). 
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Die von MontcomeEry [/9] publizierten Oszillogramme zeigen deut- 
lich, da8 das niederfrequente Rauschen als Zusatz zum thermischen 
Rauschen aufzufassen ist. Jedoch liegt auch der gesamte Rauschpegel 
so viel hoher, daB eine weitere, breitbandige Rauschquelle anzunehmen 
ist (Fig. 2). 


b) Analytische Darstellungen fiir Detektor und Transistor. 

Fiir die Zwecke einer Empfindlichkeitsberechnung von Empfangs- 
und Verstarkeranordnungen mit Detektoren und Transistoren kann man 
von den vorgegebenen Rauschfaktorwerten oder Rauschtemperaturen 
der einzelnen Widerstande der Ersatznetzwerke ausgehen und die resul- 
tierende Rauschleistung errechnen. Das Prinzip ist hierbei die Zu- 
ordnung von definierten Rauschspannungsgeneratoren zu jedem der 
beteiligten Widerstande [9]. Dann wird dem System ein Impedanzver- 
halten zugeordnet, wodurch eine einfache Darstellung der Schwankungs- 
funktion in Form einer gedampften Schwingung méoglich ist: 


S(t) = >) A, cos (wt + y,) e~. (3) 


Das Rauschspannungsquadrat w? ergibt sich aus der Standardabwei- 
chung: 3 (eh 
(y=)? =fA[sOPdt=u?. (4) 
0 


mit A (¢) dt = Auftrittswahrscheinlichkeit eines StromstoBes wahrend der 
Zeit dt. Unter Verwendung der Fourter-Transformierten S$ (jq@) nach: 
+00 


Sit)e= : [ Sia) eetdo (5) 


_ Yam _ 


besteht dann die Méglichkeit einer Berechnung von u?. Man erhalt so 
fiir das resultierende Rauschspannungsquadrat : 


<> 1+pRy°S ? 
wa = Tee os : Ty: R, | df. (6) 


Es sind: 
k = BoLTzMANN-Konstante, | 
p =T/T, = Rauschtemperaturfaktor der Sperrschicht, 
T, = Raumtemperatur, 300° K, 
i = Oumscher Querwiderstand, 
S = Steilheit der Sperrschicht im Arbeitspunkt, 
f = Frequenz. 
Beriicksichtigt man noch den Bahnwiderstand R,, so gilt fiir p= 7/ jy 


der Randschicht: 


Fi 2 Re, (7) 
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20 enthalt hier die Dimension [Volt] wo: 


0, = I/R, = Bahnleitwert, 
| 7| = Absolutbetrag des Stromes durch den Detektor, 
|U| = Absolutwert der Spannung an den Klemmen, 
F? — Schwachungsfaktor zum Sattigungsrauschen, 
R, = 0U/éi, = Differentieller Innenwiderstand der Sperrschicht im 
Arbeitspunkt. 


Anderseits kann man, wenn # gemessen ist, diesen Zahlenwert in die 
Rausch-Netzwerk-Funktion einfiihren und so halbempirisch die Emp- 
findlichkeit von Anordnungen mit 
Detektoren und Transistoren errech- 
nen [10]. 

Bei der Aufstellung des Ersatz- 
netzwerkes fiir den Transistor hat es 
sich als niitzlich erwiesen, von dem 
zwischen den Nadeln (Kollektor und 
Fig 3. Ersatzechaltbild der inneren Transistor- Emittor) auftretenden », Interaktions- 
Widerstande mit den resp. Bt Deiat otters widerstand‘‘ Gebrauch zu machen 

oes ee. e ia Gee (vgl. [17]). Dieser Widerstand setzt 
sich, wie Fig. 3 zeigt, aus einer 

Reihe anderer Widerstaénde zusammen. Ry 7 ist der Oberflachenwider- 
stand zwischen den Nadeln, wahrend der als variabel eingezeichnete 
Widerstand R; die durch den Steuerungsmechanismus, d.h. die lateral 
diffundierenden Ladungstrager (Defektelektronen fiir den N-Typ Tran- 
sistor) bedingten Leitwertschwankungen reprasentiert. Die Wider- 
stande Rj, und Ro sind Momentanwerte bzw. Arbeitspunktwerte der 
respektiven Sperrschichtwiderstaénde. Da der Nadelabstand hier in der 
GréBenordnung der Sperrschichtausdehnung ist, kann man mit einem 
gemeinsamen Bahnwiderstand rechnen. Klassisch ist R, = 0/4 >'7, 


bzw. @/4r fiir eine einzige Kontaktflache je Nadel (y = Kontaktradius, 
@ = spezifischer Widerstand des Materials). Wir bemerken nun, daB 
beim Germanium insbesondere die hiernach berechneten Werte viel hdher 
liegen als die aus der Kennlinie ermittelten Werte, ein Effekt, der 
bekanntlich auf Oberflaichenzustaénde zuriickzufiihren ist. Als Riick- 
wirkungsfaktor wird die GréBe: 


Rr fps Rr 
— p= 3} — = _—_— 8 
mit 
R= Rrkyr 
Ryr—Rr 


definiert. 
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Es ist von Bedeutung, daB y gréBer als 1 werden kann, und zwar 
auch fiir wachsenden Kollektorstrom. Messungen im Gebiet hoher Fre- 
quenzen (60 MHz) ergaben einen Abfall von y mit J, wachsend, wiihrend 
im Gebiet niederer Frequenzen (Tonfrequenz) ein Maximum, gréBer als 
1 durchschreitet, um erst bei gréBeren J,-Werten wieder abzufallen. 
Zunachst ist es verstandlich, daB mit wachsendem Kollektorstrom die 
Sperrschicht wachst (im klassischen Sinne, nach ScHoTTKy) um schlieB- 
lich in das Gebiet thermischer Emission einzumiinden, dessen Lage eine 
Funktion des spezifischen Widerstandes des Materials ist. Man miBt 
dann sozusagen mit der Sonde des Defektelektronenstromes der Emittor- 
seite die Ausdehnung der Kollektorsperrschicht. -Im Gebiet hoher Fre- 
quenzen, oberhalb der Frequenzgrenze (10 MHz), welche durch die Be- 
weglichkeiten , und yw, (der Elektronen und Defektelektronen) gegeben 
ist [/5], versagt diese ,,Defektelektronensonde“ und das Gebiet- des 
y-Anstiegs erscheint nicht, oder kaum. Man mit dann das frequenz- 
unabhangige Verhalten einer Widerstandskombination wie in Fig. 3, bei 
der durch Stromerhéhung in den Zweigen eine Abnahme von RF, erfolgt, 
da R; und Re mit wachsendem Strom fallen. Mit J, wachsend fallt 
y in jedem Falle, wie zu erwarten. Das Schema Fig. 3 kann mit den 
entsprechenden Rauschfaktorwerten versehen werden und auf dieser 
Basis kann eine Vorausberechnung der Empfindlichkeiten der méglichen 
Schaltanordnungen gemacht werden. Bei den Rauschmessungen hat 
sich gezeigt, daB R; eine besonders hohe Rauschtemperatur hat. Es 
ergeben sich dadurch Grenzen fiir die Verwendung bei der Verstarkung 
kleiner Signale. So ist z.B. im Falle des Empfangsgleichrichters die 
Rauschleistung gegeben durch: 

apRT] =14+ Pet 4br- ze (9) 


E 

(vgl. [10]). 

pre = Tz/T) = Rauschtemperatur des Emittorwiderstandes/Rauschtem- 
peratur eines Widerstandes auf Raumtemperatur, 

pr = Ty/Ty = Rauschfaktor des Querwiderstandes, 

R; und R; = Querwiderstand und Eingangswiderstand im Arbeits- 


punkt. 
Fiir eine genauere Darstellung miissen wir auf die Literatur [10] 
hinweisen. — Wir sehen also, daB der Hauptbeitrag zur resultierenden 


Rauschleistung vom 3.Glied der vorstehenden Gleichung stammt, also 
durch den Interaktionswiderstand gegeben ist. Macht man eine Rausch- 
messung im Gebiet von 60 MHz, so fallen die niederfrequenten Stér- 
erscheinungen fort und es bleiben die statistischen Schwankungen der 
elektronischen Prozesse. Insbesondere bei Messung zwischen den Nadeln 
(ohne Polarisation des Kristalls) werden die beiden Sperrschichten im 
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Gegensinn vom Strom durchflossen und man mibt daher auch in diesem 
Falle die statistischen Schwankungen, bedingt durch die Sperrschicht- 
interaktion. Ergebnisse solcher Messungen zeigen Fig. 4 und 5. Span- 
nungs- und Widerstandsverlauf sowie Stromverlauf I; sind aufgetragen. 
Dazu der Aquivalente Sattigungsstrom J,, aus dem #, der Rausch- 
temperaturfaktor, errechnet ist. 


10) 


mal a | mA 


08 


Fig. 4. Fig. 5. 
Fig. 4. Stromverlauf, Widerstandsverlauf, aquivalenter Sattigungsstrom Jg und Rauschfaktor p fiir den 
auBeren Interaktionswiderstand, Ry. Kristallkreis offen. 


Fig. 5. Dasselbe, jedoch in normaler Transistorschaltung. (Kristall als Basis.) 


c) Randschichtinteraktion und statistische Schwankungen. 

Im vorhergehenden haben wir erkannt, daB die Quelle des erhéhten 
Rauschens im Interaktionsmechanismus zu suchen ist. Anders ausge- 
driickt, wir haben es hier mit einem atomaren Diffusionsstrom zu tun 
(Lécherdiffusion), der in Wechselwirkung tritt mit dem normalen 
Schwankungsstrom einer Sperrschicht (Kollektorseite). J. M. RIcHARD- 
SON [20] hat kiirzlich eine lineare Theorie der Schwankungen entwickelt, 
die bei Diffusionsprozessen auftreten. 

Seine Behandlung ahnelt der unseren, da er ebenfalls von der Dif- 
fusionsgleichung (in drei Koordinaten) ausgeht: 

clr) _ D Fie, 1) +e,0). - (10) 
Hierin sind: /” = Raumkoordinate; D = Diffusionskonstante; ¢— 


Zeitkoordinate; g(7,t) = Quellfunktion fiir Schwankungserregungen; 
c(7, t) = Konzentrationsschwankungen. 
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RICHARDSON betrachtet die Frequenzabhangigkeit des Schwankungs- 
prozesses nur fiir kleine und konstante Aussteuerung. Fiir die Wider- 
standsschwankungen wird dabei eine lineare Funktion der Konzentra- 
tionsschwankungen c (7, t) angesetzt: 


R(t) = [ft (r) (7, t) ar. (14) 
dy = Volumelement im Koordinatenpunkt 7 des Volumens Absa 
mathematische Modell gilt hier nur fiir Kontakte zwischen relativ groBen 
Oberflachen und man muB eine Diffusion von Molekiilen oder Ionen in 
der Oberflachenschicht zulassen. 

Wir gehen zur Berechnung des Interaktionsrauschens einen etwas 
allgemeineren Weg, indem wir das Verteilungsgesetz fiir die Schwan- 
kungen bei Interaktion berechnen. Oder genauer, wir suchen die Wahr- 
scheinlichkeitsverteilung im Falle der Steuerung einer Rauschquelle 
Gaussscher Verteilung durch einen atomaren Diffusionsstrom. Die 
Methode hat gewisse Ahnlichkeit mit der Behandlung des Generator- 
rauschens durch BERSTEIN [21]. 

Die in der Literatur als EINSTEIN-FOKKERsche, oder EINSTEIN- 
PrLancksche Gleichung bekannte Darstellung ist der angepaBte Aus- 
druck fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte im Falle skleronomer System- 
bedingungen. Wir wollen hier zundchst, ohne auf die mathematische 
Herleitung fiir unser System einzugehen (s. dazu Anhang) folgende An- 
nahmen machen: 

Der Diffusionsstrom der Defektelektronen, oder, im Falle der P-Lei- 
tung, der Elektronen, der sich in lateraler Richtung (R,) bewegt, unter- 
liegt der raum-zeitlichen Diffusionsgleichung: 

any, 


eS div D grad n,. (42) 


n,, = Dichte der Defektelektronen (N-Typ); D = Diffusionskoeffizient ; 
Be LEI. 

Diese Systembedingungen sind also skleronom. Die Anwendung der 
- EInsTEIN-FOKKER-PLANCKschen Gleichung auf Systeme dieser Art ist 
uns aus der Literatur bereits bekannt. So haben KHINTCHINE [23], 
KotmocororrF [24] und PontRJAGIN [25] bereits kontinuierliche, sto- 
chastische Prozesse mittels symbolischer Gleichungen behandelt. 

Die raum-zeitliche Diffusionsgleichung [12] ist identisch mit der 
von HERRING [26] auf den Transistor angewandten Gleichung fir den 
Loécherdiffusionsstrom bei verschwindender Rekombination: 

én aD an, 
OP ma (GE py) GP (13) 
jt, = Locherbeweglichkeit; E = elektrische Feldstaérke; + = Raum- 


koordinate; ¢ = Zeitkoordinate. 
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Fiir einen konstanten Diffusionskoeffizienten und einen eindimen- 
sionalen ProzeB wird (13) zu: 


On, =a a & 
Brot See (E (1, ) - (14) 
Aus der Integration: 
| ON eee [> dx 
ot i oe OL. 
folgt: 
OUn agen’ 
Bio ye Ny (15) 


Gl. (145) wird nun als Systembedingung aufgefaBt fiir eine stationdre 
Differentialgleichung der Wahrscheinlichkeitsdichte : 


pede es 

a — <n (2,8) = 4 (2). (16) 
GemaB Gl. (16) fiihren wir fiir die rechte Seite eine Funktion x(x) ein, 
die fiir ein bestimmtes Zeitmoment ¢ den Vorgang beschreibt. Die Wahr- 
scheinlichkeitsdichte /(,) eines Systems dieser Art errechnet sich dann 
aus der speziellen ,, EINSTEIN-FOKKER-PLANCK“‘-Gleichung: 


d d ad? 
Lon) 4 Fy (x) + f(y) = 2 d(x) (17) 
Mit: 
b(x) = lim &/rt = Dispersionsintensitat, 
€ = Schwankungsamplitude des Phasenpunktes, 
t = Schwankungsintervall. 


Fiir den stationaren Fall (f(,) unabhangig von ¢) wird (17) zu Gl. (18): 
é Ag aC) 

By el) Flu) — 5 Ze (BLA) Flom) ]} = 0. (18) 

Die stationare Wahrscheinlichkeitsverteilung ist eine nichtnegative und 


normalisierte Lésung der Differentialgleichung (18). Im allgemeinen Fall 
ist eine Existenz der stationaren Lésung méglich, wenn: 


ane! > bx) 0 S05 
b) x(x) negativ fiir geniigend groBe Werte +x, 
positiv ftir geniigend groBe Werte —x 


und in beiden Fallen modulo gré8er als eine bestimmte Konstante g >0 
(vgl. [25]). 

Setzt man, dem diskontinuierlichen Charakter entsprechend, fiir x (x) 
ein STIELTJESsches Integral an, so kann man also von der Gleichung 
ausgehen: 


Of (1) 1 a 
(x) “EO + 2 (x) LGW — 9. (19) 
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_ Wir setzen zunichst Shin) -=M und losen die Gleichung: 


oM 2 


Ge Baye M0; (20) 
; M, = ¢(x) e—°™), (21) 
Hier ist: ‘ 
| we 2EN 


das STIELTJEssche Integral fiir die Seeeetistiies, Schwankungen é 

der Raumkoordinate x. Die allgemeine Lésung findet man bekanntlich 

durch Konstantenvariation nach LAGRANGE. Charakteristische Glei- 
ung ist: 


o' (x) — 9" (x) C(x) + 5 x (2) C(x) =0. (23) 
Also: 
f [r@-sexole 
C(x) = Kied E (24) 
=f 224s 
pry Sen Car ans (25) 
Daraus folgt als Lésung fiir (19). 
= FD se. papeeey ana 
, was | 
ie iim) =SMadeaK, | dE+C’. (26) 


Betrachtet man einen K inatenpur _ 
eee 
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Setzt man nun fiir y[,,(x)] wieder eine GAusssche Verteilung an: 


Cn; 


yy lw Ay ee / C ee VOW: 30) 
zim@l=|arp,? > (30) 
so erhalt man als Verteilungsgesetz: 
Nh Nh Cry 
pe 6 i 3G 2D x 
~ 2D : | 2nDx © ote, 
f(n,) =C+K Je 0 Avy, (31) 


0 


wo fiir die Dispersionsintensitat b(x) = const = 2D gesetzt ist. Also 
1aBt sich gemaB (31) die Wahrscheinlichkeitsdichte in der Form schreiben: 
k 2 
~ 2Dx"h 
t(n,) = K e- © (32) 
In dieser Form ist die Wahrscheinlichkeitsdichte interpretierbar als 
Exponentialausdruck einer Rauschspannung, denn da der Exponent 
wieder eine GAusssche Funktion ist, so folgt: 


U2 ew Kk eXvV*, (33) 


= Rauschspannungsquadrat; « und K = Konstante; V = Rausch- 
spannung (der steuernden Seite). 

Nun ist die Rauschspannung der steuernden Seite ja durch die Aus- 
steuerung der Randschicht des Halbleiters gegeben. Fiir diese gilt in 
erster Naherung: 

u=ART Af R,+ 2e1,Aj-F*- R?, (34) 
und iir Rz=R, ist: 
uz w~ Ra(4kT Af + 2e Ui Af F?) 
(fiir die genaue Ableitung siehe [9], S.370ff.) Hierin sind: 


k = BoLtzMannsche Konstante, 
T = absolute Temperatur, 
A} = Bandbreite, 
R, = Klemmwiderstand des Detektors, 
I, = Strom durch die Randschicht, 
e = Elementarladung, 
fF? — Rauschfaktor (zum Schrotrauschen), 
U, = Klemmspannung. 


Der Rauschspannungsquadrat kann also angendhert der Aussteuer- 
spannung proportional gesetzt werden. 
Demnach gilt nach Gl. (33): 


ue w K e*Ua, (35) 
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Hiernach ist die starke Rauschzunahme bei starker Aussteuerung des 
Transistors erklarbar. Das exponentielle Anwachsen des Rauschspan- 
nungsquadrates scheint uns typisch zu sein fiir alle Falle der Wechsel- 
wirkung (Interaktion) von Rauschquellen. Man kann diesen Mechanis- 
mus mit demjenigen vergleichen, wie er z.B. bei der Elektronen-Wellen- 
Rohre vorliegt [27]. 

Man erhalt dort fiir die Verstarkung auf Grund der Interaktion zweier 
Elektronenbiindel: 


N, i Os Ae (36) 


N, = Leistung in der Entfernung z von den Kathoden; C = Konstante: 
N, = Leistung am Orte 0; y = Ausbreitungskonstante. 

Die Koordinate z tritt hier an Stelle der Aussteuerungsspannung U 
in Gl. (35). So wie in (35) die Aussteuerung exponentiell in die Rausch- 
spannung eingeht, so erhdht sich hier die Leistung exponentiell mit der 
Intensitat der Interaktion, gegeben durch die Dauer der Einwirkung, 
oder die Koordinate z in (36). Dieser Mechanismus der Entstehung einer 
erhohten Rauschleistung auf Grund der Interaktion von Schwankungs- 
strémen ist auch in Erwagung zu ziehen, wenn es sich um die Erklarung 
kosmischer Rauschtemperaturen handelt. Zieht man z.B. aus den Inten- 
sitatsmessungen der galaktischen Strahlung den einfachen SchluB, daB 
das als schwarzer K6rper gedachte, emittierende Gas also eine Tempe- 
ratur von 10* bis 10° °K haben muB [31], so ist dieser Befund jedoch 
mit anderen Tatsachen unvereinbar. Solch hohe Elektronentempera- 
turen sind aber durchaus erklarbar, wenn sie durch Interaktionseffekte, 
_ ahniich den hier besprochenen, erzeugt werden, wobei eine Ausstrahlung 
aus verschiedenen galaktischen Bereichen (Quellen) niederer Temperatur 
angenommen werden kann. Unser Mechanismus erklart leicht einen 
Faktor 10? bis 10?. — Beim Transistor tritt dieses Rauschen bei Messung 
im Tonfrequenzgebiet erst in Bereichen starker Aussteuerung aus dem 
Flicker-Rauschen heraus. Dagegen ist es bei 60 MHz gut zu messen. 
Das Resultat von Messungen des Rauschens des Transfer- oder Inter- 
aktionswiderstandes (zwischen den Nadeln, Kristall offen) zeigt Fig. 4. 
Dort ist der Verlauf des Interaktionsstromes J; gegen die Spannung U; 
(zwischen den Nadelelektroden) aufgetragen. Dazu findet man den 
aquivalenten Sattigungsstrom I, der Vergleichsrauschdiode und schlieB- 
lich den Widerstandsverlauf R; sowie den errechneten Rauschfaktor p,. 

Fig. 5 stellt dasselbe dar, jedoch fiir den Fall der normalen Tran- 
sistorschaltung. In diesem Falle ist J; ein Differenzstrom und die Rausch- 
faktorwerte liegen hdher, da getrennte Emittor- und Kollektorstréme 
flieBen. 

Man kann nun in ganz allgemeiner Weise den Rauschfaktor des 
Interaktionswiderstandes ausdriicken, wie es fiir Halbleiter bereits 
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eingefiihrt wurde [7], [9]: 


p=1+20|I|Rr-F?. (37) | 


. 


Wir erinnern daran, daB fiir den Fall des starker ausgesteuerten Detek-_ 


tors F2=U* gesetzt wurde. Hier miissen wir also gema4B unserer ‘Ab- 
leitung F2 durch e*” mit U = Aussteuerspannung, ersetzen. 
Das heiBt: 
A Semis (38) 


__ log (p — 1) — log 20 |I| Rr 
i‘. 0,43-U 


(39) 


Man kann also « aus den gemessenen p-Werten berechnen, wenn Aus- 
steuerung, Strom und Widerstand bekannt sind. Das Resultat ist z. B. 
fiir den Fall der Fig. 5 in Tabelle1 


UGA’ dargestellt. « zeigt keinen Gang 


U (Volt) p ot und keine systematische Streu- 
7 pes. sal) fell ee hs) becung) kann alsoinnerhalbiderMets 
Z ne cee genauigkeit als Konstante an- 
4 130 0,18 gesehen werden, wie iwbrigens 
5 180 0,15 ¢ 0,14+0,04 weitere MeBresultate bewiesen. 
: a his Das erhdhte Rauschen des In- 
8 330 0,12 ] teraktionswiderstandes nach (35) 


fiihrt also zu den hohen Rausch- 
faktorwerten, wie sie auch auf der Kollektorseite auftreten (vgl. [/0]). 


Beim Schichttransistor (SHOCKLEY [/6] und Phys. Rev. 83, No. 1, 151) 


kann man das durch den Stromengemechanismus der Randschichten 
mit Nadelkontakten begiinstigte FLickER-Rauschen vermeiden bzw. 
abschwichen, so da8 nur noch das Interaktionsrauschen von Diffusions- 
stré6men in dem dargelegten Sinne iibrigbleibt. Die Rauschstréme sind 
dann also auch im Bereich der Tonfrequenzen durch diesen Mechanis- 
mus bestimmt. 

Die Rauschabstandswerte von 10 bis 20db, welche SHOCKLEY an- 
gibt, sind fiir kleine Aussteuerspannungen (0,1 V) gemessen. Da die 
Aussteuerspannung in unserer Formel im Exponenten eingeht, hat man 
stets ein Interesse daran, die Transistor-Randschichten bei kleinster 
Aussteuerung zu betreiben. 

Die GesetzmaBigkeiten lieBen sich erst genauer priifen, wenn auch 
fir den N-P-Transistor Rauschmessungen mit variierten Potentialen 
vorlagen, was noch nicht der Fall ist?. 


1 Anmerkung tei der Korrektur: WALLACE und PrrTENPoL geben in Bell. 
Syst. Techn. J. 30, Nr. 3, 562 (1951) ein Mefresultat fiir den Schichttransistor 
wieder, das die Abhangigkeit ‘der Rauschleistung von der Aussteuerung der 
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Sicher kann man aber im Falle des N-P-Transistors die Rausch- 
; abstandswerte von immerhin 10 bis 20 db nicht durch FLickEr-Rauschen 
-erklaren, zumal im Gebiet so geringer Aussteuerung der Sperrschichten. 


Anhang. 


Ableitung der », EINSTEIN-FOKKER-PLANCK‘*-Gleichung fiir ein skleronomes 

System der Form: 

On; (x,t c 

- see =——4(x, 2). (16) 
Der Schwankungsproze8 werde als kontinuierlich und stochastisch (im Sinne von 
KormocororF [23]) aufgefaBt. 

Nach (16) ist die Dichtevariation der Partikel (Elektronen oder Defektelek- 
tronen) mit der Zeit proportional der Zahl an der Stelle x zur Zeit ¢. Mit anderen 
Worten, das rechte Glied der Gl. (16) kann als Zwangsglied betrachtet werden, wobei 
die Gleichung nur erfiillbar ist in den Grenzen der Wahrscheinlichkeit, die dafiir 
besteht, daB man zur Zeit# am Ort ¥ eine Partikel antrifft, wenn das System 
unregelmaBigen Stérungen ausgesetzt ist (thermischer Art z.B.). 

Das Mittel der Schwankungsamplitude @ ist Null. Dagegen hat gq? einen be- 
stimmten Wert. Das Verteilungsgesetz f(,) bzw. f(*) gibt zur Zeit ¢ die Zahl 
} (*) dx der Teilchen, fiir die dieser Parameter einen Wert zwischen ¥ und ++ dx hat. 

Wir unterstellen zunachst eine stationare Verteilung, d.h. die Anzahl der Teil- 
chen ist gleich der Zahl der Teilchen, die sich im Zeitmoment ¢+ 7 (t unendlich 
kleine Zeitspanne) im Intervall (x, x -+d¥x) befinden. Betrachtet man den Vorgang 
auBerdem als gedampft (z.B. durch Reibung), so daB der Bewegungsparameter 
um eine Grd8e g(*) vermindert wird, so entsteht eine Verkleinerung g(x) -t der 
Bewegung aller Teilchen wahrend der Zeit t. Die Gré8e g(x) kann von beliebiger 
Art sein. 

Anderseits sorgt der SchwankungsprozeB fiir eine Erhéhung € des Bewegungs- 
parameters, x, infolge von thermischer Energie, Einstrahlung, Potentialdifferenz usw. 

€ yon dem man nur das arithmetische Mittel € oder  kennt, kann noch von 
der Art der Bewegung abhangen. Das heiBt, wenn die Bewegung eines Teilchens 
durch den Parameter ¥ charakterisiert ist, so hangt die Wahrscheinlichkeit ® (&) d& 
einer Erhéhung von ¥ zwischen £ und + d& im Intervall t noch von dem urspriing- 
lichen Wert von ¥ ab. Die exakte Form von @(E) ist unbekannt. Man kennt nur: 


+oo +0co = +00 oe 
f G(§ dé=1, fE@Qde=E, ff POE) dE= 2. (40) 


H. A. Lorentz [28] hat gezeigt, daB die Gleichung fiir die Wahrscheinlichkeits- 
dichte f(x) dann die Form hat: 

| Ox 
= ist die Verteilung {(%) stationar, d.h. die Anzahl der Partikel in jedem 


Intervall (¥, x +d) bleibt konstant. Fiihrt man die Integration durch, so hat 
man eine Gleichung, die ausdriickt, daB die Teilchenmenge, deren Parameter im 


ieee 


Foy UF |=0. (41) 


f(x) g(#)t—t(#) EF 


-Kollektorseite zeigt. Im Bereich normaler Aussteuerung (bis etwa Ve=10'V) 
ist der Verlauf dem hier angegebenen Gesetz entsprechend (linear bei Auftragung 
von y2 in Dezibel gegen V,). — Bei gréBeren V,-Werten reprasentiert schlieBlich V, 
‘nicht mehr die fiir die Interaktionszone giiltige Spannung. (Rekombination 1) 
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einen oder anderen Sinne von ¥ abweicht, eine Konstante, bzw. in diesem Falle 


gleich Null ist. a 
Man findet Gl. (41) in der Diffusionstheorie durch einen allgemeinen Vorgang 
der Entwicklung des Produktes zweier Wahrscheinlichkeiten. Die Wahrscheinlich- 
keitsdichte der Summe x= 4%’+6&, deren Einzelwahrscheinlichkeiten unabhangig 
sind, kann dargestellt werden durch: 


-++00 : 

w(x;t+t)= f w(x;2) (958) a3 (42) 

(vgl. [29], [30]). —oo : 
In unserem Falle: 


+00 
w(a;t+rt)= f w[x—é+f(*)-7,t)0[~—€+7-¢(4); 8] dé. (43) 


f(x)> t = Verlustfunktion (Reibung); € = Nemniebennd von x wahrend des ae 
valls t (auBere Krafte). 
Nun entwickelt man die Funktion: F 
Flv—&+7%°8(#);¢; €) : 
in eine TayLor-Reihe nach den kleinen GréBen: + 7-g(¥) und erhalt: 
Flx—§+7-¢(), 6, t] 
nae fries ie 


= F(x, €,t) — [Eee (a) a Mable | 
Also ist: ; : 
00 +00 : a ven a 
fee ee f woos ag— ae sotegets tea Sabie 


=60. —oo 


ew SEE ES e (2) feacte #) v(x, 6) Bas <a f 


ee 
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Im eindimensionalen Fall kann man daraus alle in der Literatur vorkommenden 
, EINSTEIN-FOKKER-PLANCkKschen‘ Gleichungen ableiten. Im stationaren Fall 


w(x, t)=w(*) und wenn man nun noch das Reibungsglied t + g(*) vernachlassigt, 
kommt man zu der Gleichung: 


Oia ebs Fart ie . : 
2 tate 1 2 toot} ao 8 


die mit Gl. (18) tibereinstimmt. € entspricht y (*) und F der Dispersionsintensitat b (x). 
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Dipol- und Quadrupolstrahlungsfelder 
in nichtkubischen Kristallen* 
Von 
K. H. HELLWEGE. 
Mit 5 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 11. September 1951.) 


Die Strahlungsfelder fiir Dipol- und Quadrupolstrahlung in nichtkubischen Kri- 
stallen werden abgeleitet. Die Symmetrie des Dipolstrahlungsfeldes ist in Kri- 
stallen der Zahligkeit p < 2 ebenfalls p-zahlig, bei hoheren Zahligkeiten der Kristall- 
achse aber rotationssymmetrisch. Die Symmetrie des Quadrupolstrahlungsfeldes 
ist in Kristallen der Zahligkeit p < 4 ebenfalls p-zahlig und erst bei noch hcheren 
Zahligkeiten der Kristallachse rotationssymmetrisch. Es werden Experimente zur 
Trennung von elektrischer Dipolstrahlung, magnetischer Dipolstrahlung und 
elektrischer Quadrupolstrahlung, sowie ein wahrscheinlicher Fall von Quadrupol- 
strahlung angegeben. 


I. Einlettung. 

In einer friiheren Arbeit [/] ist das Quadrupolstrahlungsfeld von 
Atomen oder Atomionen untersucht worden, die sich auf Gitterplatzen 
kubischer Punktsymmetrie im Innern eines kubischen Einkristalles be- 
finden. Diese Untersuchung wird jetzt auf nichtkubische Symmetrien 
ausgedehnt. Im Gegensatz zum kubischen Fall lassen sich in den nicht- 
kubischen Kristallen die Eigenschaften des Quadrupolstrahlungsfeldes 
in ziemlich allgemeiner Weise tibersehen, so daB spezielle Falle nur als 
erlauternde Beispiele durchgerechnet werden. Zum Schlu8 wird das 
Quadrupolstrahlungsfeld mit dem Dipolstrahlungsfeld verglichen. 


IT. Das Quadrupolstrahlungsfeld. 
Fiir einen Ubergang vom Zustand U; zum Zustand U,+ wird nach 
RusBinowicz [2], [3] das Quadrupolstrahlungsfeld gegeben durch 


1 9 sin 2a ' 
= cobb a COS. th) as 
| Q_¢ $cOSa~—1 t = 


1 . 
++ Q,2¢%°(—8 cosa—i ry 


+ Q_,e7'? (8sina + 7 pcos 2a) 
+ Q,,e7'? (—8sin «+ 7 pcos 2a) 
+ Qo:ipsin 2a. | 

* Vorgetragen auf der Physiker-Tagung in ‘Braunschweig am 24. April 1951. 


t Die Bezeichnung der Richtung des strahlenden Ubergangs, d.h. letztlich die 
Phasenwahl bei den Zustanden, ist hier dieselbe wie bei RuBINowIcz. 


sin a, 


C=E,8+E,p=F(r) (1). 
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Diese Gleichung stimmt iiberein mit Gl. (24) der Arbeit [7], und: die 
Zeichen haben die dort angegebene Bedeutung. Neu eingefiihrt ist nur 
die Kennzeichnung der Matrixelemente des elektrischen Quadrupol- 
moments 


Or. = (U; | Q(xiy2| U,) | 
Ori = (U;|Q2(eziy | U) (2) 
Qo = (U;|Qs—3 (<—19y (x +89) | Uh) | 


durch die Indizes auf der linken Seite, deren Bedeutung sich an Hand 
der Auswahlregeln schnell ergibt. 

Die Auswahlregeln fiir den ZEEMAN-Effekt, d.h. fiir ein rotations- 
symmetrisches Storfeld (Grenzfall p= oo, = Zahligkeit der Symmetrie- 
hauptachse) sind von Rusinowicz [2] angegeben worden. In diesem 
Grenzfall (vgl. [4]) sind die U; die y;,,, wobei J den Betrag, die magne- 
tische Quantenzahl M die z-Komponente des Drehimpulses mibt, und 
es verschwinden alle Matrixelemente, die nicht mindestens den Auswahl- 
regeln 


AJ =j,—J;=0, +1, +2 3) 
AM =M,—M,=0, +1,+2 
geniigen. Die Werte fir die einzelnen Ubergange sind! 

kJ: : | 

q=2=2 TEM JEM—-1)TFM+1T FM +2)-B | 

qx1 = (2M F1 ptlge eldaetad f)% 

Jo = (3M?—J J + 14)) 

ene at dees 

q2= FVT EMU EM—1)\J £M—2(0 FM +1) Ba nm 


gi =4 J FM 41) VFEMJEM-1)-B, 
EM He —M?)-B., 

qx2 = VJ EM) JEM—-1)\JEM—2)\J4M—3)-B_2 
qui = FV (PP— M4) (JEM—1)\ JEM —2)B_a 

go = $V? -—M?) (J — 12 -M) - Bs. 


Dabei sind die B_,, B_,, By Konstanten, die noch von J, aber nicht 
mehr von M abhangen, und in -sinngemaBer Spezialisierung von (2) 


1 Die Bezeichnung der Richtung des strahlenden Ubergangs, d.h. letztlich die 
Phasenwahl bei den Zustanden, ist hier diesélbe wie bei RUBINOWICZ. 


Gf 
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bedeuten! z.B. bei /> J —1 

q+2 = (Wy [Owain | Ps—1, m2) - (5) 
Die Indizes auf den linken Seiten von (4) geben also die Werte von AM 
an. Die Matrixelemente fiir die Uberginge J>J+1 und J+J+2 
lassen sich, da es sich um HERmitTEsche Matrizen handelt, aus den ange- 
schriebenen leicht ableiten. 

Die Auswahlregeln fiir die Quadrupolstrahlung in einem beliebigen 
Kristallfeld sind bereits friiher angegeben worden [5]. Wir werden hier- 
auf und auf die Bedeutung der Indizes auf den linken Seiten der Gl. (2) 
im -nachsten Abschnitt zuriickkommen. 

Die Intensitaten in den beiden Schwingungsrichtungen parallel $ 


und parallel » sind nach (1) in jedem Fall proportional zu 
S E,E ) 


|Fe BF 
= 10-2 Os +02 Os) costa + (040%: + Orr Oh) sin? a— 
(Q420*,e4#” + konj.) cos?a—(Q,,0*, e24% + konj.) sinta— > (6) 


——[(0 120%, + Quy O*,) 4% + konj.] sin « cos 0b 


2 
+ 5[(0420% + O-1 0%») ef” + konj.] sin « cos a, 


*k 
Sp ees 


[FP Pi eRe 
= 10008 + ¢(Q120%2 + O-20*,)| sin? 20 + 
+ (041071 + Q_1 0%) cos?20 + <4 (O4..Q0*, e649 + konj.) sin? 2« — 


a = [(Q20%1 + O11 Q*s) 8! + konj.] sin 2a cos 2a + 


+ (0,,0%*, e'? + konj.) cos? 2a — 


— + [(Q42Q# + Qo Q*s) 2” + konj.] sin® 20 + 


1 


+] (Q> Q0*,+ 010%) ?— (040% s+-Ouls Q*,)e’?+konj.|/sin 2% cos2a. 


An Hand dieser Intensitatsformeln laBt sich die Richtungsverteilung der 
Strahlung, d.h. die Symmetrie des Strahlungsfeldes leicht iibersehen, 


—_— - — 


1 Der Buchstabe Q bezieht sich auf Quadrupoliibergange zwischen Kristall- 
‘zustanden U;,, der Buchstabe g auf Quadrupoliibergange zwischen Zustanden wry, 
des freien Atoms. ‘ : 
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sobald man die Zustinde U, im Kristall kennt und mit ihnen die Matrix- 
elemente (2) berechnet. 

Wir bestimmen die Zustande zunachst im Fall der rein zyklischen 
Punktsymmetrien. 


III. Das Quadrupolstrahlungsfeld im Kristall der Symmetrie C,. 


Wir entwickeln die Zustande U;im Kristall nach allen Zustanden Wr 
des freien Ions: 


Foca 
U;= 24 > ai ou YM: (8) 
IM 
Dabei verlangt die Existenz der #-zahligen Deckachse! nach [4] das 
Verschwinden aller Glieder mit Ausnahme derjenigen mit 


M=w (mod). (9) 


Das heifBt es kommen nur solche M-Werte in der Reihe (8) vor, die je- 
weils um die Zahligkeit £ auseinanderliegen. yw ist der am dichtesten 
bei Null liegende, nach (9) erlaubte M- 

Wert, also bei gerader Elektronenzahl Re ney od ee 
ganzzahlig, bei ungerader Elektronenzahl ee pee: J a eroes 
halbzahlig. Die Bedeutung von (9) l4Bt — ,=1 im areizahligen Kristallfeld (p = 3). 
sich in sehr niitzlicher Weise nach Art 

der Fig. 1 anschaulich machen, indem man die nach (9) erlaubten M-Werte 
auf der M-Achse durch Kreise kenntlich macht. Die héchsten und nied- 
rigsten vorkommenden M-Werte hangen dabei von dem gré8ten in (8) 
noch mit merklichem Faktor auftretenden /-Wert ab, sind prinzipiell 
aber +co. Dabei kann man gleich den gelegentlich niitzlichen Spezial- 
fall der nullten Naherung zeichnen, bei der die Reihe (8) nur tiber die 
(2J/ +1) allein durch —J<M<-+/ unterschiedenen Zustande geht, 
die zu dem festen J-Wert des bei verschwindendem Kristallfeld er- 


reichten Atomterms gehoren: 


M 


sal 
U;7= Dd) UM YPyu- (10) 
M=J 


Mittels Gl. (8) lassen sich die Matrixelemente Q4, [Gl. (2)] der Kristall- 
iibergange auf die Matrixelemente 4, [Gl. (4)] umrechnen, wobei der 
Index einen der Werte 4M =0, +1, +2 hat: 


Qaim => aie &% yu dam (M'; J’, J). (11) 
LDU AE 


Es ist also Q,,, dann und nur dann von Null verschieden, wenn rechts 
mindestens ein g4, nicht verschwindet, d.h. wenn in dem Zustand U,; 


1 Alle Aussagen in dieser Arbeit iiber Symmetrie beziehen sich auf die Punkt- 
symmetrie am Ort des strahlenden Ions, d.h. auf die Symmetrie des auf die Leucht- 
elektronen wirkenden Kristallfeldes. 5 
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mindestens ein Zustand p; y, und in U, mindestens ein w ju Vorkommt, 
so daB ein Ubergang mit 4M nach (4) erlaubt ist. Die Indizes AM an 
den Matrixelementen Gl. (2) fiir Ubergainge zwischen zwei Kristallzu- 
stinden bedeuten umgekehrt nichts anderes, als daB in diesen Ubergangen 
nur solche ,,Teiliiberginge‘‘ im Sinn von Gl. (41) enthalten sind, bei 
denen sich die magnetische Quantenzahl M um genau den Wert 4M 
andert. Die Verhiltnisse lassen sich am leichtesten graphisch tibersehen. 
Fig. 2 gibt als Beispiel den Ubergang von U; (w= -+-1) nach U, (i= —4) 
im dreizdhligen Kristallfeld. Die erlaubten Ubergange?, d.h. die nicht 
verschwindenden g4, sind eingezeichnet. Wie man sieht, ist nach (11) 
sowohl Q_,=-0, da sich Teiliibergainge einzeichnen lassen, die zwei 
Schritte nach links gehen, als auch Q.,==0, da Teiliibergange mit 
einem Schritt nach rechts méglich sind. 


Uy Heil , é ; Be : : 
peti e rE 7 M Dies gleichzeitige Nichtverschwinden von 
7 “A 7 . 

UR Z 4 4 mehr als einem der Matrixelemente (2) 
a : M . . . os . ‘oa - 
fo Nd oe ist charakteristisch fiir die Ubergiange 
Fig. 2. Uberpang w= +-1—>u=—1,d.h. : ie f 3 
Aq =1 (mod. >), im dreizahligen Kristal. | 2WiSschen Kristallzustanden, wahrend bei 


feld. Ausgezogene Uberginge: Q4.+0, einem Ubergang zwischen zwei Zustan- 

tdeacl ign cc sans den ;,,, also z.B. beim ZEEMAN-Effekt 
von Quadrupollinien [2], jeweils nur eines der Matrixelemente (4) von 
Null verschieden sein kann. 

Ubrigens ergibt sich aus Fig.2 auch, daB es fiir die Ubergainge nur 
auf die velative Lage der Kreise auf den beiden Geraden, d.h. nur auf 
die Differenz 4 ankommt. Dem entsprechen die friither [5] abgeleiteten 
Auswahlregeln 

Au =0,+1,+2(mod?). (12) 


Diese Tatsache hat folgende Konsequenz fiir die Symmetrie des 
Quadrupol-Strahlungsfeldes: 


Solange ur ein Matrixelement von Null verschieden ist und alle 
anderen verschwinden, verschwinden in den Intensitatsformeln (6) 
und (7) offenbar alle Glieder, die von w abhangen, da sie Produkte von 
zwei verschiedenen Matrixelementen enthalten. Das Strahlungsfeld 
hadngt also nicht von @ ab, sondern ist rotationssymmetrisch, z.B. um 
die Magnetfeldachse beim’ ZEEMAN-Effekt, wie es sein muB. Sind aber 
mehrere Matrixelemente zugleich von Null verschieden, so kénnen auch 
Glieder von Null verschieden sein, die von y wie cos p, cos29, cos 3 g und — 
cos4m abhangen, d.h. um die Hauptachse des Kristallfeldes eins-, zwei-, 
drei- und vierzahlige Symmetrie haben. Dabei kommt eine bestimmte 
Zahligkeit dann und nur dann vor, wenn zwei Matrixelemente gleichzeitig 


1 Erlaubt nach der J M-Regel (3), die Erfiilltheit der AJ-Regel (3) wird still- 
schweigend vorausgesetzt, da nach (8) zu jedem M-Wert Zustande Yym mit allen 
J-Werten vorkommen. (Der Kristall stellt Bedingungen nur fiir M, nicht fiir J!) 
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von Null verschieden sind, deren Indizes gerade um die betreffende 
Zahlgkeit differieren. 

Die méglichen Falle lassen sich an Hand der Tabelle 1 leicht iiber- 
sehen. Spalte 1 gibt die Zahligkeit p des Kristallfeldes, Spalte 2 die in 
derartigen Feldern nach [4] méglichen Ubergiinge in der Bezeichnung 


Tabelle 1. Sivahlende Ubergiinge in Kristallen. 


5 6 
Quadrupolstrahlung Dipolstraklung 
latrixelemente, Zahligkeiten_\Matrixelemente | Zéhligkerten 


S§:00,2 
4. fr |p:00,2, 


fo 
ow 


1 
P Au Bild des Uberganges 


+0 4+ 0 4-040 


O—+—O—+—O-—_+ 0+ 


U; 44-0 +++ 4 
eee ee ee M 9-1,9s2 


der Gl. (12) (s. [4]) und Spalte 3 die graphische Darstellung gemaB Fig.2 
der beiden an dem Ubergang beteiligten Kristallzustinde. Aus dieser 
Darstellung 1aB8t sich mit einem Blick ablesen, ob Ubergdnge mit einem 
der nach (3) erlaubten Werte 4M =0, +1, +2 eingezeichnet werden 
kénnen, d.h. welche der Matrixelemente Qy, 0.1, 042 von Null verschie- 
den sein kénnen (Spalte 4). Hieraus wieder ergibt sich das Verschwinden 
oder Nichtverschwinden der einzelnen Glieder in den Intensitatsfor- 
meln (6) und (7). Zum Beispiel ist in dem schon in Fig. 2 dargestellten 
Fall p=3, Au=—2 [d.h. Au = +1 (mod p), wie schon in Spalte 2 in 
Ubereinstimmung mit Gl. (12) geschrieben ist], sowohl Q_,=- 0 wie 
0.4 0, d.h. in Gl. (6) und in Gl. (7) kommen Glieder (,,Teilstrahlungs- 
felder‘‘) mit den Zahligkeiten oo und 3 vor, das gesamte Quadrupoi- 
strahlungsfeld ist also nicht rotationssymmetrisch, sondern dreizahlig. 
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Die Zahligkeiten der einzelnen ,,Teilstrahlungsfelder“ sind in Spalte 5 
zusammengestellt, und zwar getrennt fiir die senkrecht (S,) und parallel 
(S,) zum Meridian? schwingende Welle. Auf die Spalten 6 und 7 wird 
in Ziffer VII eingegangen. 

Aus der Tabelle ergibt sich folgende allgemeine Gesetzlichkeit: Das 
Quadrupolstrahlungsfeld ist bei # = 6 (hexagonale Kristalle) um die Kri- 
stallachse rotationssymmetrisch, in Ubereinstimmung mit der optischen 
Symmetrie derartiger Kristalle nach der gewéhnlichen Kristalloptik. Bei 
p=4 (tetragonale Kristalle) dagegen ist es rotationssymmetrisch oder 
vierzahlig, bei p = 3 (trigonale Kristalle) rotationssymmetrisch oder dret- 
zahlig, bei =2 (monokline Kristalle zwei- oder vierzdhlig, bei p=1 
(trikline Kristalle) e¢nszdhlig. In all diesen Fallen ist also (mit Ausnahme 
von p = 2) die Symmetrie, soweit es sich um die p-Abhangigkeit handelt, 
niedriger als die gewOhnliche optische Symmetrie. 

Besondere Aufmerksamkeit verdient der Fall einer ungeradzihligen 
Symmetrie des Strahlungsfeldes, da hier der Verdacht bestehen kénnte, 
daB die Strahlung in Richtung und Gegenrichtung nicht gleich stark 
ist, d.h. eine entsprechend geschnittene Platte verschieden stark absor- 
biert, je nachdem ob man sie von vorn oder hinten durchstrahlt. Jedoch 
wird diese Schwierigkeit in allen Fallen durch die Form, in der die Gl. (6) 
und (7) von « abhangen, wieder behoben. Ist naémlich eine Strahlrichtung 
durch die Winkel « und m gegeben, so geben —a« und y+z die Gegen- 
richtung, und man tiberzeugt sich leicht, daB sich die Gla. (6) und (7) 
beim Ubergang zur Gegenrichtung nicht andern. Das bedeutet speziell, 
daB alle Strahlungsteilfelder ungerader Zahligkeit in der Aquatorebene 
(x0) verschwinden: in der Aquatorebene ist das Strahlungsfeld rota- 
tionssymmetrisch oder geradezihlig. 

Da das Gesamtstrahlungsfeld die Uberlagerung aller Teilstrahlungs- 
felder beider Polarisationsrichtungen darstellt, ist seine Zahligkeit um 
die Kristallachse die niedrigste Zahligkeit irgendeines Teilstrahlungs- 
feldes. Das heiBt nach Tabelle 4: 

In Kristallen der Zihligkeit p= 1, 2 ist das Quadrupolstrahlungsfeld 
p-zahlig, in Kristallen der Zihligkeit p = 8, 4 ist das Quadrupolstrahlungs- 
feld p-zdhlig oder rotationssymmetrisch, in hexagonalen Kristallen (p = 6) 
immer rotationssymmetrisch. 

Das Strahlungsfeld hat also dieselbe Symmetrie wie das Kristallfeld 
am Ort des strahlenden Atoms, oder eine héhere?. 

Bemerkenswert ist noch folgende Tatsache: Vergleicht man bei 
Dipolstrahlung die Strahlung in Richtung der Achse («=z/2) mit der 


not Nl el ORE ob otal AA 

* Eine niedrigere Symmcetrie kann es natiirlich nicht haben. Im Fall héherer 
Symmetrie mu8 diese ,,mit der Kristallsymmetrie vereinbar‘‘ sein, d.h. ihre Zahlig- 
keit ist ein Vielfaches der Zahligkeit » der Kristallsymmetrie! 
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senkrecht zur Achse schwingenden (S,) und ebenfalls senkrecht zur Achse 
ausgesandten («=0) Strahlung, so sind beide gleich intensiv, vel. [7], 
sowie in Abschnitt VII. Das ist bei Quadrupolstrahlung nicht mehr der 
Fall, wie man sich an Hand der Gl. (6) und (7) leicht tiberzeugt, indem 
man alle Matrixelemente mit Ausnahme der in Spalte 4 von Tabelle 1 
angegebenen verschwinden la8t. Beispiele siehe in der niachsten Ziffer. 
Diese Tatsache ist ein wichtiges Kriterium fiir die experimentelle Tren- 
nung von Dipol- und Quadrupolstrahlung, s. Ziffer VI. 


IV. Weitere Symmetrieklassen. 

Die tibrigen nichtkubischen Symmetrieklassen unterscheiden sich von 
den zyklischen Klassen C, dadurch, daB entweder die Hauptachse keine 
p-zahlige Deckachse sondern eine f-zahlige Inversionsachse ist, oder daB 
zur Hauptachse weitere Symmetrieelemente hinzukommen, nadmlich 
zweizahlige Nebenachse (Klassen D,), Spiegelebene durch die Haupt- 
achse (Klassen C,,) oder Inversionszentrum. Es geniigt also, die Sym- 
metrie des Strahlungsfeldes zusatzlich relativ zu diesen Symmetrie- 
elementen zu untersuchen. 

1. Klassen mit p-zahliger Inversionsachse. Die p-zahlige Drehinversion 
setzt sich aus der -zahligen Drehung und der Inversion zusammen. 
Erstere verlangt die Giiltigkeit der Gl. (9) fiir M, letztere stellt die Be- 
dingung, daB in der Reihe (8) nur Zustande gleicher Paritat auftreten. 
Da durch diese Bedingung die Auswahl der M-Werte nicht beriihrt wird, 
bleiben alle fiir Deckachsen gezogenen Schliisse auch fiir Drehinversions- 
achsen richtig, insbesondere auch die Tabelle 1, nur da8B die Quanten- 
zahluw,; an die Stelle von yw zu setzen ist. 

Von den bei héheren Symmetrien zur Hauptachse noch hinzutreten- 
den Symmetrieelementen haben wir das Inversionszentrum bereits auf 
S. 104 durch die Feststellung erledigt, daB das Strahlungsfeld zmmer in 
Richtung und Gegenrichtung gleich ist, d.h. ein Inversionszentrum ent- 
halt. Hinzufiigen eines Inversionszentrums zur Kristallsymmetrie andert 
also die Symmetrie des Strahlungsfeldes nicht. 

Tritt eine vertikale Spiegelebene (zx-Ebene) zur Hauptachse hinzu 
(Klassen C,,), so haben die esnfachen Zustande in diesen Klassen nach 
[4] und [6] die spezielle Form 


U;= 2 2 4ism (wre + ee! yy_M) (13) 
J 


mit reellen Koeffizienten a; ;,,. Demmnach sind, wie man unter Beriick- 
sichtigung von 

py = ON Vi (14) 
leicht nachrechnet, auch alle Matrixelemente fir Ubergange zwischen zwei 
derartigen Zustanden reell. Daraus folgt aber, daB sich die Intensitaten 
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(6) und (7) beim Ubergang von einer Richtung y zu der an der 
Spiegelebene gespiegelten Richtung — p nicht andern. Bei Ubergangen 
zwischen zwei einfachen Zustanden ist auch das Strahlungsfeld spiegel- 
bildlich zu den Spiegelebenen der Kristallsymmetrie. Genau dasselbe 
laBt sich aber nach [4] und [6] auch fiir Ubergaénge zu den zweifach 
entarteten Termen beweisen. 

Da in den Klassen D, die Zustande die gleiche Form haben, wie in 
den Klassen C,,, gilt das eben fiir die Spiegelebene Bewiesene mutatis 
mutandis sn fiir die zweizahlige Nebenachse (den Ubergang («, gy) > 
(—a,«—g)), d.h. das Strahlungsfeld ist (mindestens) zweizahlig um die 
zweizahligen Achsen. 

V. Beispiele. 

Wir fiihren die Berechnung des Strahlungsfeldes fiir einige Falle mit 
Zustanden nullter Naherung durch. In dieser Naherung ist die Symmetrie 
des Quadrupolstrahlungsfeldes bereits vollstandig vom Kristall bestimmt, 
seine gesamte Strahlungsleistung aber noch dieselbe wie im freien Atom. 
Die Punktsymmetrie des am Ort des betrachteten Atoms wirkenden rein 
elektrischen Kristallfeldes soll als C, angenommen werden. Wir berech- 
nen zunachst die 2/+1 Zustande, in welche ein durch die Drehimpuls- 
quantenzahl / charakterisicrter Term des freien Atoms in diesem Feld 
aufspaltet, und dann das Strahlungsfeld bei einem Ubergang zwischen 
zwei Kristalltermen. Der Einfachheit halber beschranken wir uns dabei 
auf Terme mit J=2 und Uberginge J =2— J’=2(4]=0). Da die 
Zustande nullter Naherung eine wohldefinierte Paritat haben (vgl. [7], 
5. 628), muB noch gleiche Paritat der beiden Zustande, zwischen denen 
ein Ubergang mit Quadrupolstrahlung erfolgen soll, vorausgesetzt wer- 
den (LAportEsche Auswahlregel, vgl. [5]). Die Berechnung der Kristall- 
zustande erfolgt nach [4] und [6] und soll hier nicht durchgefiihrt werden. 
Die Ergebnisse sind die folgenden: (Der Index J] = 2 bei den Vim ist 
weggelassen !). ; 

In einem Feld der Symmetrie C, erfolgt eine Aufspaltung in einen ein- 
fachen Term mit “= 0 und zwei zweifach entartete Terme mit “= {+1}. 
Die Zustande sind: 


U, = Yo, u=0 | 
U; = ve (y, + tp_.) #1) | 

, —T 

way So Saeed Fag { : 

\i+e2 (p 1 Ps) Ni (15) 
U, = \1 - rn) (t Wy Woo) 
Lag leingipitlces Ned 
ain alt Yaa Ha) 
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Dabei ist t= 0 eine reelle Zahl, deren GréBe davon abhangt, wie stark 
das trigonale Kristallfeld von der Rotationssymmetrie abweicht, d. h. wie 
stark die Glieder mit Y,., Y,-, neben Y,, und Y,9 im Potentialansatz (vgl. 
etwa [8]) sind. ¢ ist also ein MaB fiir die ,, Trigonalitat‘‘ des Kristallfeldes. 

Das Aufspaltungsbild fiir zwei Terme mit J] =/]' = 2 ist schematisch 
in Fig.3 gezeichnet, wobei die Lage der einzelnen Terme willkiirlich ge- 
wahlt ist. Da es nur auf die prinzipiellen Eigenschaften der einzelnen 
Uberginge ankommt, geniigt es, je einen Ubergang «=0->m=0, 
w={t1}>u=0 und w={+ 1}>+u={+ 1} zu berechnen. Diejenigen 
Uberginge, fiir welche die Rechnung durchgefiihrt ist, sind in Fig.3 
eingezeichnet. Die Zustande des oberen Terms sind gemaB Gl. (15) mit 
U,y, t, die des unteren Terms analog mit w, @, Ss bezeichnet. Fiir diese 
Ubergiinge nehmen die ersten der Gl. (4) die Form 


qe2=2)(24+M)(14M)3 = M)(4+M)-B, 
gz1 = (2M $4)//(2 + M)3 =M)-B, (16) 
Jo = (3 M2 —6)- B, 


an. Man erhilt fiir die einzelnen Ubergange in Fig.3 die folgenden nicht 
verschwindenen Matrixelemente und Strahlungs- 


felder: . L;, U3 
1. Ubergang U, (= 0) > 4 (“ = 0): Hier ist 


ae —6By, (1) 
also . 
S= 0; S» = 36|B, F |? - sin? 2. (47) U3, Ug 


Die Strahlung ist linear polarisiert und um die EEE 
Kristallachse rotationssymmetrisch verteilt. Da Gusarupoliibergange awischen 
die Zustande auch Zustande nullter Naherung be ih haste uietiiccata 
im Magnetfeld sind, ist das Strahlungsfeld iden- Ggonalen Krisealticids 
tisch mit dem einer 7-Komponente im ZEEMAN- 
Effekt. Insbesondere verschwindet die Strahlung parallel und senk- 
recht zur optischen Achse und hat ihre maximale Intensitaét in den 


Richtungen «= +2/4. 


2. Ubergang U,(uw= +1) > uy (w=0). Hier ist 


a eB Ao Bo (18’) 
Gt; conn \i+2 = Q+2 yit+2 
also . 
IY. Spee iP Rol (sin? « + 42? cos? a — 4¢ cos % sin % cos 39) 


se as (18) 


is Lees (i sin? 2% + cos* 2a — 2icos2« sin 2% cos 3g). 1 
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Das Strahlungsfeld ist in der Aquatorebene « = 0 rotationssymmetrisch, 
fiir «0 aber dreizihlig, und zwar hangt die ,,Trigonalitat" des Strah- 
lungsfeldes, d.h. seine Abweichung von der Rotationssymmetrie, von 
der ,,Trigonalitat‘’ ¢ des Zustandes Uy, ab. In Richtung der Kristall- 
achse («= - 2/2) ist 

«ale hee 6 BB 

$,=5,= 9, (19) 
d.h. die Strahlung ist unpolarisiert. In dieser Hinsicht ist die Kristall- 
achse also auch bei Quadrupolstrahlung optische Achse. 


Fig. 4, Ubergang Uz, Us (u=-+1) > % (u=0). Fig. 5. Ubergang U2, Uy (u=+1) > % (u=0). 

Intensitit S; im Meridian y= 0, p=2 als Funktion Intensitat Ss; fiir «=0°, <=60° und «=— 60° als 

von a. Die Trigonalitat ist als #=0,1 Funktion von g. Die Trigonalitat ist als #=0,4 
angenommen. angenommen. 


Senkrecht zur optischen Achse («= 0) bekommt man 


|B, Fl 
5,— SE 4 
5. SIBoFP Se 
anita be 


Die Strahlung ist also teilweise polarisiert. Bemerkenswert ist der im 
allgemeinen verschiedene Wert von S, fiir «=0 und «=a/2 (vgl. Zif- 
fer III und Ziffer VI), nur speziell im Fall ¢= 4 sind beide Strahlungen 
gleich intensiv und auBerdem ist auch senkrecht zur Achse die Strahlung 
unpolarisiert (S,=S, fir «—0, ¢=4). 

Nun tritt der Ubergang U,— u, nicht allein, sondern zusammen mit 
dem 


3. Ubergang U;(u=—1)>u, (= 0) auf. Hier ist 


IV6oB 
» > Qra= aie =? (21) 
und die Intensitaten S, und S, sind genau die gleichen wie beim Ubergang 
U,-> u, [Gl. (18)]. Man beobachtet also in Wirklichkeit immer die dop- 
pelte Intensitat wie in den Gl. (18) bis (20) angegeben. Die Intensitat S, 
ist in den Fig.4 und 5 als Funktion von « und gy graphisch dargestellt. : 


Dipol- und Quadrupolstrahlungsfelder in nichtkubischen Kristallen. 109 


4. Ubergang Uz, Uz(u =+1)> ug, uy ("=+1). Hier haben wir vier 
_ Teiliibergange zu berechnen: 
a) U,—> u,: Es ist 
oe 3(2%s — 1) By 
: eae 
9 (2#s — 
; S,= TES ET By Fit. sin? 2a. 
b) Uj+ ui: wie a). 


> 


c) Uj»: Hier ist 


—I-12B, T-6(¢-+s)B 
Q.3= > 6.5 


Va+sya+e) ’ ~ Yaraasey 
8 = SEPT  fcosta + (¢+ s)*sin?« + 2(f+ s) sin & Cos « cos 3p} 
36 |B Fe? 


Sa ; 2 2 
Se eres aes sin? 2a + (¢ + s)? cos? 2«-+ 
+ (¢-+ s) sin 2% cos 2a cos 39}. 


TGR. 


ae ere 


age zusammen 1 liefern demnach das ogee Strah- 


# 
cea Tomnae ~ 


u 
i 


oars ane, ei sisi Pere ua saz toospy 
cost 2a +. 


% aa 7 ei oy x is neces pig reeay di es ye 
4 ) | —. ‘—5e Ke ae * i 
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Auch hier wieder erhalt man im allgemeinen fiir «=0 und «= 2/2 
einen verschiedenen Wert fiir S,, nur falls 


PP aay (25) 
also speziell wenn 
Lees =e (26) 


sind die beiden Werte gleich (vgl. Ziffer III und VI). 
Damit sind an einem Beispiel die allgemeinen Aussagen aus Ziffer III 
und IV explizit verifiziert. 


VI. Experimenteller Nachwets von Quadrupolstrahlung. 


Da das Strahlungsfeld bei verschiedenen Ubergangen im Kristall 
verschieden ist, kommen fiir den experimentellen Nachweis von Qua- 
drupolstrahlung nur Kristallspektren in Frage, deren Linien so scharf 
sind, daB sie sich nicht tiberlappen, vor allem also die bisher am 
besten bekannten Spektren der Salze der Seltenen Erden. Nach vAN 
VLECK [9] kann hier im allgemeinen jede Linie eine Mischung von ma- 
gnetischer Dipol-, elektrischer Quadrupol- und erzwungener elektrischer 
Dipolstrahlung sein. Es ist demnach nétig, die Quadrupolstrahlung von 
den beiden Dipolstrahlungen abzutrennen. 


Das ist fiir die elektrische Dipolstrahlung leicht, da diese, wie in 
Ziffer VII gezeigt wird (vgl. auch [7]) eine hdhere Symmetrie des Strah- 
lungsfeldes hat als die Quadrupolstrahlung. In ,,optisch einachsigen“ 
Kristallen z.B. ist das Strahlungsfeld rotationssymmetrisch um die 
kristallographische Hauptachse, und die senkrecht zum Meridian schwin- 
gende Strahlung hat dieselbe Intensitat S, bei Ausstrahlung senkrecht 
(«= 0) und parallel («= </2) zur Hauptachse. Als experimentelles Kri- 
terium fiir die Existenz von Quadrupolstrahlung wird man also Ab- 
weichungen von der De dee Sa des Strahlungsfeldes fiir « == 0 
und Differenzen S,(«=2/2)—S,(#—0) aufsuchen. Dabei kommen 
nattirlich von vornherein nur Gee in Frage, die nicht gegen die 
Auswahlregel (3) fiir J verstoBen. 


Die Trennung von elektrischer Quadrupol- und magnetischer Dipol- 
strahlung st6Bt auf die schon frither [/0] betonte Schwierigkeit, einen 
magnetischen Dipol in der Hauptachse und einen elektrischen Quadrupol 
in der dazu senkrechten Ebene zu unterscheiden. Hier versagt das 
zweite Kriterium und es wiirden nur Abweichungen von der Rotations- 
symmetrie auf elektrische Quadrupolstrahlung schlieBen lassen. Es ist — 
deshalb am giinstigsten, Ubergange zu untersuchen, die fiir elektrische - 
Quadrupolstrahlung erlaubt und fiir magnetische Dipolstrahlung ver- 
boten sind, d.h. Ubergange mit 


AJ=+2. (27) 
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Ein solcher Ubergang scheint nach der Analyse von CHow [//] die 
Gruppe D der Neodymsalze zu sein, und die von MEYER [12] am trigo- 
nalen NdZn-Nitrat in dieser Gruppe beobachteten Unterschiede der Ab- 
sorption parallel und senkrecht zur Achse beruhen méglicherweise auf 
der Beimischung von elektrischer Quadrupolstrahlung zu der (an keine 
A J-Regel gebundenen, vom Kristallfeld erzwungenen) elektrischen Dipol- 
strahlung!?. 


VII. Dipolstrahlung in Kristallen. 


Das Strahlungsfeld bei elektrischer Dipolstrahlung ist [analog zu den 
Gl. (1) bis (7)} fir das Quadrupolstrahlungsfeld gegeben durch die 
Gleichung 


G=—E£,3+E,p=—G(r) {kP_ ee? (psine +73) + | 


9 WS 28 
+ 4P_, ec? (psina—138)—R pcosa}, | (28) 
wobei 8 = — e >’ r, das elektrische Dipolmoment der Elektronen bedeu- 
k 
tet und die Matrixelemente durch die Symbole 
Poi = (U;|P, +78! U,) 
a (29) 
hy= (U;|F,| U,) 


abgekiirzt sind. Dabei weisen die Indizes wieder auf die Auswahlregel? 
AM =M,—M,;= #¥1,0 (30) 


bei Ubergangen yj,4;,—>¥Yj,m, hin. Aus (28) ergeben sich die Inten- 
sitatsformeln * 


ae ae > Pe PRP ENP ea PS c'” + konj.)} (31) 
2 = ra be cos? a + - (Pix Si =F E elaas sin? % se 
+ 2 (Pa PS 2'% + konj.) sin? a — (32) 
‘: ; [(P, F% +P. Re) ef? + konj.]sin «cosa. | 


Sie enthalten Teilstrahlungsfelder der Zahligkeiten oo , 2 und 1. An Hand 
der bildlichen Darstellungen der Uberginge zwischen den Kristallzu- 
_ stainden in Spalte 3 der Tabelle 4 verschafft man sich leicht einen Uber- 
blick iiber die vorkommenden Matrixelemente und Teilstrahlungsfelder. 
Sie sind in den Spalten 6 und 7 der Tabelle 1 zusammengestellt 


1 Systematische neue Messungen sind im Gange. 


2 Siehe FuBnote 1, S. 99. : 
3 Die magnetische Dipolstrahlung verhalt sich vollig analog, man hat nur } 


durch das magnetische Moment Jt und © durch — zu ersetzen. 
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Das Strahlungsfeld ist in den wirteligen Symmetrieklassen (p= 3) 
rotationssymmetrisch, in den zweizahligen Klassen bei den Ubergangen | 
mit Aw =1 (mod 2) zweizahlig um die Hauptachse. Insoweit stimmt — 
seine Symmetrie mit der optischen Symmetrie der klassischen Kristall- : 
optik iiberein. Jedoch sollte es in den zweizahligen Klassen bei den © 
Ubergangen mit Aj = 0 (mod 2) rotationssymmetrisch, bei den triklinen 
Klassen (p=1) sogar einszahlig sein, vorausgesetzt, daB hier (Fo P¥+ 
P,, P*) +0 ist. Das sind Abweichungen von der iiblichen optischen 
Symmetrie, und zwar im ersten Fall in Richtung auf eine hdhere, im 
zweiten Fall in Richtung auf eine niedrigere Symmetrie. 

Der auf S. 104 ausgesprochene Satz laBt sich also in folgender Weise 
erweitern: Das Strahlungsfeld in Kristallen hat bei Dipolstrahlung fiir 
p<2, bei Quadrupolstrahlung fiir p<4 eine Symmetrie der Zahligkert p 
oder co und ist um Kristallachsen hoherer Zahligkeit rotationssymmetrisch}, 

Ist speziell p> 3 angenommen, so enthalt Spalte 6, Tabelle 1 jeweils 
nur eins der drei Matrixelemente P,, P,, P_,. In all diesen Fallen ist 
nach Gl. (31) die Intensitat S, von « unabhangig und also in Richtung 
parallel zur Achse ebenso groB wie senkrecht dazu. Andererseits sind 
in diesen Fallen sowohl S, wie S, von m unabhangig, d.h. das Strahlungs- 
feld ist rotationssymmetrisch. Damit sind die in Ziffer VI angegebenen 
Methoden zur experimentellen Trennung von elektrischer Dipol- und 
elektrischer Quadrupolstrahlung theoretisch fundiert. 
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1 Mit anderen Worten: Dipolstrahlung kann nur Kristallachsen bis p—2, 

Quadrupolstrahlung nur Kristallachsen bis =4 von Achsen unendlich hoher 
Zahligkeit (d.h. z.B. von homogenen Feldern) unterscheiden. Hexagonale Achsen 
wiirden mit ihrer wahren Zahligkeit erst auf Oktupolstrahlung wirken usw. : 
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Versetzungsstrukturen 
in kubisch-flachenzentrierten Kristallen. | 


e 
Von 


GUNTHER LEIBFRIED und Horst-DIEtRICH DIFTZE. 
Mit 7 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 11. September 1951.) 


Der PriERtssche Ansatz wird konsequent begriindet und erweitert. Speziell werden 
verschiedene Versetzungstypen in der (010)- und (111)-Ebene kubisch-flachen- 
zentrierter Kristalle diskutiert. 


1. Einleitung. 

R. Pererts’ hat zur mathematischen Beschreibung von Versetzungen fiir das 
Kraftgesetz zwischen den beiden der Gleitebene benachbarten Netzebenen im Gitter 
einen besonderen von der Elastizitatstheorie abweichenden Ansatz gemacht?. 
Dieser Ansatz gilt nur fiir solche Netzebenen, die eine quadratische Struktur haben, 
etwa die (010)-Ebene in kubisch-flachenzentrierten Kristallen. Nun sind aber bei 
der plastischen Deformation gerade Netzebenen mit nicht quadratischer Struktur 
von Interesse; z.B. ist die (111)-Ebene kubisch-flachenzentrierter Kristalle die 
bevorzugte Gleitebene bei Zimmertemperatur. 

Die Begriindung, die PErEerRts fiir seinen Ansatz gibt, gilt nur fiir konstante 
Verschiebungen in den beiden Netzebenen. Zur Beschreibung einer Versetzung 
wird dieser Ansatz jedoch fiir veranderliche Verschiebungen benutzt, was einer 
Rechtfertigung bedarf. Wir werden im folgenden die Begriindung von der Gitter- 
theorie her geben und dabei uns zunachst wieder auf Netzebenen mit quadratischer 
Struktur beschranken, indem wir die (010)-Ebene kubisch-flachenzentrierter Kri- 
stalle behandeln. Dabei wird eine scharfe Formulierung fiir die Bedingung, unter 
der der PEtERLSsche Ansatz auch fiir veranderliche Verschiebungen benutzt werden 
kann, gegeben. ; 

Diese Art der Begriindung des Petertsschen Ansatzes 1aBt sich auch auf Netz- 
ebenen komplizierterer Struktur tibertragen. Speziell behandeln wir die (111)- 
Ebene eines kubisch-flachenzentrierten Kristalls. Da die Struktur der Basisebene 
einer hexagonal dichtesten Kugelpackung mit der (111)-Ebene des kubisch-flachen- 
zentrierten Gitters identisch ist, gelten unsere Betrachtungen auch fiir diesen Fall, 
solange man sich auf Wechselwirkungen benachbarter Ebenen beschrankt. 

Der Peiertssche Ansatz beriicksichtigt zwar die Periodizitat des Gitters, jedoch 
sind die an den Atomen angreifenden Krafte so gleichmaBig verschmiert, daf die 
Versetzungstruktur nicht mehr von der Lage der Versetzungslinie in der Gleitebene 
abhangt. Dies ist sicher nicht richtig. In Teil II der Arbeit wird dieser Punkt bertick- 
sichtigt werden. Es zeigt sich, daB zwar die Verschiebungen und Spannungen durch 
den Perertsschen Ansatz recht gut beschrieben werden, daB aber schon eine beliebig 
kleine Schubspannung geniigt, um die Versetzung zu bewegen. Die ,,elastische 


1 PErERLS, R.: Proc. phys. Soc., Lond. 52, 34 (1940). 

2 Eine ausfiihrliche Diskussion dieses Ansatzes findet sich z. B. bei F. R. N. 
NABARRO [Proc. phys. Soc., Lond. 59, 256 (1947) ] und G. LEIBFRIED und K, LUCKE 
(Z. Physik 126, 450 (1949)]. 
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Grenze“ ist Null1. Andererseits sieht man anschaulich sofort ein, daB die Verset- 
zung bei einer Bewegung durch den Kristall iiber ein periodisches Potentialgebirge 
fortschreitet. Zu diesem Potentialgebirge kommt man, wenn man die Angriffs- 
punkte der Krafte nicht vollstandig verschmiert. NABARRO? hat bereits fiir kubisch 
primitive Kristalle in dieser Richtung Uberlegungen angestellt, indem er die alte 
PEIERLSssche Lésung in die atomistische Energieformel einsetzt und durch Variation 
eine ,,elastische Grenze‘‘ berechnet, die sicher um ein bis zwei Zehnerpotenzen 
zu hoch liegt. Wir werden dagegen der atomistischen Struktur schon in den Aus- 
gangsgleichungen Rechnung tragen, so daB die der alten PrrERisschen Gleichung 
entsprechende Beziehung nicht nur die Periodizitat, sondern auch die atomistische 
Struktur der Grenzflachen enthalt. Dabei wird noch die endliche Ausdehnung der 
Atome beriicksichtigt, wogegen Naparro die Atome als punktformige Kraft- 
zentren behandelt. Die auf diese Weise be- 
rechnete elastische Grenze hat einen verniinf- 
tigen Wert. 

Einige Begriffsbestimmungen an _ einer 
Versetzung seien vorweggenommen. Der all- 
gemeine Typ einer Versetzung setzt sich aus 
einem Stufenversetzungs- und einem Schrau- 
benversetzungsanteil zusammen. Fig. 1 zeigt 
eine solche Versetzung. Ein unendlich langer 
Hohlzylinder, von dem nur ein Stiick gezeich- 
Fig. 1. Zur Definition einer Versetzung. net ist, ist langs der Halbebene y=0, *¥ >0 

aufgeschnitten worden. Die beiden entstehen- 
den Oberflachen werden um 6 in v’-Richtung gegeneinander verschoben und fixiert. 
Versetzungslinie ist die z-Achse, Gleitebene die *z-Ebene, die Abgleitung liegt in 
a’-Richtung. Unter.der Wirkung von auSeren Kraften wird sich die Versetzungs- 
linie senkrecht zu sich selbst in der Gleitebene bewegen, also in ¥-Richtung, die 
wir daher als Gleitrichtung bezeichnen wollen. Da wir nur elementare Gleitschritte 
betrachten, ist b der kiirzeste Abstand zwischen zwei Atomen auf der durch die 
a’-Achse gegebenen Gittergeraden. Der von der Stufenversetzung bewirkte Anteil 
der Abgleitung betragt bcos y, der von der Schraubenversetzung b sin y. Eine 
solche Versetzung wollen wir eine y-Versetzung nennen. y ist der Winkel zwischen 
Richtung der Abgleitung (#’) und der zur Versetzungslinie senkrechten Gleit- 
richtung (¥). Die reine Stufenversetzung ist dann eine 0°-Versetzung, die reine 
Schraubenversetzung eine 90°-Versetzung. 


2. Der PEIERLSsche Ansatz. 


Fir eine Versetzung sind die Verschiebungsdifferenzen zwischen zwei 
benachbarten Netzebenen in der Gleitebene am grdBten; dort sind die 
Voraussetzungen der Elastizitatstheorie nicht mehr erfiillt. PErerRts % 
zerschneidet daher den unendlich ausgedehnten Kristall langs der Gleit- 
ebene so, daB die beiden Kristallhalften durch die der Gleitebene be- 


setzen kann, als ,,elastische Grenze‘‘. In der angelsachsischen Literatur heiBt diese 
GréBe die Prterts-Kraft. Sie hangt stark vom Versetzungstyp ab und hat mit 
der iiblichen, technisch definierten, elastischen Grenze zundchst nichts zu tun. 

> NaBarRo, F,R.N.: Proc. phys. Soc., Lond. 59, 256 (1947). 

3 PEIERLS, R.: Proc. phys. Soc., Lond. 52, 34 (1940). 
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halften werden als elastisches Medium behandelt. Zwischen den Grenz- 
ebenen A und B sollen nur Tangentialkrafte ubertragen werden, die 
einem von der Elastizitatstheorie abweichenden Gesetz gehorchen. Zu 
diesem von PEIERIS! angegebenen Gesetz gelangt man, wenn man an- 
nimmt, daB zwischen zwei Atomen der Ebenen A und B eine Zentral- 
kraft geringer Reichweite wirkt. Dann ist es sinnvoll, eine Wechsel- 
wirkungsenergie E , , zwischen den Ebenen zu berechnen, die sich wegen 
der Periodizitat des Gitters durch eine Fourter-Reihe darstellen 1aBt. 
Unter der physikalisch plausiblen Annahme, da8 die FourtrER-Kompo- 
nenten schnell abfallen, kann man sich auf das erste Glied der Reihe 
beschranken. Dies hat gleichzeitig den Vorteil, daB die auftretenden 


Fig. 2. Kubisch flachenzentriertes Gitter. Fig. 3. Benachbarte (010)-Ebenen. Ebene A @, Ebene Bo. 


Entwicklungskoeffizienten allein durch die elastischen Konstanten aus- 
gedriickt werden kénnen. Aus der Energie lassen sich dann die Tangen- 
tialkrafte berechnen. 


a) (010)-Ebene. 


Fig. 3 zeigt zwei benachbarte (010)-Ebenen eines kubisch-flachen- 
zentrierten Kristalls (Fig. 2). Der Netzebenenabstand a zwischen A und 
B betragt 


a=——b, (2.1) 


wobei b der kiirzeste Abstand zwischen zwei Atomen im Gitter ist. Be- 
zeichnen wir die Gleichgewichtslagen der Atome in A mit 2), x,, die 
in B mit z?, x°, die Verschiebungen der Atome aus diesen Gleichgewichts- 
lagen in A mit w,(x’,), w4(x>,) in B mit wz (x), wp(x,), wobei wir an- 
nehmen, daB die Verschiebungen in A und B nur von der x-Koordinate 
abhangen, dann sind die Endlagen der Atome in der 


Bey (x2 Zyo = 2+ Wp(xO 
Ebene A: 1” ere , Ebene B: “ff a Ht (2.2) 
ye xm + Uy (Xm) X= Xo + Ut p (Xo) 
Das Potential w zwischen zwei Atomen in A und B 
Pnm,veo =P Cee See = (aos %o)*) (2.3) 


1 Pererts, R.: Proc. phys. Soc., Lond. 52, 34 (1940). 
g* 
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schreiben wir als FourteER-Integral: 
Pnmve =. if ds dt@(s? +) ¢ 24m *ve) T Fon ee (2.3.a) 


wobei die FourtER-Transformierte g nur von s? + 7” abhangt, da selbst 
nur eine Funktion des Abstandsquadrates ist. Die y-Verschiebung der 
Atome haben wir dabei vernachlissigt, da diese, wie die rein elastische 
Theorie zeigt, stetig durch die Gleitebene gehen. Das Potential Des 
eines Atoms in A gegentiber allen Atomen in B lautet mit (2.3) und (2.2) 


D4, cae 2 Pm, vO | 
o4,=> fas ate ( (s? + £2) x (2.4) 
ve — 
eb Sn ah wy (* hss Wp (% o)]+ it[x m— *o +4 (*m) — *B (Zo) ; | 


Es ist tiber alle Lagen der Atome in B zusummieren. Das Potential (2.3) 
soll nun so schnell abfallen, daB wir in der Summe (2.4) nur die nachsten 
Nachbarn zu beriicksichtigen brauchen. Andernfalls ware (2.4) auch gar 
nicht das richtige Potential in A. Wir miBten dann noch die Atome in 
den Ebenen unterhalb von B beriicksichtigen. Trotzdem wollen wir aus 
rechnerischen Griinden in (2.4) alle Atome in B mitnehmen. Da das 
Potential g schnell mit dem Abstand der beiden Atome abfallt, werden 
in (2.4) nur diejenigen FOURIER- pe einen wesentlichen Beitrag , 
zur Summe liefern, fiir die |z,,,,—z,,| und | x,,—x,| mdglichst klein sind. 
Sind nun die Differenzen der Verschiebung ena kleiner als 6/2, so kann 
man auch sagen, daB die FourtER-Integrale nur dann einen wesentlichen 
Beitrag liefern, wenn |z} —z?| und | x},—x?| mdéglichst klein sind, da ja 
dann die Atome, die vor der Verschiebung niaichste Nachbarn waren, 
es auch danach sind. Um zu erreichen, da8 fiir alle x, und x? 


, b b 
|@4 (Xm) — Wp (%9)| <> und = | 4 (%,) — Up (%e)|< > (2.5) 


ist, diirfen wir unter Umstanden nicht von den Gleichgewichtslagen aus- 
gehen, sondern miissen die Ausgangslagen z}, x, und 2?, x? anders 
wahlen. Diesen Umstand k6énnen wir aber spater noch leicht beriick- 
sichtigen, so da8 wir hier weiterhin von den Gleichgewichtslagen aus- 
gehen. 

Wegen dieser Eigenschaften des FouriER-Integrals und der Doppel- 
summe kénnen wir in (2.4) wg(x?) und wv, (x2) durch wz (x%,) und wp (x9,) 
ersetzen. Dadurch lat sich die Doppelsumme iiber z? und x? sofort 
ausfiihren. Die Gleichgewichtslagen (mit ganzzahligen n, m, v, 0) (Fig.3) 
sind 


(2.6) 


Ebene A: 29 = b(n +4), x9, = b(m + 4) 
Ebene Buh ope AERO GE 
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Dann wird wegen 
wis Pax 
es ee ee 2n 
Ne ets by \ Pp) (s y| 
vee b b : 


v¥—=—co Y CO 


(0(x): Diracsche 6-Funktion) (2.7) 


mit der Abkiirzung 
W4_(X) = w,(x)—w,(x), Re cones vats 
aus (2.4) 
o.. = > Ayre i one p 4B (Fm) + e% 4 B (*m)] 
7 (2.9) 


; F2c0\A of 4a 9 
frr30= | =} g (5 (v2 + Q°)). 


Unter der physikalisch plausiblen Annahme, da die Funktion @ schnell 
mit wachsendem Argument abfallt, kénnen wir in (2.9) die Reihe mit /, 
abbrechen. Das hat gleichzeitig den Vorteil, daB wir /, durch den Schub- 
modul ausdriicken kénnen. Ferner normieren wir das Potential so, dab 
es fiir die Gleichgewichtslagen verschwindet. Es ist dann f,=4/,, also 


r : ny 0 A 
D4 = 24, 2 eos 2042" aes —cos 27 atone | i Nad) 


Um daraus die Energie fiir eine ganze Atomreihe parallel der x-Achse 
zu erhalten, miissen wir in (2.10) iiber alle x?, summieren. Da diese 
Summe nicht von der z-Koordinate abhangt, wollen wir diese Energie 
auf die Langeneinheit der z-Achse beziehen. Wir erhalten also fiir die 
Energie pro Langeneinheit der z-Richtung 


0 


wana) QA} 


27% 


ee 230 
Dpx A fo —<os -W 4p (X9,) — COS b 


Durch die Naherung, die wir zur Ableitung dieser Formel eingefiihrt 
haben, sind die Atome in A in gewisser Weise bevorzugt worden, indem 
wir die Verschiebungen in der A-Ebene exakt beriicksichtigt haben, je- 
doch fiir die Verschiebungen in der B-Ebene Mittelwerte genommen 
haben. Nun sind aber die beiden Ebenen vollig gleichberechtigt, und es 
ist klar, daB auch in unserer Endformel dies zum Ausdruck kommen 
muB, wenn diese verniinftig sein soll. Wir fiihren daher die gleichen 
Betrachtungen fiir die Ebene B durch und nehmen von beiden Ergeb- 
nissen den: Mittelwert, den wir mit E,, bezeichnen. Fiihren wir noch 
fiir x°, und x? die Ausdriicke (2.6) ein, so konnen wir die beiden Reihen 
zu einer zusammenfassen und erhalten 


bai Sey 
(eae eed Sy F sat Zac i| (2.12) 


m=—oo 
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Um von hier aus zum Perertsschen Ansatz zu gelangen, miissen wir die 
Summe durch ein Integral ersetzen. Dadurch geht ein wesentlicher 
Teil der atomistischen Struktur der Ebenen A und B verloren. Zwar 
bleibt noch die Periodizitat des Gitters erhalten, jedoch sind die an den 
Atomen angreifenden Krafte gleichmaBig tiber beide Ebenen verschmiert. 
Dann wird aus (2.12) 


bya a fh {2 — cos 27 =48 7) _ cos 27 ee hax (2.13) 


und die Energie pro Flacheneinheit ¢, , ist offenbar 


2f W 4B (*) U4 B(x) 
E4p= ae {2 — cos 27% 7 — cos 2z- a } (2.14) 
Die Kraft pro Flacheneinheit an der Ebene 4 in z-Richtung 


Ge BLL ape vy 
hf = sa es f, sin 22- ait (2.15) 


ist bis auf das Vorzeichen mit der Spannungskomponente #7, in der 
Ebene A identisch: 


4 , 
b4, = — hf = Ff, sin 2m =4e (2.16) 


Gite 2 
Fir w,,<6 wird daraus $3, = > f, W4p, Wahrend die Elastizitats- 


theorie die Beziehung $3, = G S ek =4B (G: Schubmodul) liefert. 


Durch Vergleich finden wir 
j Caos 
1 828 ¢ 


Te a 


(2.17) 


Fiir die Energiedichte und die Spannungen erhalten wir endgiiltig 


G © w4p(*) u4p(*) \ 
ONE {2—c0s 22 cos 2% bicbulee (2.18) 
PEW ete Myer la | 
(2.19) 
psy = pry = Fig 2 eaten | 
2% a b 


Das sind die Prrertsschen Ausgangsgleichungen. 


b) (111)-Ebene. 


In der (111)-Ebene liegt ein rhombisches Gitter vor (Fig. 4). Der 
Netzebenenabstand ¢ zwischen A und B betragt 


c= |/Rb, (2.20) 
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wobei 6 wieder der kiirzeste Abstand zwischen zwei Atomen im Gitter 
ist (vgl. Fig. 2). Wir fiihren noch den kiirzesten Abstand h zwischen 
zwei Atomen in x-Richtung ein. Es ist 


h=|3 b. (2.21) 

Die Gleichgewichtslagen sind (mit ganzzahligen n, m, ¥, 0) 

=e On 2° —b(n+1 
Ebene A: | \ | und J #n= b(n +3) (2.224) 

x°, =h(m-+ 2) | \x® = =h(m+}) 

ne Big | (v 

Ebene B: { ” 

i wv Lh (2.22b) 


Fig. 4. Benachbarte (111)-Ebenen. Ebene A @, Ebene Bo. 


Da nun die Rechnung vollig analog der vorigen verlauft, wollen wir 
hier nur noch das Endergebnis angeben!. Fiir die Energie pro Flachen- 
einheit und die Spannungen erhalten wir 


E4p= os ae 2.cos 20 W4BU) cos aq (MAB) )+ 
gts , (2.23) 
AB 
cnt -4 
G b 
by9= Pys = sin 206 ark cos san (“42 ++) 
Gish 1 
Pty = bry = <= {eos 20 248) sin 270 (4% taal eine =) — (2.24) 


— sin 47 [je + ale 


Diese der PErERLsschen Ausgangsgleichung fiir die (010)-Ebene ent- 
sprechende Beziehung hatte man wohl kaum durch eine primitive Uber- 
legung finden kénnen. 


1 Neben dem konstanten Glied der FourtER-Reihe fiir das Potential wird wieder 
nur das erste nicht verschwindende Glied beriicksichtigt. Da8 auch hier wieder 
nur der Schubmodul G eingeht und nicht mehrere anisotrope elastische Modulen, 
liegt daran, da® in der (111)-Ebene aus Symmetriegriinden isotrope Verhaltnisse 
herrschen. 
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3; Die PEIERLSsche Integralgleichung als Variationsproblem. 


Die beiden Kristallhalften, die durch die Ebenen A und B begrenzt 
werden, behandeln wir wie PerEeRtLs als elastisch isotropes Medium?. 
Der Spannungszustand soll dabei nicht von der z-Koordinate abhangen. 
Die Elastizitatstheorie liefert unter der Annahme, daB an den Ebenen A 
und B keine Normalkrafte auftreten und die Verschiebungen fiir x > + ce 
endlich bleiben, fiir den Zusammenhang zwischen Spannungen und Ver- 
schiebungen an den Ebenen A und Bb? 


“Foo eee 


Z G wi, (E = 5 G ‘ B 5 = 
Dy: (x) = & | ee z dé ’ pe, (x) ar, - | Paes dé : (3.1 a) 
pty (x) = {# “Ogg | 
tt) (1— 1) | 
ae r (3.1) 
Boe eM et 8) £ 
(u: Porssonsche Zahl, w’, (&) = —— ), wobei in sdmtlichen Integralen 


der CAucHysche Hauptwert zu nehmen ist. Nach (2.19) und (2.24) 
ist nun 


pys(*) = pys(x),  Pey(%) = Pey(x)- (3.2) 
Aus (3.1a) folgt deshalb 
a ae? (6) + wp (6) 
0 | “pepo | (3.3) 


und die entsprechende Gleichung fiir w,+%,. Da der Spannungs- 
zustand im Innern der beiden Kristallhalften nur durch die an den 
Grenzflachen angreifenden Krafte hervorgerufen werden soll (keine 
inneren Spannungen), folgt aus (3.3) notwendig 


wW4(x)+ wW_(x) const, %4(x) + u4,(x) = const. 


Die Konstanten kénnen wir aber mit in die Verschiebungen einbeziehen , 
so daB wir 


erhalten. ime Re re eatah G4) 


* Der Einfachheit halber wird der Kristall als elastisch isotrop behandelt. 
Dadurch wird der EinfluB der atomistischen Struktur allein herausprapariert. 

* Zur Ableitung dieser Beziehungen s. etwa G. LEIBFRIED und K, Lice 
[Z. Physik 126, 450 (1949)]. 
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Durch Gleichsetzen von (3.1) mit (2.19) bzw. (2.24) unter Benutzung 
von (3.4) ergibt sich unmittelbar die PErERLSsche Integralgleichung fiir 
die Verschiebungen in der Gleitebene. Es wird sich aber als sehr nutzlich 
erweisen, die Integralgleichung aus einem V ariationsproblem herzuleiten. 
Dazu stellen wir die Formel fiir die gesamte Energie auf. Diese setzt 
sich aus der elastischen Energie E, der Kristallhalfte oberhalb der 
Ebene A, der elastischen Energie E, der Kristallhalfte unterhalb der 
Ebene B und der potentiellen inert E, z zwischen A und B zusammen. 
Letztere haben wir im vorigen Abschnitt schon berechnet. 

Wegen (3.2) und (3.4) ist die elastische Energie, die wir wieder auf 
die Langeneinheit der z-Koordinate beziehen 


E,=Eg=—~= | {b5s(x) wa (x) + Poe (x) ug(x)}dx. (3.5) 
Hierin setzen wir (3.1) ein: 
Fegan ane ff ADA dxd&— 
G jue wu 4 (x) u/4 (&) ede 
2x (1 — pw) SSa 


Die potentielle Energie pro Langeneinheit ist 


=-00 


Ean= J €sp(*) ax, (3.7) 
wobei fiir ¢4 , (2.18) bzw. (2.23) einzusetzen ist. Die gesamte Energie 
E=E,+£;+E£, ist damit durch die Verschiebungen in der Ebene 4 
allein ausgedriickt. Verlangen wir, daB £ fiir die richtigen Verschie- 
bungen ein Extremum wird, so erhalten wir als Bedingung dafiir die 
Perertssche Integralgleichung. Dabei miissen die unabhangigen Ver- 
gleichsfunktionen zu w, und u, die gleichen Voraussetzungen erfiillen 
wie w, und uw, selbst. 


a) (010)-Ebene. 
Die gesamte pape lautet hier mit (2.18) und (3.4) 


Ty or aerate nln 


+00 | 
Guo’ : wa (*) wae) 
# Se [fo soean 4 ota te 


(3-8) 
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Bei Variation nach w, und uw, ergeben sich daraus die Gleichungen 


sin 47 Bate = = {= wee ) dé, (3.9a) 
ie Lr aU GAN eke 2a r u's (€) g Ob 
Se ak ae | ree: (3.9b) 


die man auch unmittelbar aus (2.19) und (3.1) ablesen kann. 


b) (111)-Ebene. 
Fiir diesen Fall lautet die gesamte Energie mit (2.23) und (3.4) 


Sey Coe a wae) wa © cee [s@4a® axae 
G Bb 3 w 4 (#) ua (*) a8 iE 
ame Yr LG ma fa BEd Nock ie oe ( mn a | 
8 | 
+ cos 8x (“AG). + alba. 


Variation nach w, und wu, ergibt 


+00 
wa (*) ej thant ove" ornate 
AG) cosdn (“Al + 5) 5 f 248 ae, (11a) 


sin 470 7 a 


cos 4 7 - ee ) sin 4n( “4 4 2 )—sin 8a(“4 +t)= 


4. Versetzungslésungen der PEIERLSschen Integralgleichungen. 

Die Ableitung der PErERLSschen Integralgleichung haben wir so ein- 
gerichtet, daB fiir eine Versetzung die Versetzungslinie parallel der 
z-Achse liegt. Uber Richtung und GréBe der Ableitung haben wir keine 
Voraussetzung gemacht. Nun ist aber die Energie einer Versetzung pro- 
portional dem Quadrat der Abgleitung!. Es werden daher sicher vor- 
wiegend nur Versetzungen mit méglichst kleiner Abgleitung auftreten 
und fiir den Gleitmechanismus eine Rolle spielen, da sie energetisch am 
giinstigsten sind. Fiir die Richtung der Abgleitung bedeutet das, daB 
diese bevorzugt mit der dichtest besetzten Gittergeraden zusammen fallt, 


» LEIBrrieD, G., u. K. Licker: Z. Physik 126, 450 (1949). 
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und ftir die GréBe der Abgleitung, daB sie gleich einem Atomabstand 
auf dieser Geraden ist. Dies steht auch mit dem experimentellen Befund 
in Einklang. Wir wollen daher nur diese Falle diskutieren. 

Bevor wir die Versetzungslésungen fiir die einzelnen Fille angeben, 
miussen wir uns tiberlegen, wie die Bedingungen (2.5) zu erfiillen sind. 
Die maximale Verschiebungsdifferenz bei einer Versetzung ist b. Ver- 
schieben wir jedoch, bevor wir die Versetzung anbringen, die Kristall- 
haltte mit der B-Ebene um 6/2 in Richtung der Abgleitung, so sind die 
Verschiebungsdifferenzen héchstens 0/2. 


a,) Glettebene: (010), 90°-Versetzung. 

Die Richtung der Abgleitung ist parallel der z-Achse (Fig. 3), also 
eine reine Schraubenversetzung. In (3.9b) kénnen wir ohne weiteres 
u4—O setzen, da die Gl. (3.9) in den Verschiebungen separiert sind. In 
(3.9a) haben wir noch zu beriicksichtigen, daB die Ausgangslagen der 
Atome in der B-Ebene um 0/2 in z-Richtung zu verschieben sind. Dies 
bedeutet in (2.4), daB wir statt 2? jetzt z°+ b/2 zu setzen haben, oder wir 
setzen, was auf das Gleiche hinauslauft, statt w, jetzt w, —b/4 und w, 
jetzt w,—b/4. In der linken Seite der Endgleichung (3.9a) brauchen 
wir also nur w, durch w, —bd/4 zu ersetzen und erhalten 


‘ wa(*) 2a fas (&) 

sin 42 ; = f rapes (4.1) 
mae. 2°] 

Die Lésung, die einer Versetzung entspricht, hat bereits PEIERLS! an- 

gegeben. Sie lautet 


w4{x)=— a are tg ste (4.2) 


o, die Versetzungslange, ist ein MaB fiir die Ausdehnung der Versetzung. 
Es ist 


od 
as es 4 (4.2a) 


ay) Gleitebene: (010), 0°-Versetzung. 

Die Richtung der Abgleitung ist hier parallel der x-Achse (Fig. 3), 
womit wir eine reine Stufenversetzung erhalten. Wir kénnen diesmal 
in (3.9a) w4—=0 setzen. Die Ausgangslagen der Atome in der B-Ebene 
miissen wir in x-Richtung um }/2 verschieben. Das ergibt fiir (3.9b) 
u, (*) pi ee ss ui (é) dé. (4.3) 


sin 470 5 ee Poy, 
—oo 


1 Pgrerts, R.: Proc. phys. Soc., Lond. 52, 34 (1940). 
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Die Lésung ist hier 


| 
| 
I 
a 
» 
4 
fe) 
a 
GQ 
& 
aS 
oe 


u4(2) 


mit der Versetzungslange 


b) (111)-Ebene. 


Hier liegen die Verhaltnisse wesentlich komplizierter, da es in den 
Ebenen A und B noch unbesetzte Gleichgewichtslagen gibt, die in Fig.5 
durch x markiert sind. Es gibt offenbar stabile Lésungen, in denen der 
Abgleitungsvektor eine besetzte mit einer 
benachbarten unbesetzten Gleichgewichtslage 
verbindet. Derartige Versetzungsstrukturen 
sind schon von HEIDENREICH und SHOCKLEY* 
diskutiert worden und werden von ihnen als 
Halbversetzungen (half dislocations) bezeich- 
net, da sie in bezug auf das gesamte Gitter die 
Gitterstruktur nichtin sich selbst tiberfiihren. 
Es gibt zwei prinzipiell verschiedene Méglich- 
keiten fiir Halbversetzungen, die in Fig. 6a und b wiedergegeben sind. Der 
besseren Ubersicht wegen sind die Atome in A festgehalten und dafiir die 
Atome in Bum das Doppelte verschoben. Durch eine Halbversetzung wird 
in der einen Halfte der Gleitebene in bezug auf das gesamte Gitter eine 
falsche Struktur erzeugt. Im kubisch-flachenzentrierten Fall geht das 
Gitter in einer Halfte der Gleitebene in eine hexagonal dichteste Kugel- 
packung iiber, und im Fall der hexagonal dichtesten Kugelpackung in 
eine kubisch dichteste Kugelpackung. Energetisch sind diese ,,falschen ‘‘ 
Lagen der Atome sicher ungiinstiger als die ,,richtigen“. Dies kommt 
jedoch in unserer Behandlung nicht zum Ausdruck, da wir zur Berechnung 
der Energie E, , nur zwei benachbarte Netzebenen benutzt haben. Ein- 
zeln werden diese Halbversetzungen wegen der héheren Energie, hervor- 
gerufen durch die falschen Lagen, wohl nicht existieren, Setzt man jedoch 
in geeigneter Weise zwei Halbversetzungen zusammen, so erhalt man 
wieder Versetzungen, bei denen der Kristall auBerhalb der Halbver- 
setzungen kristallographisch in Ordnung ist. Es gibt auch hier prinzipiell 
zwei verschiedene Mdglichkeiten, die in Fig. 6c und d dargestellt sind: 
Man wird tiberhaupt jede Versetzung in der (1114)-Ebene durch Zusam- 
menfiigen zweier Halbversetzungen beschreiben kénnen. Es fragt sich 
nur, wie groB der Abstand dieser Halbversetzungen ist. HEIDENREICH 


Fig. 5. Unbesetzte Gleichgewichts- 
lagen in (111)-Ebene. 


1 HEIDENREICH, R. D., u. W. SHOCKLEY: Rep. Conf. Strenght of Solids, S. 70. 
1948. 
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und SHOCKLEY geben hierfiir etwa 50 Atomabstiinde an. Zu dieser Zahl 
kommen sie durch eine energetische Betrachtung: Da zwischen den beiden 
Halbversetzungen sich eine falsche Struktur ausbildet, die eine um so 
hdhere Energie zur Folge hat, je weiter die Versetzungen auseinander- 
liegen, wird daraus eine Anziehung der Versetzungen resultieren. Ande- 
rerseits stoBen sich die beiden Halbversetzungen ab, da die Versetzungs- 
anteile gleichen Vorzeichens tiberwiegen. Im Gleichgewicht miissen 
sich diese Krafte kompensieren. 

Bei einem Abstand von 50 Atomabstinden kann man die beiden 
Halbversetzungen naherungsweise als unabhangig voneinander betrach- 


see saee 
ZEEE 


LRAT 
NNN NN NONE 
AVACAVAUAAWAVZ 


Fig. 6a—d. a 0°-Halbversetzung; b 120°-Halbversetzung; c 90°-Versetzung; d 30°-Versetzung. 


ten und einzeln behandeln. Wir halten es jedoch fiir méglich, daB noch 
stabile Versetzungen mit wesentlich geringerem Abstand der beiden 
Halbversetzungen existieren. Leider lieB sich die Frage wegen der mathe- 
matischen Schwierigkeiten noch nicht beantworten. Wir haben deswegen 
noch den Grenzfall, daB die Halbversetzungen sehr dicht beieinander- 
liegen, behandelt. 

Da wir in keinem Fall die exakte Losung angeben konnen, setzen 
wir eine physikalisch plausible Lésung an, in der die Versetzungslange 
und eventuell der Abstand der Halbversetzungen als Parameter ein- 
gehen. Diese Lésung setzen wir in den Ausdruck fiir die Gesamtenergie 
ein und bestimmen die Parameter so, daB die Energie ein Minimum 
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wird!, Da die Integralgleichung aus einem Variationsproblem folgt, 
stellt dies Verfahren eine konsequente Naherung dar. 


b,) Gleitebene: (J11), 0°-Halbversetzung. 
Diese Halbversetzung ist in Fig. 6a dargestellt. Wir haben hier w,4 
durch “4 —h/12 zu ersetzen. Die Verschiebung w, verschwindet. Fir 
die Gesamtenergie erhalten wir daher aus (3.10) 


+00 


joe G { {4 (x) ul (E) ax dé + 
MA f 


ELay 

G bo 3 us (x a SOLANA 

Bt iS | 13 _2cos.4x a 4+ cos 8a 14) 
; D 


Als Lésung setzen wir 
¥4(x) =— — are tg — (4.6) 


an. Darin bestimmen wir o so, daB FE ein Minimum wird. Setzen wir 
den Ansatz in die Energiegleichung ein, so divergiert das Doppelintegral 
logarithmisch bei der zweiten Integration. Denken wir uns daher zu- 
nachst alle Integrale von —L bis +L erstreckt. Physikalisch bedeutet 
das, daB der Kristall in x-Richtung nur eine endliche Ausdehnung hat. 
Wir miissen dann aber noch in (4.5) die Oberflachenterme von dieser 
neu entstandenen Oberflache hinzuschreiben. Wahlen wir doch L/b>>1, 
so ist dieser Term praktisch unabhangig vom Parameter und verschwin- 
det fiir L — co, so daB wir ihn gar nicht erst zu beriicksichtigen brauchen. 
Wir k6nnen also in (4.5) tiberall dort Loo gehen lassen, wo das Er- 
gebnis konvergiert. Auf diese Weise erhalten wir 


ee 1 L? +0? )3 6 
Gb? ee 6(1 — 1) -- 40? % —e. (4.7) 
oE/eo = 0 ergibt dann 
Oo a 
= =e 4.8 
Cc 3 3 Gl je ) ( ) 


by) Gleitebene: (111), 120°-Halbversetzung. 


Fiir diesen in Fig. 6b dargestellten Fall haben wir w, durch w4 —b/8 
und «4 durch w4-+ h/24 zu ersetzen. Fiir die Gesamtenergie erhalten 


1 Dieses Verfahren fiihrt auch bei der (010)-Ebene zum Ziel. Setzt man (4.2) 
bzw. (4.4) in die Energieformel ein, so hat die Energie fiir die richtigen o-Werte ein 


Minimum. Das ist trivial, da die exakte Lésung auch das Variationsprinzip erfiillen 
mu. 
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wir damit 
G pis ) (g) 5 ee 
E=— =a | eae ss aicl aes ree // tani tals dade: 
oe Jd 
42 ¢ | baat qu ae a sin 47 — 4 ——cos8z a hax. | 
—oo 


Als Lésung setzen wir 


w@,4(x)=— ene arctg — Ws) = bake te 
- 4x Soar AN) 4am NSS (4.10) 
an. Aus (4.9) wird damit 


of. | t= oH I? + ¢? /3 o 


GB ~ 24 (tp) 408 ae At) 


Fir die Versetzungslange ergibt sich hieraus 
RE a i, aa A 
S oaby3 at (4.12) 
b;) Gleitebene: (111), 90°-Versetzung. 


Fur diese in Fig. 6c dargestellte Versetzung haben wir in der Energie- 
gleichung w, durch w,—b/4 zu ersetzen: 


+00 +00 
_ _ G ff wal4) wg (8 G (x) u’4 (5) 
: el ‘ere mgs mel a ae meas 
wr + (4.13) 
- —_ f {3 1 2cos 4z ee cos 4x (“44 - | + | ‘ 
+ cos 82 ( a +a5}} ae. | 


Soll sich die Versetzung aus zwei Halbversetzungen zusammensetzen, 
so miissen wir den Ansatz 


og (0) = arctg aa! ea ctge 
4a Oo 4a (os (4 14) 
eee pe eg tg 2 ; 
ae jan C8 sg tan NTR Gg 


machen, der dann in (4.13) eingesetzt und nach 7’, o variiert Gleich- 
gewichtsabstand und Versetzungslange ergeben muB!. Wie schon er- 
wahnt lieB sich dies Problem mathematisch nicht bewaltigen. Nimmt 


1 DaB die Versetzungslangen der beiden Halbversetzungen gleich sind, folgt 
aus Symmetriegriinden. 
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man jedoch an, daB die Versetzungen sehr dicht beieinanderliegen, 
dann kann man auch den verhaltnismaBig leicht zu behandelnden Ansatz 


, b aT ey 
w4(%) == : arc tg fA ae sare tg ae! 
- 47 ; o 47 
U x v7) U x—N 
u4(%) = re eee” tee — aber 28 tg . | 


machen!, der mit (4.14) bis zu Gliedern erster Ordnung in 7j/o tiberein- 
stimmt, wenn man noch 7’=37 setzt. Trotzdem besteht ein wesent- 
licher Unterschied zwischen den beiden Ansatzen. 
In (4.14) tiberwiegen die beiden Versetzungs- 
anteile gleichen Vorzeichens, dagegen in (4.15) 


die entgegengesetzten Vorzeichens, da die u- 
Verschiebung (die beiden Stufenversetzungen 
ungleichen Vorzeichens) in (4.15) sich um den 
Faktor3 vergréBern. Jedenfalls stellt auch (4.15) 
einen physikalisch plausiblen Ansatz dar und 
ist geeignet, eine Versetzung zu beschreiben. 
Mit (4.15) ist 


Bal a ee ee | 
1 2h 7} | 

Fa aun + a) + (4.16) 

‘fed 
pas 
\ Ose, oO € oa | 
"55 a7 02.03 OF 05 eee ni Fe 3) 

A See | 


Fig. 7. Versetzungslinge o und 
Abstand 7 fir die Ansatze (4.15) ~ Durch Variation nach 7 und o erhalt man dann 
und (4.19) in Abhangigkeit von t = 3 p 
der Porssonschen Zahl 0. den in Fig. 7 aufgetragenen Verlauf in Abhangig- 
keit von w. 
Aus Fig. 7 und (4.15) entnimmt man, daB die unbesetzten Gleich- 
gewichtslagen nicht erreicht werden, denn dann miiBte das Maximum 


h 7 ee . h ‘ : 
von Iches al oe ii 
on u,4(x), welches dq ate tg - ist, gleich > Sen. Das ergibt fiir 


Boat pct 
Jere ONS (4.17) 


Anderenfalls ware der Ansatz (4.15) physikalisch sicher nicht sinnvoll. 


Diese Tatsache la8t vermuten, daB auch fiir zwei Halbversetzungen in 


kleinem Abstand eine stabile Lage existiert. 


1 Der Ansatz (4.15) mit 7 =0 wiirde der rein elastischen Lésung entsprechen, 
‘ist aber nach Ausweis der Rechnung sicher keine besonders gute Naherung. 
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by) Gleitebene: (111)-Ebene, 30°-Versetzung. 


Dieser Versetzungstyp ist in Fig. 6d dargestellt. Wir haben w, 
durch wy —6/8 und w, durch «4 —h/8 zu ersetzen und erhalten fiir die 


. Energie 
t 
ae g ffrg wae) aed é— =i [fae Hat ax dé + 
i | 
+00 
7 ee ge 4(*) was) 4 j (4-18) 
+o f (e-28in 40“ Se cos 4ax (M4) 8) 
uwa(x) 1 5 
+ cos 82( hb xa. 
Der der Gl. (4.15) entsprechende Ansatz lautet hier 
w4(2) = =—arctg *+ eos ih — arctg ~—4 


(4.19) 
“4(x) = =f aretg **% ; 


womit fiir (4.18) 


Beeman te ome) aml B+ 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 131, S. 130—135 (1951). 


Eine neue thermische Zustandsgleichung. 
II. Teil. 


Von 
JosEPH HIMPAN, Paris. 


(Eingegangen am 20. September 1951.) 


Die im I. Teil! abgeleitete thermische Zustandsgleichung wird im II. Teil durch 
Erweiterung des Korrespondenzprinzips noch mehr verallgemeinert. Dadurch wird 
eine weitere genaue Zustandsgleichung gefunden, die fiir alle p, V, T7-Werte und alle 
Gase giiltig ist, gleichgiiltig ob sie im kritischen Punkt assoziiert oder nicht 
assoziiert sind, oder ob die kritischen Daten durch die Nullpunktsenergie verzerrt 
oder nicht verzerrt werden. Die so aus dem Korrespondenzprinzip abgeleitete 
thermische Zustandsgleichung ist, trotz ihrer Einfachheit, allen bisher bekann 
gewordenen Zustandsgleichungen sowohl qualitativ wie quantitativ nicht unerheb- 
lich tiberlegen. 


1. Einlettung. 

Das Korrespondenzprinzip sagt aus, daB das individuelle Verhalten 
eines jeden Stoffes fiir jeden Wert von ~, V, T durch dessen kritische 
Daten p,, V;,, T, beschrieben werden kann. Die aus diesem Prinzip ab- 
geleiteten Zustandsgleichungen von VAN DER WAALS, BERTHELOT und 
Wout sind teilweise gut zu gebrauchen, teilweise versagen sie aber. Des- 
wegen wurden viele weitere Zustandsgleichungen entwickelt, deren 
wichtigste in der folgenden Tabelle 1 genannt sind. 


Tabelle 1. Daten einiger wichtiger Zustandsgleichungen®. 


Anzahl 
Gleichung entwickelt von Jahr der empirischen Explizit in 
| Konstanten 
—— SSS 
} 
VEAINISIOEOR] VWVAATEG 0h cup tees oe 1873 ) P, 
IDERTHELOD. ch ta taco sane bo OSes 1897 2, 12 
LITE TH RNC pumice Pecuictad ctl aoa 1905 2 We 
WOT ITsEe co. a a ence: Cree ar 1914 3 P 
KEYES . ‘ | 1917 4 P 
GOODENOUGH . Ae th Sele eS 1915 4 V 
ETN Bereta at cena rm ea ll 1905 | 5 | V 
BEATTIE-BRIDGEMAN . | 1928 ; 5 | P 
BENEDICT-WEBB-RUBIN | 1940 | 8 | Ip 
Bureau of Standards . : : | 1923 | 10 V 
Keyes u. Mitarbeiter. ..... 1936 10 V 
Maron und TuRNBALL..... 1942 12 V 


* Himpan, J.: Eine neue thermische Zustandsgleichung, I. Teil. Z. Physik 131 
17 (1951). 

* WayNE C. Epmister: Application of Thermodynamics to Hydrocarbon 
Processing, Petrol. Refiner 27, No. 2 (1948). 
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Aus der Tabelle 4 ist zu entnehmen, daB sich im Laufe der Entwick- 
lung von Zustandsgleichungen hauptsichlich deren Konstantenzahl er- 
hdhte, wodurch diese zwar genauer, aber dafiir unhandlicher werden. 
Alle vielkonstantigen Zustandsgleichungen sind halbempirische oder 
empirische Zustandsgleichungen, die nicht unter Beniitzung des Korre- 
spondenzprinzips abgeleitet sind und daher keine generelle wissenschaft- 
liche Behanglung der Gase ermdglichen. 


Warum aber versagen zum Teil die aus dem Korrespondenzprinzip 
abgeleiteten Zustandsgleichungen? Man darf namlich nicht so vorgehen, 
da8B man zwar jedem Gas seine individuellen kritischen Konstanten ,, 
V,, T, zugesteht, dafiir aber bereits die Gase zwingen will, einen einheit- 
lichen konstanten ,,kritischen Faktor‘‘ RT,/p,V;, zu haben. Vielmehr 
mu8 man bei richtiger Auswertung des Korrespondenzprinzips auch 
jedem Gas seinen individuellen ,,kritischen Faktor‘‘ belassen. Dies ist 
im I. Teil unserer Arbeit geschehen und wir erhielten dort mit einem 
Schlage eine einfache, bloB dreikonstantige Gleichung, die allen bisher 
bekannt gewordenen Zustandsgleichungen hinsichtlich Genauigkeit und 
Erkenntnisinshalt tiberlegen ist. Lediglich bei der Behandlung von 
Stoffen mit dieser Gleichung, die im kritischen Punkt assoziieren oder 
deren kritische Daten durch die Nullpunktsenergie verzerrt werden, ist 
einige Aufmerksamkeit’ zu verwenden. Hierzu wurde eine zusatzliche 
Beziehung gegeben. 

Aber auch dieser letztere Umstand wird bedeutungslos, wenn man das 
Korrespondenzprinzip etwas erweitert, indem man nicht nur jedem Stoff 
seine individuellen kritischen Daten, seinen individuellen ,,kritischen 
Faktor‘‘, sondern auch seine individuelle Boyre-Temperatur Tp ,—~9 
belaBt, also als gegeben voraussetzt. Unter diesen Annahmen kann eine 
vierkonstantige Zustandsgleichung abgeleitet werden, mittels der sich 
alle Stoffe fiir alle , V, T-Werte eindeutig beschreiben lassen. Dies soll 
im nachfolgenden geschehen. 


2. Ableitung der neuen Zustandsgleichung. 


Fiir die Aufstellung der neuen allgemeinen thermischen Zustands- 
gleichung werde folgender Ansatz gemacht: 


{p+ é ser PERT (1) 


Dei VAY. 


Von Gl. (1) verlangen wir, daB bei ihr im kritischen Punkt die drei reellen 
Wurzeln von V zusammenfallen sollen, daB sich im kritischen Punkt fiir 
jedes Gas dessen individueller , kritischer Faktor“ sowie beim Druck 
p=0 Atm dessen individuelle BoyLe-Temperatur ergibt. Zur Erfillung 
dieser Forderungen sind fiinf voneinander unabhangige Gleichungen 
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notwendig. Diese sind: 


3V,=b+ce+RT/p,, (2) 
3Vye = be + alp, Ty + RT,D/P,» (3) 
Vp =aclp, T, (4) 
s=R T,/P, V; , . (5) 

In (Oth. ead yee i 
ieee sy (6) 


Beziiglich der Herkunft der Gl. (2) bis (5) sei auf das bereits Gesagte im 
I. Teil verwiesen, wahrend die Aufstellung von Gl. (6) leicht aus dem 
spdteren Kapitel 3 zu verstehen ist. Die Auflésung der Gl. (2) bis (6) 
nach a, b, c, RT,/p,V, und n ergibt: 


a=3Vib, Th, (7) 

b= f,V,/3, (8) 

c=f,V,/3, (9) 

RI,/p,V,=S, (10) 
In (9/ff° s) 

id In (Tp, p=olTx) , ae 


Beziiglich der Bedeutung von /, und /, sei auf den I. Teil, Gl. (20) und (21) 
verwiesen. Setzen wir Gl. (7) bis (11) in Gl. (4) ein, so erhalten wir: 


in (9/fts) 1) 


3VeEp T, \n (Tp, p=0/Tx) 
Pee Pin laa) coma de cia 


(V — fo V_/3) 


D 


welch letztere Gleichung bereits unsere gesuchte neue allgemeine ther- 
mische Zustandsgleichung darstellt. Diese Gleichung gilt fiir alle Stoffe, 
befolgt die Variation des ,,kritischen Faktors‘‘ von Gas zu Gas und be- 
folgt die Variation der BoyLE-Temperatur von Gas zu Gas. Sie ist eine 
vierkonstantige Formel, wobei ihre Konstanten durch die vier indivi- 
duellen GréBen eines Gases #,, V;,, T;, Tp, p=o eindeutig bestimmt sind. 
Mit ihr kann rein mechanisch mit allen, £, V, 7-Werten gerechnet wer- 
den, sie liefert immer richtige Resultate. Die Unterscheidung von An- 
wendungsgrenzen fallt weg. Damit allein schon wird die neue Zustands- 
gleichung allen anderen bisher bekannten Zustandsgleichungen iiberlegen. 


Gl. (12) ist leicht durch Einfithrung der ,,reduzierten‘‘ Zustands- 
groBen in ihre sog. ,,reduzierte‘’ Form zu bringen. Man erhalt dann: 


eter eee eee (13) 


——=—I—&= === —-— -™--- i - 
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Da /,, /,, s und » von Gas zu Gas verschieden sind, folgt aus Gl. (13), 
da8 alle Gase sich nicht gleich, sondern nur ahnlich benehmen, wenn man 
sie mit den ,,reduzierten‘‘ Zustandsgr6éBen beschreibt. In diesem Sinne 
ist das Korrespondenzprinzip etwas einzuschranken, worauf schon im 
I. Teil hingewiesen wurde. 
Es sei noch erwahnt, daB der Temperaturexponent 1 in Gl. (42) 
und (13) folgendes allgemeine Verhalten zeigt: 
m<1 fir Stoffe mit Verzerrungen der kritischen Daten durch die Null- 
punktsenergie, 
n= 1 flr Stoffe ohne Verzerrungen der kritischen Daten durch die Null- 
punktsenergie und ohne Assoziation im kritischen Punkt, 
n >41 fir Stoffe mit Assoziation im kritischen Punkt. 
Die nachfolgende Tabelle 2 bringt einige Beispiele von aus gemessenen 
Daten approximativ errechneten Temperaturexponenten 1 einiger Stoffe. 


Tabelle 2. Temperatuvexponenten n einigery Stoffe. 


Gas He H, Ne | N2 A O; | Luft CO. 


n 0,200 0,380 1,010 1,160 1,100 1,054 114. On ie AeOs0e 


3. Die Boy Le-Temperatur. 


Zur Berechnung der BoyLe-Temperatur aus der neuen Zustands- 
gleichung beniitzen wir am besten Gl. (13), indem wir diese unter Ver- 
nachlassigung eines Gliedes zweiter Ordnung auch folgendermaBen an- 
schreiben konnen: 


I 


pB=st ! an Ae oe the sahindt | salt (14) 


3 ¥-p-4, G87) 
Aus Gl. (14) soll die Boyre-Temperatur in erster Naherung berechnet 
werden, d.h. wir kénnen darin p¥=st setzen. Damit erhalten wir: 


\. (15) 


Ao: > fh 9 
pBast}t ise #7, (35t— pf.) - 


Die Gl. (15) geht offenbar dann in die ideale Gasgleichung iiber, wenn 
auf ihrer rechten Seite der eckige Klammerausdruck verschwindet, also 
wenn: 


ot Sad eee (16) 
3 tf, (3st — Pf.) 


Gl. (16) konnen wir dazu benutzen, um aus ihr den Temperaturexpo- 
nenten m zu definieren. Da vorausgesetzt ist, daB T, ,~) bekannt ist, 


a Ermittelt aus Daten von: Lorsy: J. Chim. physique 1950, No. 1/2, 10. Mac 
CoRMACK u. SCHNEIDER: J. chem. Physics 18, 1269 (1950). : 
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brauchen wir in Gl. (16) bloB p = 0 setzen, um 7 zu ermitteln. Wir erhalten 
dann die Beziehung (6) bzw. (11), worin 2 durch die Gréfen f,, s, T;,, 
Tp, p—o ausgedriickt wird, die sich selbst wieder auf die vorausgesetzten 
bekannten GréBen p,, V,, T,, Tp,,-9 zuriickfithren lassen. 

Wir wollen noch Gl. (16) in etwas tibersichtlicherer Form anschreiben: 


Let R NGS cme a OY Pomel l= SI (16a) 
Gl. (16a) ist im allgemeinen eine transzentente Gleichung. In ihr sind 
n, S, fi, fo, ~, IT, bekannte GréBen und deswegen kann aus ihr t=/7;/T, 
und damit 7; berechnet werden. Da die Gl. (16a) auch die GréBe p ent- 


halt, ist auf alle Faille die BoyLe-Temperatur 7; bei realen Gasen druck- 
abhangig. 


4. Die Berechnung der Druckabhangigkeit der spezifischen Wdrmen. 

Zur Berechnung der Druckabhangigkeit der spezifischen Warme C, 
bentitzen wir Gl. (4), indem wir sie bei Vernachliassigung eines Gliedes 
zweiter Ordnung in die Form bringen: 


V=RT+pB=RT en ! 
p +? pe Te (17) 


Fir die erste Naherung fiihren wir in B die Beziehung pV = RT ein und 


erhalten damit: 
a 


B=c—-— eee 
T” (RT — bp) 


(18) 


Aus Gl. (18) kann die Druckabhangigkeit von C, in bekannter Weise 
berechnet werden. Nach einiger Rechnung erhalten wir fiir: 


(22) = a am Silerwi sets ere me 
hipaa terpenes 


und schlieBlich findet man durch Integration von Gl. (19): 


in f+ 8 1 ; 
trl _>p ral 
Naess 


alten a. tenella tl Oa er} | (20) 


womit die gesuchte Beziehung der ersten Naherung von A C, gefunden 
ist. Die darin enthaltenen Konstanten a, 6, » sind durch die Gl. (7), 
(8) und (11) definiert. 

Ferner sei noch die Druckabhangigkeit der spezifischen Warme C, 
in erster Naherung aus Gl. (17) abgeleitet. Diese Gleichung bringen oe 
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in die Form: 


ee op 


— 


a 


a TO FRE bp)’ 


(24) 


woraus wir in schon anaes Weise unter Verwendung der CLaustus- 
schen Beziehung nach einiger Rechnung erhalten: 


ee r A) an(s) +1) 
2),-i eas fees *} i es ae j (22) 
eso Payee 
Durch Integration der Differentialgleichung (22) finden wir schlieBlich 
fiir: pa 
ACC y= Cfo 575: Ilo 22y nt oe | 
ats dee: Fu ¥ 1 bp (23) 
|i) ‘ n(n + 1) n(1— ea | 
seed J 


womit die gesuchte Beziehung fiir die Se aa der spezifischen 
See C, gefunden ist. 

Zum Scien sei nach die Differin , C,—C, fiir reale Gase in erster 
eens berechnet. Wir erhalten diese durch Kombination det iGl, ao 
und (23). ot zwar ergibt sich: 
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Das Feldionenmikroskop. 
Von 
ERWIN W. MULLER. 
Mit 3 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 27. August 1951.) 


Durch Umpolen des Feldelektronenmikroskopes kann man adsorbierte Atome als 
positive Ionen von der Objektspitze abreiBen. Diese Felddesorption wird bis zu 
3 - 108 V/cm verfolgt.. Bei schnellem Nachschub der adsorbierten Atome erméglicht 
die Feldionenemission eine mikroskopische Abbildung der Spitzenoberflache, deren 
Auflésungsvermégen die Gitterkonstante erreicht. 


Im Feldelektronenmikroskop! wird die halbkugelige Oberflache einer 
sehr feinen Metallspitze auf einem ihr gegeniiber stehenden Leuchtschirm 
stark vergroBert abgebildet. Die Elektronenemission erfolgt dabei als 
Tunneleffekt durch Einwirkung einer Feldstarke der GroS8enordnung 
50 MV/cm. Mit einem Spitzenradius von etwa 107~° cm braucht man eine 
Anodenspannung von nur einigen tausend Volt. Bei einem Leucht- 
schirmabstand R=10cm ergibt sich etwa 10°-fache VergréBerung. Das 
Auflésungsvermégen betragt dabei rund 20 A. Die von einem Objekt- 
punkt, einem einzelnen hervorstehend adsorbierten Atom ausgehenden 
Elektronen treffen den Schirm in einem Streukreis von D= 2mm Durch- 
messer. Die Divergenz des Elektronenbiindels kann man durch eine 
von der radialen Beschleunigungsspannung U unabhangige Tangential- 
geschwindigkeit « (in Volt gemessen) beschreiben?. Der Streukreis- 
durchmesser ist dann 


wobei w etwa 0,5 V betragt. AuBerdem macht sich die Beugung der 

Elektronenwellen bemerkbar, die aber schwer zu erfassen ist. Denn die 
reelle Elektronenwelle tritt erst nach dem Durchgang durch den Poten- 
tialwall in etwa 10 A Entfernung von der Oberfliche in Erscheinung. 
In der doppelten Entfernung hat sich die Wellenlange entsprechend der 
Beschleunigung auf etwa 5 A verkiirzt. Man kénnte die bei etwa 10 A 
in der Hohe der Fermi-Kante des Metalls liegende Aquipotentialflache 
als eine virtuelle Kathode auffassen, die Elektronen mit einer Geschwin- 
digkeitsverteilung von Null bis ~1 V emittiert. Jedoch ist noch nicht 


* Mttrer, E. W.: Phys. Z. 37, 838 (1936). — Z. Physik 106, 541 (1937); 108, 
668 (1938). — Z. Naturforschg. 5a, 473 (1950). 
* Mutter, E. W.: Z. Physik 120, 270 (1943). 
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zu sehen, wie man die lokale Elektronenergiebigkeit der wirklichen Ober- 
flache exakt auf die virtuelle Kathode projizieren soll. 


Einer Erhéhung des Auflésungsvermégens durch VergréBerung der 
kathodischen Feldstarke ist durch die auBerordentlich schnell anwach- 
sende Stromdichte, die schon jetzt 108 Amp/cm? erreicht{ sehr bald eine 
Grenze gesetzt. Jedoch ist eine wesentlich hdhere Auflésung zu erwarten, 
wenn man die Elektronen durch positive Ionen mit kleinerer DE BROGLIE- 
Wellenlange bzw. nur thermischer Tangentialgeschwindigkeit ersetzt. 
Vor langerer Zeit konnte der Verfasser zeigen, wie man durch Umpolen 
des Feldelektronenmikroskopes und weitere Steigerung der Spannung 
zwischen Spitze und Gegenelektrode bei Feldstarken von 80 bis 120 MV/cm 
adsorbierte Bariumatome abreiBen kann (Felddesorption). Unter der 
Voraussetzung, daB diese Teilchen die Spitzenkalotte als positive Ionen 
verlassen, miiBten sie genau wie die Elektronen geradlinig zum Leucht- 
schirm fliegen und dort ein Bild der Oberflache, d.h. ihrer vorher inne- 
gehabten Adsorptionsstellen ergeben. 


Leider ist aber die Stromdichte bei der Felddesorption auBerordent- 
lich gering. In einer monoatomaren Schicht befinden sich etwa 1014 
Bariumatome auf dem cm?, und da die Spitzenkalotte weniger als 
10~* cm? Oberflache hat, kénnen mit einfach geladenen Ionen beim ein- 
maligen AbreiBen nur 1074 Coul tibergehen. Fir ein auch nur ganz 
schwach erkennbares Leuchtschirmbild miiBte man die Intensitat um 
6Zehnerpotenzen steigern. Dies wird am besten durch entsprechend 
schnelle Wiederholung der Adsorption und Felddesorption erreicht. Dazu 
ist es gar nicht notig, zur Desorption die Hochspannung in Form von 
Impulsen anzulegen, vielmehr erweist es sich sogar als vorteilhaft, mit 
Gleichspannung zu arbeiten, da die Adsorption neutraler Atome durch 
das anliegende Feld noch begiinstigt wird. Sobald die kondensierenden 
neutralen Teilchen ihren Platz an der Oberflache eingenommen haben, 
geben sie ihr Elektron an die Unterlage ab, werden als positive Ionen 
desorbiert und fliegen zum Leuchtschirm. Sie durchlaufen fast dieselben 
Bahnen wie die Elektronen im Feldelektronenmikroskop, jedoch mit dem 
Unterschied, daB die Tangentialgeschwindigkeit der Teilchen jetzt nur 
von der Gré8enordnung der thermischen Geschwindigkeit ist. Dadurch 
wird eine sehr viel scharfere Abbildung erhalten. 

Welche Arten von Atomen fiir eine solche Abbildung besonders ge- 
eignet sind, 14Bt sich ohne gréBere experimentelle Erfahrung einstweilen 
noch nicht angeben, da tiber den Felddesorptionseffekt auBer den Ver- 
suchen des Verfassers mit Barium! noch nichts bekannt ist. Obwohl 
gerade die Abbildung der Adsorptionsstellen von Bariumatomen in Hin- 
blick auf Fragen der Elektronenemission besonders interessant ware, 


1 MUrter, E: W.: Naturwiss. 29, 533 (1944). 
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wurden wegen der etwas schwierigeren Nachlieferung des Kondensates 
die ersten Versuche nicht mit Barium angestellt. 


Fiir die Abbildung scheint Wasserstoff besonders gut geeignet zu 
sein. Der Atomdurchmesser ist kleiner als der der Unterlage und die 
Adsorption kann einfach durch eine Gasfiillung der Rohre bewirkt wer- 
den. Entsprechend der kleinen Polarisierbarkeit des Wasserstoffatoms 
ist die Desorptionsfeldstarke allerdings sehr viel gréBer als beim Barium. 
Fig.1 zeigt die erste Ausfiihrungsform des Feldionenmikroskopes. Das 
Bild wird mit einer Lupe auf dem Leuchtschirm beobachtet oder mit einer 
lichtstarken Kamera photographiert. Wegen 
der sehr geringen Intensitaten sind bessere 
Resultate mit Innenaufnahmen zu erwarten, 
bei denen die Photoplatte unmittelbar von 
den Protonen getroffen wird. Jedoch sind 
diese Arbeiten wegen vakuumtechnischer 
Schwierigkeiten noch nicht weit gediehen. 
Das Vakuum muB fiir die Abbildung atomarer 
Objekte doch um 3 Zehnerpotenzen besser 
Palladium- sein als etwa im normalen Elektronenmikro- 
renrchen’ ~ skop, und die Platteneinschleusung in die 
ausheizbare MikroskoprGhre ist bei Verzicht 
auf Fett- und Gummidichtungen umstand- 

licher. 

i ee Die Réhre wird zunachst mit negativer 
Schema des Feldionenmikroskopes. | Spitze als Feldelektronenmikroskop_betrie- 

ben, weil fiir diese Betriebsart schon groBe 
Erfahrungen in der Beurteilung der Qualitat der Spitze, der Reinheit der 
Oberflache und der Adsorptionsvorgange aus dem vielleicht unzureichen- 
den Vakuum vorliegen. Fig.2 zeigt mit eem durch den kleinen Durch- 
messer der Ringelektrode vignettierten Ausschnitt das Bild einer Wolf- 
ramspitze. Sie ist mit Spuren von adsorbiertem Kohlenstoff bedeckt, 
erkennbar an der hellen Umrandung der zentralen 110-Flache und dem 
Auftreten der Flachen 334 um die Oktaederpole herum?!. Gleichzeitig ist 
Wasserstoff adsorbiert, der die RoOhre auch wahrend der Aufnahme 
durchstrémt. Ein Feldelektronenstrom von 10-5 Amp wurde bei einer 
Anodenspannung von 3,3 kV emittiert. Daraus berechnet sich unter 
Zugrundelegung der BETHE-SOMMERFELDschen Theorie? mit einer ange 
nommenen Austrittsarbeit von = 4,8 eV 8 ein Spitzenradius ry =940A, 


+ 20kV 


Ringelektrode 
Spitze 


At 
H»-Flamme | 


1 MULLER, E. W.: Naturwiss. Rdsch. 1951, 255. 

® SOMMERFELD, A., u. H. BETHE: Handbuch der Physik, Bd. XMXIV/2,'S.44475= 
HaAEFER, R.: Z. Physik 116, 604 (1940). 

3 Mittlere Austrittsarbeit einer mit Wasserstoff bedeckten Wolframoberflache — 
‘@® —4,8eV nach E. W. MbLieR und J. WIEGMANN (im Druck). 


und die Feldstarke ist 54 MV/cm. Auf dem R 


10004 
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45mm entfernten Leucht- 
schirm erscheint das Bild in etwa R/) 480000-facher VereréBerung 
Der die Unscharfe bestimmende Streukreisdurchmesser, in te peg 
duktion nicht deutlich zu erkennen, ist auf dem Leuchtschirm etwa 
1,2mm grob, entsprechend 25 A im Objekt. | 
1 Polt man jetzt das Feldelektronenmikroskop um, so muB man die 
Spannung zwischen der positiven Spitze und der Ringelektrode erheblich 
steigern, bis auf dem Leuchtschirm ein Bild eischeint Bei einem Wasser- 
stoffdruck von einigen 10-3 Torr entsteht ein auBerst schwaches, Albee 


1000 A 


Fig. 2. Elektronenbild der einkristallinen Spiizen Fig. 3. Ionenbild derselben Spitze mit erhéhtem 
kalotte aus Wolfram. Spitzenradius 940 A, in der Auflésungsvermégen. 
Mitte die 110-Flache 


scharf detailliertes Bild bei 12 kV, entsprechend einer Feldstarke von 
200 MV/cm. Mit weiterer Steigerung der Spannung wird das Bild er- 
heblich heller, wahrend die Scharfe erhalten bleibt. Die Bildhelligkeit 
erweist sich weiter dem Gasdruck proportional, der sich in der skizzierten 
Rohre bis auf 6-10 * Torr steigern lieB, ohne daB eine Glimmentladung 
unter Spannungszusammenbruch ziindete. Die Aufnahme Fig.3 wurde 
mit 17 kV entsprechend 280 MV/cm in 30 sec Belichtungszeit mit héchst- 
empfindlichem Negativmaterial und f:2-Optik gewonnen. Die Bild- 
scharfe ist im Vergleich zum Elektronenbild tiberraschend gut, mit Hilfe 
einer Lupe konnte man den Durchmesser der Bildpunkte auf dem Leucht- 
schirm zu etwa 0,1 bis 0,2mm entsprechend 2 bis 4A schatzen. Die 
photographische Aufnahme ist infolge von Erschiitterungen in der langen 
Belichtungszeit und vielleicht auch kleiner Bildverschiebungen durch 
Aufladung des Leuchtschirmes und der Wande nicht ganz so scharf. 
Immerhin sind die hellen Vizinalen von 110 des Elektronenbildes jetzt in 
einzelne Gittertreppenstufen aufgelést. Das Bild ist zu lichtschwach, um 
Einzelheiten im Gebiet der Wiirfelflachen zu zeigen. Der konzentrische 
diffuse Lichtkreis von fast dem halben Bildfelddurchmesser und die 
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Aufhellung in der Mitte von 110 rithrt von Sekundarelektronen her, die 
vom inneren Rand der Ringelektrode durch die dort auftreffenden Pro- 
tonen ausgelést werden. Dies kann durch magnetische Ablenkung leicht 
festgestellt werden. Die Vermeidung dieser Reflexe bereitet keine Schwié- 
rigkeiten. 

Das Ionenbild ist ziemlich kontrastreich. Die Netzebenenberandun- 
gen um die 110-Flache, die etwa 30 A Abstand voneinander haben, zei- 
gen bei Betrachtung mit der Lupe und guter Dunkeladaptation feine 
mauerzinnenartige Vorspriinge und Stufen von der Grd®e der Gitter- 
konstanten. Um Tauschungen durch das Leuchtschirmkorn auszu- 
schlieBen, wurden diese Beobachtungen an einer zweiten Réhre mit 
100 mm Leuchtschirmabstand und 10®-facher VergréBerung bestatigt. 
AuBerdem sind zahlreiche hell leuchtende und szintillierende Bildpunkte 
ohne besondere Orientierung zum Kristallgitter zu sehen. Es kann sich 
hier um Fehlstellen handeln, von denen aus die Desorption bevorzugt 
erfolgt, wahrend der Nachschub der Adatome durch Oberflachenwan- 
derung langs einer Gittertreppenstufe zugefiihrt wird. 

Die vorstehenden Beobachtungen itiber die Bildpunktscharfe ent- 
sprechen der Erwartung, wenn man wieder die beim Feldelektronen- 
mikroskop angestellten Uberlegungen benutzt. Die Tangentialgeschwin- 
digkeit der abbildenden Partikel ist jetzt nur gleich der thermischen 
Geschwindigkeit, die der Spitzentemperatur entspricht, also bei Zimmer- 
temperatur “ = 0,04 V, wahrend die Normalbeschleunigungsspannung in 
dem angefiihrten Beispiel 17 kV betragt. Damit wird der Bildpunkt- 
durchmesser D = 0,14 mm oder 2,9 A, d.h. fast 10mal feiner als bei der 
Abbildung mit Elektronen. Wiirde man die ganze Roéhre auf die Tem- 
peratur der fliissigen Luft abkiihlen, was experimentell sehr einfach ist, 
so sollte der Streukreisdurchmesser sogar nur 1,6 A betragen. Die durch 
Beugung bewirkte Unscharfe wird dagegen kaum in Erscheinung treten, 
da die DE BRoGLIE-Wellenlange eines 0,04 V schnellen Protons nur 
1,42 A miBt. Bei 2 V Geschwindigkeit, die in 3 A Entfernung von der 
Oberflache (unter Beriicksichtigung der Bildkraft) erreicht wird, ist sie 
sogar nur noch 0,2A groB. 

Die Bildhelligkeit wird wesentlich durch die Zahl der Desorptionsakte 
in der Zeiteinheit bestimmt. Bei dem bisher héchstzulassigen Gasdruck 
von 6-10°* Torr treffen je sec 5,2: 10% Wasserstoffmolekiile auf die 
Spitzenhalbkugel von 940 A Radius auf (wenn man einfach mit der gas- 
kinetischen StoBzahl z = 4+ - 0 auf eine ebene Flache rechnet). Wegen 
der Dissoziation der Molekiile kénnen doppelt soviel Protonen desorbiert 
werden, die einen Ionenstrom von 1,66 + 10-® Amp liefern. Tatsi%ichlich 
wurde aber bei der Aufnahme eine Stromstarke von 6 - 10-8 Amp ge- 
messen. Selbst wenn man einen gewissen Anteil an Sekundarelektronen 
in Rechnung stellt, ist der Ionenstrom doch immer noch 10 bis 20mal 
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groBer als erwartet. Man muB8 aber noch beriicksichtigen, daB im elek- 
trischen Feld wesentlich mehr Wasserstoffmolekiile auf die Spitze treffen, 
als sich aus der gaskinetisch berechneten StoBzahl ergibt. Bei angelegter 
Spannung werden viele sonst vorbeifliegende Molekiile im stark inhomo- 
genen Feld als Dipole angezogen. Eine Berechnung ist noch nicht durch- 
gefiihrt, doch ist eine 20fach vergréBerte scheinbare Einfangflache der 
Spitze bei der groBen Feldstarke durchaus plausibel. Die mit zunehmen- 
der Spitzenfeldstarke beobachtete Intensitdatssteigerung ist demnach 
so zu erklaren, da8 von etwa 200 MV/cm an die Felddesorption ein- 
setzt und dann hauptsachlich nur die Zahl der zur Adsorption einge- 
fangenen Wasserstoffmolekiile gréBer wird. 

Eine weitere wichtige Frage der Mikroskopie im atomaren Bereich 
ist die nach der Objektbeeinflussung durch die Abbildungsstrahlung. Die 
von der Spitze eingefangenen Molekiile treffen mit einer Normalgeschwin- 
digkeit auf, die gréBer ist als die thermische. Wenn ein Teilchen der 
Polarisierbarkeit « aus einem Gebiet der Feldstarke 0 an einen Ort der 
Feldstarke E gezogen wird, so ist seine Energie U= «/2- E?. Mit einer 
Polarisierbarkeit des Wasserstoffmolekiils von « =0,8 - 10-4 cm? (nach 
MrowkKa) erhalten wir fiir die hier benutzte Feldstarke von 280 MV/cm 
eine Auftreffenergie von 4 eV, die jedenfalls noch nicht ausreicht, um auf 
der getroffenen Wolframoberflache Objektzerstérungen hervorzurufen. 

Steigert man die positive Feldstarke tiber 290 bis 300 MV/cm hinaus, 
so wird das Leuchtschirmbild plétzlich ganz unscharf. Offenbar ist der 
Entstehungsort der Ionen dann nicht mehran die Struktur des unter- 
liegenden Gitters gebunden. Wahrscheinlich findet von dieser Feld- 
starke ab die Ionisation der ankommenden Wasserstoffmolekiile schon 
im freien Raum vor dem Erreichen der Spitzenoberflache selbst statt. 

Bei mittleren Feldstarken, zwischen 200 und 300 MV/cm, wird das 
Bild auch durch Erhitzen der Spitze auf nur 400 bis 500° K vollig un- 

_ scharf. Vielleicht kénnen die adsorbierten Atome wegen der thermischen 
_ Bewegung des Untergrundes keine wohl definierte Lage mehr einnehmen. 
Bei noch etwas héherer Spitzentemperatur, etwa 800 bis 900° K, tritt 
- durch die hohen Feldkrafte eine oberflachliche Auflosung des Wolfram- 
gitters selbst ein. Man sieht mit einer Unscharfe von etwa 20 A die Be- 
randungen der 110-Netzebenen in konzentrischen Ringen zusammen- 
laufen. Es sei hier nur darauf hingewiesen, daB die Zugkraft des elek- 
- trischen Feldes auf eine metallische Oberflache K = E*/8z betragt, das 
sind bei 300 MV/cm etwa 400 kg/cm?, also gleich der gré8ten technischen 
Zugfestigkeit, die man an Wolfram gemessen hat. 

Das Feldionenmikroskop erméglicht zum ersten Male eine Abbildung 
mit geniigendem Auflésungsvermégen, um das atomare Gitter sichtbar zu 
machen. Die hier mitgeteilten Beobachtungsergebnisse sind jedoch noch 
sehr bescheiden, weil die sehr lichtschwachen Bilder bis zur technischen 
9b 
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Beherrschung der Innenaufnahme noch visuell beobachtet werden 
miissen. An Hand der beschriebenen Versuche sollte eine vorlaufige 
Orientierung tiber den Abbildungsmechanismus gewonnen werden. Die 
Adsorptions-, Desorptions- und Oberflachenwanderungsvorgange bei den 
extremen Feldstaérken und insbesondere die Spanne zwischen Desorp- 
tionsfeldstarke und Ionisierungsfeldstarke der freien Atome bzw. Mole- 
kiile sind noch unbekannt, ebenso die Feldstarke, bei der die Gitterkrafte 
des Metalles selbst iiberwunden werden und die Spitze von den Netz- 
ebenenberandungen her abgebaut wird. Versuche mit Heliumdesorption 
von stark gekiihlten Spitzen und mit starker polarisierbarem Lithium, 
bei dem man mit viel geringerer Desorptionsfeldstarke auskommt, sind 
im Gange. Eine kleinere Feldstarke ware besonders niitzlich fiir die 
Beobachtung von Metallen mit geringerer Gitterfestigkeit als Wolfram. 
Uberhaupt wird die wichtigste Aufgabe sein, die Morphologie der realen 
Gitteroberflache mit dieser neuen Methode zu studieren. 


Berlin-Dahlem, Deutsche Forschungshochschule (Kaiser-Wilhelm- 
Institut fiir physikalische Chemie und Elektrochemie). 
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Die Anomalie der galvano- 
und thermomagnetischen Transversaleffekte. 


Von 
H. Freser, A. NEDOLUHA und K. M. Kocu, Wien. 
(Eingegangen am 10. September 1951.) 


In Fortfiihrung der Ansatze von H. FROHLICH werden die Koeffizienten der vier 

Transversaleffekte abgeleitet, sie weisen gerade jene Kopplung der Vorzeichen auf, 

die sich aus den bisher bekannten MeBresultaten ergibt. Es wird ferner gezeigt, 

daB ETTINGSHAUSEN- und NErRNstT-Effekt als thermoelektrische Sekundareffekte 

aufgefaBt werden kénnen, die durch die Begrenzung der Versuchsstreifen in Langs- 
richtung entstehen. 


1. Zwischen den Vorzeichen der vier galvano- und thermomagneti- 
schen Transversaleffekte bestehen, wie man der folgenden Tabelle ent- 
nimmt, offensichtliche Zusammenhange. Wir haben uns dabei an die 
im Handbuch der Physik, Bd. 13, S. 228 gegebene Festsetzung der 
Vorzeichen gehalten, die zumindest fiir die beiden Sekundareffekte 
(ETTINGSHAUSEN- und NEeRnstT-Effekt) eine gewisse Willkiir beinhaltet. 
Man iiberzeugt sich aber leicht, daB diese Willktir auf die aus der Tabelle 
zu entnehmende Kofflung der Vorzeichen keinen EinfluB hat. Es han- 
delt sich namlich darum, da8B Hart- und Ricui-Lepuc-Effekt auf der 
einen, ETTINGSHAUSEN- und NERNsT-Effekt auf der anderen Seite hin- 
sichtlich des Vorzeichens gekoppelt sind, wahrend die Effekte der zweiten 
Gruppe im Vorzeichen von denen der ersten unabhangig sind. 


Tabelle 1. 
bs" P Q | Ss 
ea Vea 
Al hee + a8 } = 
Ay A On AM gael al a 
Co | me =i)  leasciscapiniet 
Cr ee ie es he 


(Um MiBverstandnissen vorzubeugen, erinnern wir an die Definition 


der zur Diskussion stehenden Effekte: 


HALL- ETTINGSHAUSEN- NERNST- RiGui-LEDuUc- 
Effekt Effekt Effekt Effekt 
ers aT Pe dT ai = ; aT 
F=R-HJ,, Ppa Ad: F,=Q Het fie. ia 


Es ist naheliegend, einmal zu priifen, ob diese Zusammenhange aus 
den ,,Grundgleichungen“‘, die man mit Hilfe der wellenmechanischen 
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Elektronentheorie fiir die elektrischen und die Warmestréme in einem 
Leiter erhalt, abgeleitet werden kénnen. Ohne diese Aufgabenstellung 
zu iiberschatzen, darf doch gesagt werden, daB sie als zusatzliche Kon- 
trolle der Ansiitze und der Rechenmethode ein gewisses Interesse ver- 
dient. 

2. H. Frouticu! hat die ,,Grundgleichungen‘‘ im Magnetfeld fiir den 
Fall dT/dx—=0 entwickelt und daraus die Hatt-Konstante und die 
Widerstandsinderung im Magnetfeld abgeleitet. Wir haben diese Ablei- 
tung, unter Beibehaltung der von FROHLICH eingefiihrten Bezeichnungen, 
fiir den Fall dT/dx +0 erganzt? und erhalten so die Gleichungen 


a) fase leRintueRints luteus, la | 
b Z=s |-weRln +¢Hlu—wzein+3Liu| 
c) W, = A |eE Ly + weF, Lae + Ze L324 LS Lia] | (1) 
d Waa —pek,Ly,+ eB Ly.— po, Lie +-Z Lisl 
J, Jy = elektrische Stromdichte, F,, F,, = elektrische Feldstarke, 
W,, W, = Dichte des Warmestroms, = a 


Hier bedeuten L;; und L;; Integrale von der Form 


fi soen [ee cet oaar 
L,= Lee aE EI D(E)dE 
D(E) = Dichte der Eigenwerte als Funktion der Energie, 
fe ae (4) G eH 
Li = T Lig —T op ($e) Lis, ce Neat acai 9 


fy = ungestérte Verteilungsfunktion, 


is 


Panties (hein ps Piecme 
ee {22 <lo Bi D(E) dE 


wobei t die bei FROHLICH durch den Ansatz 


(Flows = 8 (f= fo+e) 


eingefiihrte ,,mittlere Relaxationszeit‘‘ und f, die ,,Freiheitszahl“ fiir 
Elektronen mit der Wellenzahl& ist. /, ist durch die modifizierte Be- 
schleunigungsgleichung 
dp & 
cies 
: FrOouLIcH, H.: Elektronentheorie der Metalle. Berlin: Springer 1937. 
Der grundsatzliche Gang der Ableitung wird im Anhang dargelegt. 
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(FROHLICH, 1. c. S. 24), bzw. durch den Ausdruck 


m wuts . Of ean 
aon ont oR 


definiert. Man erkennt sofort, daB /, am oberen Rand eines Energie- 


bandes (ar < 0] negativ wird. 
t 


Fir die Integrale L;; und L;; erhalt man nach bekannten Naherungs- 
methoden (vgl. FROHLICH, 1. c. Anhang S. 356ff.) die Naherungswerte 


Li; = G,,.C + © (RT)? [G20 + 2707G, 4+ (7-1) G, 0 
fio Pee oe 

2B? = a : [G20 alle G; 5 ie (7 es 6) | 

(t fx) B Dee end fe eG 

Pik 1+ (ai, pestis Senha. os Sarr 


3. Die Diskussion der einzelnen Effekte wollen wir zur Kontrolle 
mit einem Vergleich der neuen mit den nach der klassischen Methode 
erhaltenen Resultate verbinden. Diese letzteren entnehmen wir der 
Darstellung von L. BritLourn!. 

a) Setzen wir @T/@x =0, J,=0, so erhalten wir aus den Gl. (4a) 
und (1b) mit der Nebenbedingung: é7/éy=0 (,,isothermer Fall‘‘) 


é L é IE, 
F, _ pees he ie -‘H, R; =———-- ae 
moy;i Ly WOT eed. 
4e Np ert 
= f SETA tht ss 
a ma (Lui +h Ce 


und daraus als erste Naherung fiir den isothermen Hatt-Koeffizienten: 


ad ie (2a) Klassisch: R~— (2b) 


ifeci:: Wert: der ,Freiheitszahl“ fiir E =€). 


Der Unterschied zwischen dem klassischen und dem nach der wellen- 
mechanischen Methode erhaltenen Ausdruck liegt also vor allem in dem 
Faktor /;, der nach dem oben Gesagten positiv oder negativ sein kann. 
Im ersten Fall stimmt das Vorzeichen von R; mit dem klassischen (nega- 
tiver = normaler Hart-Effekt) iiberein, im zweiten Fall ergibt sich der 
anomale Hatt-Effekt. Da mu p (die Zahl der als ,,frei‘’ angenommenen 
Elektronen, die im elektrischen Felde den gleichen Impuls erhalten wie 
- die tatsachliche Gesamtzahl unter Beriicksichtigung ihrer Unfreiheit) 
in der Regel &leiner ist als n, so driickt (2a) iiberdies die Méglichkeit aus, 


1 Brittourn, L.: Quantenstatistik. Berlin: Springer 1931. 
File 
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daB R; unter Umstanden gvéfer sein kann als der nach der klassischen 
Elektronengastheorie sich ergebende Wert. Genauere Aussagen tber 
GréBe und Vorzeichen der Hart-Konstanten lassen sich im einzelnen 
nur aus einer ersch6pfenden Kenntnis des Energiespektrums gewinnen. 

b) Ersetzen wir die Nebenbedingung 0 7/éy = 0 durch W, = 0 (,,adia- 
batischer Fall‘‘) so erhalten wir zundchst einen etwas modifizierten Aus- 
druck fiir die Hazr-Konstante, vor allem aber die Konstante des 
ETTINGSHAUSEN-Effekts. (Die Bezeichnung ,,adiabatischer“ Errines- 
HAUSEN-Effekt ist etwas sinnwidrig, da ein isothermer ETTINGSHAUSEN- 
Effekt [Warmestrom ohne 07/0] sich natiirlich der Beobachtung ent- 
zieht). Wir finden 


oT a ee Finale —Lui L 22 ae), -H, ‘Die Lye hoy —Lii Lae 
oy mopq L4,Ly,—LieL : OF ae er Lig Ly,’ 
CH,a~%o> | as TNp [t fils ) (3 a) 
Klassisch: 
mT Bede 
Ee~F8m (sa) Gb) 


Man tiberzeugt sich leicht, daB (3a) in (3b) ttbergeht, wenn man vdllig 
freie Elektronen (f=1) annimmt und t=//v setzt. Nimmt man ferner 
an, daB die freie Weglange / von der Energie unabhangig ist — diese 
Annahme ist auch.in der Ableitung von (3b) enthalten — so geht wegen 


“(#).--F-4 hie TY il ae 3n\% 
eats Pe oe ape gee 
(3a) tatsachlich in (3b) tiber. 


Was nun das Vorzeichen von P anlangt, so liefert (3a) unter Beriick- 
sichtigung von 


mp 


re = te= ($2), (30) 


[7, am Rande des Energiebandes laut Annahme konstant] die Aussage, 
daB dieses auBer von dem der Freiheitszahl auch noch von dt/dE 
abhingt. Normaler ErriIncsHAUSEN-Effekt [positiv im Gegensatz zum 
normalen HALt-Effekt, dessen negatives Vorzeichen in (2b) durch die 
negative Elektronenladung bedingt ist] setzt demnach positive Frei- 
heitszahl und negatives dt/dE voraus, wie es eben in der klassischen 
Theorie begriindet ist, kann aber auch bei /,< 0 — dt/dE >0 be- 
wirkt werden. 


Der unter der Voraussetzung @7/@y +0 erhaltene Ausdruck fiir die 
,adiabatische‘‘ Hatt-Konstante erweist sich in erster Naherung mit der 
,,isothermen‘ identisch. 
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c1) Unter der Annahme: J,= J,=0,0T/@x +0,8T/@y=0 erhalten 
wir den isothermen NERNst-Effekt: 


pet ema, or 
y m he ae ax 

0; = 1 Lata Li a a a 22 NT 
? m | eae ae oe 3m 1+ (uthp)?’ (4a) 


Klassisch : 
wk?T mi /82\ 
Qi = 3 hs | 


oh (4b) 
Die gleichen Umformungen und Vereinfachungen wie unter b) fiihren 
auch hier die wellenmechanische in die klassische Lésung iiber. Der 
_ Vergleich von (4a) mit (3a) zeigt, daB P, und Q; im Vorzeichen iiberein- 
stimmen miissen, also gerade das, was den Messungen entnommen wird. 

c 2) Dieses sehr befriedigende Ergebnis wird zunadchst etwas beein- 
trachtigt, wenn man iiberlegt, daB die Versuchsbedingungen bei der Be- 
stimmung der NERNsT-Konstanten eher den adiabatischen Bedingungen 
(W,=0) entsprechen als den isothermen. Fiir jene erhalten wir aber 


Mm Li (Zi; + L351) +? Ley (Ens Loe — Lg Lox) — Lh (Lar Lag +p? Loy Lo) Z 


9 2 p2 

Oye te (5) 
Nach (5) miiBte die adiabatische NERNsT-Konstante im Vorzeichen mit 
der Hatt-Konstanten parallel gehen, es miiBte also unter Umstanden 
je nach den Versuchsbedingungen (besserer oder schlechterer Warme- 
ausgleich zwischen dem oberen und unteren Rand des Streifens) eine 
Umkehr des Vorzeichens beobachtet werden. Nun liegen zweifellos viel 
zu wenige Messungen des NERNST-Effektes vor, um diese Méglichkeit 
vollstandig ausschlieBen zu kénnen. Eine systematische Erganzung des 
Versuchsmaterials, besonders an solchen Stoffen, bei denen charakteri- 
stische Abweichungen im Vorzeichen in Abhangigkeit von der Zusammen- 
setzung, der Feldstaérke und der Temperatur auftreten, waren sehr er- 
wiinscht. Diesbeziigliche Untersuchungen sind bei uns zum Teil schon 
im Gange. : 

Man wird zu dieser Frage aber auch folgende Gesichtspunkte beach- 
ten, auf die schon M. Kou er [1] hingewiesen hat. 

Durch eine einfache Umformung des Ausdrucks (5) erhalt man nam- 
lich die Beziehung 


Q at Lye(L£y5 +? L53) — Ly (Li L252 — Li 2253) = Ly (Li Lie + uw? LoL 0) 
a 


Q. = Qi + up (H)-S. i) 


Hier ist wp(H) der Koeffizient des sog. ,,THoMsonschen Potential- 
gradienten’ nach der Terminologie von N. H. FRANK [2], also jener 
elektrischen Feldstarke, die in einem Leiter als Begleiteffekt eines 
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Temperaturgradienten auftreten soll 
ik: 
I= Up: Ovum. 

Natiirlich ist dieser Effekt experimentell nicht nachweisbar, weil er 
durch die unverhialtnismaBig gréBeren Thermokrafte verdeckt wird. 
4p ist in unserem Fall iiberdies vom Magnetfeld abhangig, ein Umstand, 
von dem wir aber weiterhin keinen Gebrauch machen werden. Eine 
elementare Untersuchung ergibt, da8 der Summand wp: S in (6) bei der 
Integration iber die Breite des Streifens einen wesentlichen Teil der 
Thermospannung liefert, die an den zur Messung von F, an dem Streifen 


angebrachten Potentialdrahten infolge des R1icH1-Lepuc-Effektes auftritt. 
ae 


[Der genaue Ausdruck fiir die Thermospannung ist: 0 = f (up,4—p, 9) 
a 


dT +e(6,—Lo)~ — €(G —Le) 7]. Diese Thermospannung ist aber, wie die 
Versuche zeigen, gegeniiber dem ersten Summanden, dem isothermen 
NERNST-Effekt, vollig zu vernachlassigen, insbesondere wenn man die 
Potentialdrahte aus dem gleichen Material macht wie den Streifen. 
Praktisch ist daher also Q,—Q; und somit die Ubereinstimmung des 
Vorzeichens von P und Q, unabhangig von den Versuchsbedingungen, 
gewahrt. 

d) Fir den Ricui-Lepuc-Effekt (Bedingungen wie unter c 2) ergibt 
sich aus den Gl. (4c) und (1d) 


oT aa Pg Loo (Li, +? £33) — Ly (Las Loe — Lyolo1) — Los (Lai Li +? Ls; Ly) G1 
oy m — Lyy(L4y + uP Ly) + ow? Ly (Ly Lee — Ly 9 Loy) — E43 (LaLa t ou? Loi Loe) G2 
eT oa el (82\% 
5 ae fe (7a) Klassisch: S ~o(S) (7b) 


Setzen wir f/=1, t=1/v usw. wie unter b), so geht (7a) in (7b) tiber. 
Da in (7a) der Faktor f/, auftritt, so stimmt das Vorzeichen von S mit 
dem von F tiberein. Auch hier ist der normale Effekt negativ, wegen des 
negativen Vorzeichens der Elektronenladung, die in (7) enthalten ist. 

Auf Grund der aufgezeigten Beziehungen zwischen den klassischen 
und den nach unseren Gl. (1) erhaltenen Werten der vier Koeffizienten 
wird man erwarten, daB die von verschiedenen Autoren erhaltenen 
Relationen, wie z.B. 


#%P R 
a) Q=-=, b) S=oR, ¢) 2a (8) 
auch fiir unsere Werte giiltig bleiben. Die Durchrechnung bestiatigt dies. 
4. Fiir die weitere Interpretation der im vorstehenden dargelegten 
Zusammenhange ist es nicht ohne Bedeutung, da8 auch nach der klas- 
sischen Theorie der ETTINGSHAUSEN- und der Nernst-Effekt ein ano- 
males Vorzeichen aufweisen kénnen. Dies hat erstmalig M. KonLer [3] 
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gezeigt, der mit einer etwas weiter getriebenen Naherung fiir P und Q 
die Ausdriicke 


Li ; ; ; 
Eee et MO Oe oP, (9) 


a baal , - 
NSo NSo 


berechnet. Das Vorzeichen der beiden Konstanten hangt somit von dem 
Vorzeichen von dt/dE ab, das seinerseits von der Energieabhangigkeit 
der freien Weglange bedingt ist. (KOHLER setzt F=0Q;:W, H, sein 
Wert fiir Q mu8 daher erst mit der Warmeleitfahigkeit K = ae . an Net 
multipliziert werden, wenn man ihn mit unserem Wert vergleichen will.) 

Wie KOHLER (I. c.) hervorgehoben hat, ist der Faktor A’ auch fiir das 
Vorzeichen des THoMsoN-Effektes maBgebend. Was KouLer in diesem 
Zusammenhang als THoMson-Effekt definiert, ist der THomson-Effekt 
im tiblichen Sinn (manchmal auch als ,,energetischer‘‘ THomson-Effekt 
bezeichnet), das ist die zusatzliche Warmeentwicklung in einem Leiter, 
durch den gleichzeitig ein elektrischer und ein Warmestrom flieBt. Diese 
Warmeentwicklung, die sich der JourEschen Warme iiberlagert, aber 
durch Differentialmethoden gemessen werden kann, ist 


(pa ees (10) 


Man kann diesen Effekt aber auch so auffassen, daB in dem vom Warme- 
strom durchflossenen Leiter ein zusiatzlicher Potentialgradient F, auf- 
tritt, der dem Temperaturgradienten proportional ist 


/ oT 
Find HF aie 


und bei dessen Uberwindung der Strom die Arbeit Q=F, - J, leistet. 
Zwischen dem so definierten und dem friiher in Gl. (6) eingefiihrten 
,, LHomsoNschen Potentialgradienten“ besteht dann lediglich ein durch 
sekundire Versuchsbedingungen bestimmter Unterschied. Nach der 
klassischen Theorie ist ~p—=4y,. Nach unseren Naherungen sind die 
beiden Konstanten zumindest von der gleichen GroBenordnung. Fir wz 
liefern unsere Gl. (1), wenn man H =0 setzt 


a a ed 2: akaaM E 1 
pe=— AS [1+ SG. (11) 
Klassisch (nach KOHLER): 
ge leh Date 
=— 1b 
pe=— [t+ FSG. (11) 


(41a) geht in (11b) tiber, wenn man wieder beachtet, daB f bei der hier 
verwendeten Naherung in der Nahe der Grenzenergie konstant ist, so 


daB aus [t/]’=7’ f, wird. 
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5. Wir wollen nun abschlieBend zeigen, daB sich durch eine gering- 
fiigige Modifikation von Uberlegungen, die P. W. BrrpcMAn [4] erst- 
malig angestellt hat, NERNST- und ErtmncsHAUsEN-Effekt in einer sehr 
anschaulichen Weise als Sekundareffekte darstellen lassen. Die Bezie- 
hung der Vorzeichen dieser beiden Effekte zu dem des HAt- und RicuI- 
Lepuc-Effektes wird dadurch unmittelbar verstandlich. 

a) Flie8t primar ein Warmestrom Wx = —x @7T/éx durch den Leiter, 
so ist, wie schon mehrmals erwahnt wurde, mit dem Temperaturgradien- 
ten eine elektrische Feldstarke Fy = - 0T/0x verkniipft. Voraussicht- 
lich werden beim Zustandekommen dieser Potentialdifferenz die Begren- 
zungsverhaltnisse des Streifens in x-Richtung eine bestimmende Rolle 
spielen (Thermokraft: magnetisiertes, unmagnetisiertes Material), so daB 
die tatsachlich zu verwendende Konstante nicht vollig mit der von 
FRANK definierten Konstanten des THomsonschen Potentialgradienten 
iibereinstimmen und sich eher dem ,,energetischen“’ THomson-Koeffi- 
zienten nahern wird. Jedenfalls liefert F, einen Strom J,=o- F, und 
dieser im Magnetfeld einen Hatt-Effekt vom Betrag 


B=R-J,H=Rop "Hd. 


Dieser HALL-Effekt mu8 dem NErnst-Effekt des urspriinglichen Warme- 
stromes entsprechen (F,= Q;- @T/@x -H), somit ergibt der Vergleich der 
Konstanten die Beziehung 

== jie (12) 


Diese, tibrigens schon von MoreEAu [5] abgeleitete Beziehung 1aBt sich 
bestatigen, wenn man fiir ~ den in Gl. (44a) angegebenen Wert fiir uw, 
einsetzt und annimmt, da8 man den ersten Summanden gegeniiber dem 
zweiten vernachlassigen darf. 

b) Im umgekehrten Fall: primarer elektrischer Strom, werden wir 
von vorneherein annehmen, daB durch die Randeffekte (PELTIER-Effekt : 
magnetisiertes, unmagnetisiertes Material) ein longitudinaler Tempera- 
turgradient entsteht, der im Magnetfeld einen RicHi-LEpuc-Effekt 


bedingt. Mit dem Temperaturgradienten ist ein Warmestrom W, = 
—x-0T/0x verkniipft, zu dessen Aufrechterhaltung gema8B dem zweiten 
Hauptsatz der Thermodynamik die Arbeit 


On. 
* Ox 


Ac Z 


je Langeneinheit des Leiters erforderlich ist. Diese Arbeit wird, wie wir 
weiter annehmen wollen, vom Strom in der Weise geleistet, daB eine 
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zusatzliche Feldstarke F, entsteht, die dem Temperaturgradienten pro- 
portional ist. Proportionalitatsfaktor sei der gleiche wie unter a), also 
F,=- @T/éx. Zur Uberwindung dieser Feldstirke leistet der Strom 
die Arbeit J, -F, und es gilt somit 


Tae & 
— 
ox Pe OT pe oT 
Daraus ergibt sich 
oh oe hg 
Cx ih x“ Tes 


Fiir den transversalen Temperaturgradienten (Ricui-Lepuc-Effekt des 
,, [HOMSON-Stromes‘‘) erhalten wir auf diese Weise 


oT Si Te 
ey Sts x peeks (13) 


Da der so gewonnene Temperaturgradient mit dem ETrinGSHAUSEN- 
Effekt | 

oT 

a Pe iH (14) 
identisch sein muB, folgt aus dem Vergleich von (13) und (14) 


SuT 
ae 


P= 


a (15) 
(Diese Beziehung hat BrrpGMAN auf Grund ahnlicher Uberlegungen er- 


halten.) Auch hier finden wir Ubereinstimmung mit dem in (3a) gegebe- 


nen Ausdruck, wenn wir fiir S den Ausdruck (7a), fiir x = Re cee 
pa) 


Net 
und fiir ~ den so wie unter a) verkiirzten Ausdruck fir uw; 


al A RX 3 ool BS 


od ined 3e tH 3e 


setzen. 

Dividiert man iiberdies (15) durch (12) und beachtet, daB S=oR, 
so erhalt man die schon friiher unter (9) angefiihrte Beziehung 

a 
= ae 

die durch die Versuchsergebnisse (KOHLER hat einige in [3] zusammen- 
gestellt) recht gut bestatigt wird. Die Zurtickfithrung von NERNST- und 
ETTINGSHAUSEN-Effekt auf den gleichen thermoelektrischen Effekt hat 
somit — wenn auch einige Einzelheiten noch aufklarungsbediirftig sein 
mégen — groBe Wahrscheinlichkeit fiir sich. 

Vor allem aber erscheint durch diese Uberlegungen die Kopplung der 
Vorzeichen in einem neuen Licht. Das Vorzeichen von P und Q wird 


152 H, Firser, A. NEporuna und K. M. Kocu: 


nach den Gl. (12) und (15) durch zwei Faktoren bestimmt: einerseits 
steckt in den Faktoren R und S die Freiheitszahl f,, die positiv oder 
negativ sein kann, andererseits enthalt ~ bzw. der Naherungswert (16) 
fiir w, den Faktor dt/dE, der, soweit wir es im Augenblick tibersehen 
kénnen, von f, unabhangig ist. Damit findet aber die in § 4 festge- 
stellte Vorzeichenregel ihre innere Begriindung. 


Anhang. 
I. Zur Ableitung der ,,Grundgleichungen™,. 
Aus der Verteilungsfunktion der Elektronen 


= Te VARs ryyey t) 


(k,, ky, k, sind die Komponenten des Ausbreitungsvektors f und ersetzen 


xa?) y? 


die Geschwindigkeitskomponenten der klassischen Theorie) erhalt man 


(ar 


ot lea 


— (grad, f, t) — (grad, f, A) . 


Dazu kommt die zeitliche Anderung von / infolge der ZusammenstéBe 
mit den Gitterionen (@//@t)<4.3, die gesamte zeitliche Anderung von f 
muB im stationdéren Zustand gleich Null sein, es ist demnach 


( a oe ( 7 Jeaa= me (grade f, t) — (grads, ° as 


Fir die ungestérte Verteilungsfunktion ist (6//0t)s,.3=0. Setzen wir 
daher 


f=fot+g mit £<fo; 


(ha 
dt /stoB ee ; 


sein. Wir machen nun den Ansatz 


so muB 


dg 1 a8 
(alice Pa awe (t = Relaxationszeit) , 


beriicksichtigen, daB 
. 1 u 
i=v =~ grad, E, t= 5 (3 + [v$)) 


ist!, setzen ferner 


und erhalten so schlieBlich fiir den Stéranteil der Verteilungsfunktion 


(6) 
g=—er 2g, bv) — =~((b $1, Sheu besa! grad, f). 
1 Dabei gilt i = h/2z. 
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Zur Vereinfachung nehmen wir jetzt an: 


aie 3=(E.,0), 5 = (0,04), 
grad.j = </0 grad7, - gradT= (s. oe 
und erhalten 
- Ogee sh og og 
=—ers* (Ry, + Fv) — -" (v, oh, —v, ole 
at eT er 
; ( + Ow + dy a 


f 
- 
ad 
Da fiir /) die Fermi-Funktion gilt, wird 


st oe |-FteE- 
am > oF fe Ve ce i 


Wir machen nun fiir den Stéranteil der Verteilungsfunktion den Ansatz 


§ =v’ + Y, Po- 


Da 
eo; 1 @E _(—f, fir i=] 
eK; heheh |g isi 

(far den Fall der Isotropie ist > a me wy fk» Wobel f, nach der bei FROH- 
LICH, S.24 gegebenen Definition die seaheaeal me ist), so erhalten wir 


(Aus Griinden der Isotropie) 


_ Og = host ho, (0, Ee 5 0% 52), 


Oh 
Oe fs) 
aa =" to, + he,(v (58 <- Dy 32), 
"und somit ae, SSE: 
g= 91 +2 mer eh pet Ra) — ee h oth aie 
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Aus der elementaren Formel fiir die Stromdichte in x-Richtung 


J, =e, 
~ erhalt man unter Beachtung, daB die Zahl der Elektronen mit k; zwischen 
k; und k; -f- dk; 
2 . 
Tenet He) dk, dh, dk, — ant ) dt, ; 
ist: ’ 


Je= oe ere UR) dee on x3 pia [dT = 2 [ee aDIE) dE ‘ 


(ane fam =D) dz). 


(Das Teilintegral fv, fy dt, ist wegen der Kugelsymmetrie von /, gleich 
Null.) 

Fiir Zustande nahe dem oberen Rand eines Energiebandes setzt man 
nach FROHLICH naherungsweise 


cf h2 k2 Pa 
k 2m*? m as 
Daher ist 
1 dE 1, Ak URE ' 
7 mfr) tena roy 
und somit ae 
ne Re 
Caer nae sas 


Dies gibt in den Ausdruck fir J, dingesetzt: . 1. ‘aioe Vaal 
Tate ie) Be 1d ee Oe 


ei. St se feuonntiae: < 2 Bae 
Pt ; on 


5 Ly hee 
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| II. Zur Ableitung der Naherungswerte fiir L; a 


Ist F(E) eine beliebige Funktion der Energie, die natiirlich der 
Forderung geniigen muB, daB sie an der Stelle E =€ in eine Potenzreihe 
entwickelt werden kann, f,(Z) die FeRmi-Verteilung, so erhalt man 
(FROHLICH, Elektronentheorie der Metalle, Anhang, S. 356ff.) 


J=fF(@)<2daE= —F(¢é)— = Cae at aed (a 
In unserem Fall ist 


F(B) =) gi De) = GE (= 4). 


ttaz 
Daher 
_ fet)’ at 
L,,;= See ho Ri D(E) dE 


=(G),0+ = og el)? 1G; Bi 4-24 BI G9 ~ 1) GB). 
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Versetzungsstrukturen 
in kubisch-flachenzentrierten Kristallen. II*. 


Von 
Horst-DiIeETrRICH DIETZE. 
Mit 2 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 29. September 1951.) 


In Fortsetzung der Arbeit unter dem gleichen Titel wird die Ableitung des PEIERLS- 
schen Ansatzes in einem wesentlichen Punkt verbessert. Die Angriffspunkte der 
Krafte in der Gleitebene werden nicht mehr vollstandig verschmiert. Dadurch 
wird erreicht, daB die atomistische Struktur der Gleitebene im PEIERLSschen An- 
satz nicht vollstandig verlorengeht. Zudem wird die endliche Ausdehnung der 
Atome beriicksichtigt. Aus diesem Ansatz 1aBt sich konsequent eine ,,elastische 
Grenze“ berechnen. Die Versetzungsstrukturen andern sich durch die Modifikation 
des PEIERLSschen Ansatzes praktisch nicht. 


1. Der modifizierte PEIERLSsche Ansatz. 


Wir betrachten noch einmal den Ubergang von Gl. (I, 2.12)? zu 
Gl. (I, 2.13), wobei wir die Reihe durch ein Integral angenahert haben. 
Durch diesen Schritt, der zum PEIERLSschen Ansatz fiihrt, werden die 
an den Atomen angreifenden Krafte vollstandig verschmiert, was sicher 
nicht dem physikalischen Sachverhalt entspricht. Einige Folgerungen 
hieraus fiihren deshalb auch zu physikalisch sinnlosen Aussagen, worauf 
in der Einleitung des Teil I schon hingewiesen wurde. 

Aber auch die [Gl. (I, 2.12)] Voraussetzung punktfoérmig angreifender 
Krafte bedarf einer Abanderung. In der Entfernung von einer Gitter- 
konstanten darf man die Atome nicht als punktformige Kraftzentren 
behandeln, sondern muB ihre endliche Ausehnung beriicksichtigen. Da 
wir das genaue Kraftgesetz zwischen zwei Atomen im Metall nicht 
kennen, miissen wir uns mit einem plausiblen Ansatz begniigen. 


a) (010)-Ebene. 


Wir gehen so vor, daB wir die Krafte, die in unserem friiheren Ansatz 
an einem Atom angreifen, mit einer Gewichtsfunktion ¢(z, x) etwas auf 
die Umgebung verschmieren. g(z, x) soll ein scharfes Maximum an der 
Stelle z=x=0 haben, und auBerdem soll 


Shel x) dzdx = 1 (1.4) 


* D7, 
1 LEIBFRIED, G., u. H. D. Dietze: Z. Physik 131, 113 (1951). 
IACI CLs) say AeA, 
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sein. Wir behalten die Bezeichnungen des Abschnitts 2 in Teil I bei und 
bezeichnen noch die z- und x-Koordinate in den entsprechenden Ebenen 
mit dem Index A und B. Fiir das Potential zwischen den beiden Flachen- 
elementen dz, dx, und dzgdx,, welches von den beiden Atomen an 
den Stellen z,,,,, x,,in A und z,,, x, in B herriihrt, machen wir den Ansatz 


ry . fy ~0 , NS > o - 0 ~ - a : 
Pum, vo § (24 — Zn» X4 — Xm) § 2p — 2,, XB — Xo) ad “A aX 4 dzpdXp, (1.2) 


WObE! Pym,» die Bedeutung von (I, 2.3) hat. 


In den Funktionen g(z, x) haben wir wie in der Elastizitatstheorie 
die Koordinaten der Ausgangslagen 2), x},, 2), x9 geschrieben und nicht 
die verschobenen Lagen. Diese Naherung ist gerechtfertigt, wenn die 
Verschiebungen ihrem Betrage nach kleiner }/2 sind, was fiir eine Ver- 


setzung bei geeigneter Wahl der Ausgangslagen erfiillt ist. 

Fur, m, »o denken wir uns jetzt wieder das FourtER-Integral (I, 2.3 a) 
gesetzt. Die gesamte Energie je Flacheneinheit in der Ebene A erhalten 
wir aus (1.2), indem wir iiber alle Atomlagen in A und B summieren, 
tiber die Koordinaten zz, und x, integrieren und durch das Flachen- 
element dz, dx, dividieren. Die Integration laBt sich mit (1.1) sofort 
ausfiihren, so daB diese Energiedichte 

Eg = Din 8 (24 — 2n» Xa — Xm) (1.3) 
lautet, wobei fiir @2,, der Ausdruck (I, 2.4) einzusetzen ist. Die Aus- 
wertung von @7,,, verlauft hier genau so wie in Abschnitt 2, Teil I. Wir 
kénnen also gleich (I, 2.10) in unsere letzte Gleichung einsetzen, wobei 
wir noch die Konstante 7, durch (I, 2.17) ausdriicken k6nnen. 

Da 4, von der z-Koordinate nicht abhangt, wollen wir ¢, tiber eine 
Gitterperiode in z-Richtung mitteln. Mit (I, 2.6) ist 


b +co : ; ; F009 
0 
+f> g(z4— bn — >, x4 — x) d24 = al £(24,%4 — Xm) 424. 
0 n=—co —oco : 


Wir definieren durch die Gleichung 
Foo , 
Sal g (2, x)dz = saf(x), (1.4) 


die Funktion f(x), die wegen der Eigenschaft von g(z, x) bel x=0 ell 
scharfes Maximum hat und sonst nach beiden Seiten schnell auf Null 


abklingt. Wegen (1.1) gilt noch 


f tle) dx ee b. (1.4a) 
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b* 
Der Mittelwert ¢4 = ; ea dz, lautet also 


+00 
ex utugie 
oF hag es 


w (x? Mh aia, y 
LS Sp eed ese aaehee a m™ \ ty, —x®), (1.5) 
4m? a Lo | b b J 
m=>=—oo 

Sind w4 , und w,4 , innerhalb einer Gitterkonstanten 0 langsam verander- 
liche Funktionen, so kénnen wir auch wegen der Eigenschaft von f(x) 
fiir 

G 
ied) 


é4= ee {2 =— COS 270 be BE — cos 27% “ae ye f(% — xp) ~ (1-9) 


m=—COoO 


setzen, wobei wir noch x, durch x ersetzt haben, da die Unterscheidung 
zwischen x, und x, nicht mehr notwendig ist. 

Genau wie in Abschnitt 2, Teil I miissen wir die gleichen Betrach- 
tungen fiir die Ebene B durchfiihren und das arithmetische Mittel neh- 
men, damit das Ergebnis wieder symmetrisch in bezug auf die Ebenen A 
und B wird. Die Wechselwirkungsenergie €,, zwischen A und B pro 
Flacheneinheit lautet dann 


Esp ae 2 {2 = COS 2 a — cos 27% cae } Bix), CA 
mit ki 2 
Ba)=4{ ¥ feat teh. (1.8) 


Die der atomistischen Struktur Rechnung tragende GroBe B(x) kommt 
als Faktor zur Perertsschen Energiedichte (I, 2.148). Auch in dem Aus- 
druck (I, 2.19) fiir die Spannungen tritt B(x) als Faktor hinzu. 

Wir miissen nunmehr fir die Funktion /(x) noch einen Ansatz 
machen. Naheliegend ist die GAusssche Verteilungsfunktion+ 


f(x). = ae (1.9) 


Dabei ist s ein MaB fiir die Verschmierung der Angriffspunkte der Krafte. 
Uber den Parameters lassen sich zunichst keine genauen Angaben 
machen. Er wird aber etwa 6/2 sein. Setzt man (1.9) in (1.8) ein und 
laBt s gegen oo gehen, d.h. die Krafte werden vollstandig verschmiert, 
so wird B(«*)=4 und wir erhalten den alten PEtERLSschen Ansatz. Der 


' Zwei andere mégliche Ansatze sind 


b 
b s = 
Ei her per es Hf Bathe. 


fir jel<s 


Beide Ansatze liefern fiir das Folgende nichts wesentlich anderes. 
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andere Grenzfall s 0, d.h. punktférmig angreifende Krafte, liefert fiir 
E4p die Gl. (I, 2.12), da f(x) dann in eine 6-Funktion tibergeht. 

Bei den verschiedenen Versetzungstypen haben wir die Ausgangs- 
lagen der Atome in der B-Ebene verschieden gewahlt. Dies macht sich 
eventuell auch in der Funktion B(x) bemerkbar, weswegen wir die ein- 
zelnen Falle jetzt getrennt weiter behandeln. 


ay) Gleitebene: (010), 90°-Versetzung. 
Hier miissen wir die Ausgangslagen der Atome um 6/2 in z-Richtung 
verschieben, was sich in der Funktion B(x) nicht auswirkt. Wir erhalten 


Fie ee eet (1.10) 


Transformieren wir dies in eine FouriIER-Reihe, so erhalten wir 


oe) — (2x0) x 
B(x) =1+2>;e \  °! cos4an re (1.10a) 


n=1 


Da s etwa 6/2 sein soll, ist Feller) <4, weshalb wir uns in (4.10a) 
mit dem ersten Glied der Reihe begniigen kénnen: 


(2x . 


Bix = 4 er ab ) cos 40, (1.10b) 
a,) Gleitebene: (010), 0°-Versetzung. 

In diesem Fall miissen wir die Ausgangslagen der Atome um 0/2 in 
x-Richtung verschieben, d.h. in (1.8) x? durch x}-+ 0/2 ersetzen. Trans- 
formieren wir die Reihe wieder in eine FourtER-Reihe und beschraénken 
uns auf das erste Glied, so erhalten wir 


s 


ENA tats, cos 270. (1.41) 


b) (111)-Ebene. 

Fiir die (111)-Ebene lassen sich die vorstehenden Betrachtungen voll- 
kommen analog durchfiihren, weshalb wir hier nur noch das Endergebnis 
angeben. Die Wechselwirkungsenergie pro Flacheneinheit und die Span- 
nungen haben die Gestalt von Gl. (I, 2.23) und (I, 2.24), wobei die 
rechten Seiten mit der Funktion 


m=—0o Q=—00 


B(x) =3{ oi he Sia) bi j(x—x)| (1.12) 
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zu multiplizieren sind. Die Funktion f(x) lautet hier 


EE AI 2 (1.13) 


2s\/n 


Wir geben noch fiir die vier Versetzungstypen die Funktion B(x) bis 
zur ersten FOURIER-Komponente an. 


b,) Gleitebene: (111), 0°-Halbversetzung. 


x? ist durch «}+h/6 zu ersetzen. 


Bias gpg Pra cos 42x ( —— 


x 1 
ES ae (1.14) 
b,) Gleitebene: (111), 120°Halbversetzung. 
x? ist durch x}—h/12 zu ersetzen. 
lp * \ 
B(x) =1+)3e | *) cos 4n(* — 4). (1.45) 
b,) Glettebene: (111), 90°-Versetzung. 
B(x) bleibt ungeadndert. 
~(225)" o x 
Bile) = 4g 0 cos 470 (5-——-). (1.16) 
b4) Gleitebene: (111), 30°-Versetzung. 
x, ist durch x}-+h/4 zu ersetzen. 
ee os) , / { 
B(x) =1—3e | i) cos 4m (5 + >>). (41.47) 


2. Lésung der modifizierten PEIERLSschen Integralgleichung. 


In den Fallen, wo die exakte Lésung der PEreRtsschen Integral- 
gleichung vorliegt, k6nnen wir eine konsequente Naherungslésung der 
_ modifizierten Integralgleichung angeben. Wir behandeln in dieser Weise 
nur die 90°-Versetzung in der (010)-Ebene. NABARRO! hat schon gezeigt, 
da8 ohne auBere Spannungen bei Beriicksichtigung der atomistischen 
Struktur in der Gleitebene nur bestimmte Lagen der Versetzungslinie 
stabil sind. In Zwischenlagen ist die Versetzung nur mit einer auBeren 
Schubspannung stabil. Wir wollen hier gleich diesen allgemeineren Fall 
behandeln. Nach Gl. (I, 4.4) ergibt sich fiir die modifizierte PETERLSsche 
Integralgleichung mit der Funktion B(x) aus (1.10b) 


B(x) sina #40) 28 f MAO ge 998 0 B(x), (2A) 


—oo 


1 Naparro, F, R.N.: Proc. phys. Soc., Lond. 59, 256 (1947). 


0 EEE = 


_ 
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wobei T)=,, die 4uBere homogene Schubspannung ist, die noch mit 
der Funktion B(x) als Faktor modifiziert ist, da T) die makroskopische 
auBen angelegte Schubspannung bedeutet, die aber nur ein Mittelwert 
liber einige Gitterkonstanten darstellt. In bezug auf die atomare Struk- 


tur der Ebene A und B miissen wir auch t, mit dem Faktor B (x) 
versehen. 


Dae \ 2 <1 ist, k6nnen wir als nullte Naherung die alte PEIERLS- 
sche Lésung (I, 4.2) 


ee AN Oa *—l a 

(x) = — arc tg = Dred, 
ss 4 \ 20 5 o , oO ye ( ) 
ansetzen, wobei das Versetzungszentrum an der Stelle x=/ liegt. Fiir 
(2.1) machen wir den Ansatz wy (x) =w (x) + w(x)-+ +++, wovon wir 
nur die erste Naherung berechnen wollen. Dies setzen wir in (2.1) ein 
und entwickeln den Sinus nach w(x). Weiter beriicksichtigen wir, 


daB w(x) der Integralgleichung (I, 4.1) geniigt. Da t)/G und w',(x)/b 
die GréBenordnung e- (275) haben, vernachlassigen wir alle Glieder mit 
hoherer Potenz in e— ary . Fuhren wir schlieBlich noch x’ = x —/ als 


neue Variable ein, so erhalten wir die lineare inhomogene Integral- 
gleichung 


ee dase ap ere ey 
o7 + 4/2 4(% l) = = DE dé = h(x’) 
Pi: (2.3) 
, 20 x 7 To 
h(x’) = K yaya 60s B(x = | eer 
mit 
b : . 
een, p=, Ee oe xi =—=x— 1. (2.4) 


Aus physikalischen Griinden miissen wir fordern, daB die erste Ableitung 
der Lésung w’,(x) im Unendlichen verschwindet. Auch darf (2.3) nur 
fiir einen bestimmten Zusammenhang zwischen t, und / eine Lésung 
besitzen. 

Notwendig fiir die Existenz einer Lésung der Integralgleichung (2.3) 
ist, daB h(x’) zu sémtlichen Lésungen g;(x’) der homogenen Integral- 
gleichung orthogonal ist: 


S oj(x) A(x’) dx’ =0. (2.5) 


Dies zeigt man bekanntlich so, daB man (2.3) mit 9; (*’) multipliziert und 
iiber das ganze Intervall integriert. Da die Integrationen auf der linken 
Seite vertauschbar sind, folgt daraus (2.5). Eine Lésung der homogenen 


11* 
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Gleichung lautet 


o(*') = aay (2.6) 


Setzen wir dies in (2.5) ein, so erhalten wir 
5 ea) 1 
% =—2CGe ve o/ sin 47 % (2:F} 


als Bedingung fiir die Lésbarkeit von (2.3). Dies ist der gesuchte Zu- 
sammenhang zwischen tT, und J. 

Gl. (2.7) liefert uns nun eine wesentliche physikalische Aussage, da 
die gréBte Schubspannung, die wir auBen anlegen kénnen, ohne daB 
die Versetzung durch den Kristall lauft, 


2 


—4a i —(22 = 
Tei 2G. be By 


(2.8) 


ist. Diese Schubspannung wollen wir als ,,elastische Grenze“‘ bezeichnen. 


Wir kénnen auch noch die Lésung von (2.3) explizit angeben, womit gezeigt 
ist, daB (2.7) auch hinreichend fiir die Existenz einer Lésung ist. Dazu machen 
wir bestimmte Annahmen iiber w!, (¥’ +1), die zu einer Lésung der Integralgleichung 
fiihren. Diese Annahmen lassen sich an der Lésung verifizieren, womit die Rich- 
tigkeit des Verfahrens gesichert ist. 

Wir nehmen zunachst an, daB sich wh (¥’+1) als Summe zweier konjugiert 
komplexer Funktionen schreiben 1a8t: 


wig (¥/ +1) = g(x’) + 8% (#/) (2.9) 
und verlangen, daB g(*’) der Integralgleichung 
a” , i BL x tB x’ 
ee g(#’) + — “fe ones 7 a= =Koe'? {a Bid — a} (2.10) 
gentgt, wobei noch ‘ ' ip 
Ka (het? + bee *P!) <9 2 (2.41) 


sein soll. Der Realteil von (2.10) ist dann die Integralgleichung (2.3). Weiterhin 
wollen wir annehmen, daB g (&’) in der ganzen oberen HAlfte der komplexen é’-Ebene 
regular und beschrankt ist. Dann kénnen wir den Integrationsweg des Integrals 
in der oberen Halbebene ins Unendliche ausziehen und es bleibt nur noch ein Um- 
laufintegral an der Stelle x’, welches wir nach dem Residuensatz sofort angeben 


k6nnen: 
/ 


o? — #/3 f dg ipl x . , 
pp prelenttegy kash eee he Rho wala tay 


Die Lésung dieser a da hep nice lautet 


’ . 7 oe ~i= 4(B + — te 
gv) =—ikd ME ‘iets iia pitied cl at. (243) 


Der Integrationsweg muB in der oberen Halbebene verlaufen, ohne den Punkt 
t=to zu beriihren, sonst ist er beliebig. Die Voraussetzungen, die wir tiber g(x’) 
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gemacht haben, miissen wir an (2.13) bestatigen, da sonst das L Osungsverfahren 
zusammenbricht. Der Integrand hat einen Pol erster und zweiter Ordnung an der 
Stelle ¢=io. Der Pol zweiter Ordnung stért nicht, da er durch die Integration in 
einen solchen erster Ordnung iibergeht, der aber gerade durch den Faktor vor dem 
Integral kompensiert wird. Den Pol erster Ordnung im Integranden kénnen wir 
zum Verschwinden bringen, wenn wir 


Sines 
hae! (2.14) 


setzen. Dann ist g(*’) in (2.13) in der oberen Halbebene regular. Ist (2.14) nicht 
erfillt, so ist (2.13) keine Lésung der Integralgleichung. 


AuBerdem sollte g(x’) in der oberen Halbebene beschrankt bleiben. Dies ist 
durch den in (2.13) gewahlten Integrationsweg ebenfalls erfiillt, wie man durch 
eine Abschatzung zeigen kann!, 

Setzt man (2.14) in (2.11) ein, so erhalt man wieder die Gl. (2.7). 

Die Abweichung wy (x) der Verschiebungen von der nullten Naherung wollen 
wir hier nicht mehr pheaten, da sich herausstellt, daB man sie immer gegen wh (¥ ) 
vernachlassigen kann. Fiir die Verschiebungen ist bereits die alte PEIERLSsche 
Lésung eine gute Naherung. 


3. Berechnung der elastischen Grenze 
aus dem Variationsproblem. 


Um die elastische Grenze wie 1m vorigen Abschnitt berechnen zu 
k6nnen, mu8 man erstens die exakte Lésung der PEIERLSschen Integral- 
gleichung und zweitens die erste Naherung der modifizierten Integral- 
gleichung oder wenigstens eine Losung der zugehérigen homogenen Glei- 
chung kennen. Dies ist fiir die Versetzungen in der (111)-Ebene nicht 
der Fall. Da wir jedoch wissen, daB die Verschiebungen nur sehr wenig 
von der PEIERIsschen Lésung abweichen, kénnen wir den Zusammen- 
hang zwischen 7, und / in einfacher Weise aus unserem Variationspro- 
blem herausholen. Diesen Zusammenhang bestimmt man, wenn in den 
Energieausdruck mit 4uBerer Schubspannung tT, die PETERLssche Losung 
fiir eine Versetzung an der Stelle / eingefiihrt wird. Bei gegebenem T) 
wird die GréBe/ so gewahlt, daB die Energie ein Minimum wird. Dazu 
brauchen wir die Energie mit auBerer iiberlagerter Schubspannung. Wir 
bezeichnen alle GrdBen, die sich auf die 4uBere Schubspannung beziehen, 
mit dem Index 0, wahrend wir die GréBen, die die Versetzung betreffen, 
nicht besonders bezeichnen. Die rein elastische Energie betragt dann 


Foo 
E4=Ep=—4 f {(b52(#) + Pye: BO) (wal) + Wa) + 
+ (bey (2) + Poy B (x)) (wa (x) + ua) ae. 


1 Dies Lésungsverfahren laBt sich auch auf andere lineare Integralgleichungen 


mit dem Kern 1 una dem Integrationsintervall (— oo, oo) anwenden. 
: ae, 
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Dabei ist wie im vorigen Abschnitt die homogene Schubspannung mit 
der Funktion B(x) modifiziert. Dies la8t sich in 


E,= Rone %) W 4 (% ) + poy (x) U4 (% ba x% — 


+00 +00 
<i (p94 (x ) + pry w4(x)} B(x) dx —4 f {pysa + pry ta} B(x) dx 


—oo 


umformen. In dem ersten Integralterm fiihren wir (I, 3.1) ein und er- 


halten 
pies =< ff Re! ta 8) gk a 
4 2% Smack 


+00 
G [ 4a (4) va (6) 
Seen ae j “es dx dé — 


ee f (Pew, (x ) A pay tg (X (x)} B(x) \dx — 
-+oo 
4S Byes + py 4} B(x) dex 


Die gesamte Energie lautet E=2E,+E,, mit ae li Egp(x) ax. 


Durch Variation nach den Verschiebungen w,(x) und u HE ) kommt 
man wieder zur modifizierten Prrertsschen Integralgleichung. 

Da die Oberflachenkraft in der A-Ebene, die von der auBeren Schub- 
spannung Ty herrihrt, in Richtung der Abgleitung wirken soll, lauten 
die Komponenten dieser Spannung fiir eine y-Versetzung 


0 0 
pys= Tosiny, Pxy = Ty COSY. (3.2) 


a,) Gleitebene: (010), 90°-Versetzung. 


Die gesamte Energie lautet unter Vernachlassigung der Verschiebung 
wo in Bp 


+L +00 
toate 

+ GE f {14 cosdn 24} B(x) dv — oo) 
+L e +L 

oY ep MN ee T B(x) wi dx. 


Bei den divergierenden Integralen integrieren wir wieder nur von —L 
bis +L (vgl. Abschnitt 4, Teill). Fiir w(x) setzen wir die nullte 
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Naherung (I, 4.2) ein: 


a ? b ; etait a 
W4(x)}= ———arc tg ; o=—. (3.4) 


aIt 0 f) 


/ bestimmen wir so, daB die Energie ein Minimum wird. Wir miissen 
also 0E/é1=0 bilden. Dabei liefern das erste und das letzte Integral 
fiir L > oo keinen Beitrag, wobei man erst nach der Differentiation den 
Grenziibergang machen darf. In dem zweiten Integral haben wir fiir 
B(x) Gl. (4.10b) einzufithren. Ein Anteil dieses Integrals hingt ebenfalls 
nicht von / ab. Fiir den restlichen Teil ergibt sich 


a LY 
ne 4a = (20— 
E = ae | fe : ) eet 9) ( z) ms 
opp J COs — w(x) 5 2€ cos 4m — dx 
—= 
ioe eee 
=G é D ¢ >! cos 4z 
22 9) 
und 
oa / s \2 
6E, a desley (hae yee 1 
=o_3 Ss BE 2 be bls - 
ai 2G be é sin4a >. 


Im dritten Integral 
ei 
E;= —2 f B(x) wy(x) dx 
=, ‘ 


kdnnen wir B(x) in unserer Naherung durch 1 ersetzen. Bei Differen- 
tiation nach / und L— oo erhalten wir 


DBtncn [us War — 
“al =2 [a= die Te. 
Aus ¢E/él1=0 folgt also 
Siig © =(22— 
T = —2Ge be ( ) sin ant, (3.5) 


was mit (2.7) identisch ist. Fiir die elastische Grenze erhalten wir somit? 


oy Sages el 4 
oo cae Bone: 
710) = 2Ge Pig ] ; Cee (3.6) 


1 Setzt man in (3.3) den vollstandigen Ausdruck (1.10) fiir B(+) ein und 14Bt s 
gegen Null gehen, so erhalt man fiir die Wechselwirkungsenergie Ey p, die durch 
den zweiten Integralterm dargestellt wird, den Ausdruck, aus dem NABarro die 
elastische Grenze berechnet hat. Das Integral geht in eine Reihe iiber. Um aus 
(3.3) durch Variation den NaBarroschen Ausdruck fiir die elastische Grenze zu 
erhalten, mu8 man in den beiden letzten Integralen, die von der rein elastischen 
Energie herriihren, B (¥) = 1 setzen, was nach unserer Darstellung falsch ware. Nun 
ist aber fiir punktformig angreifende Krafte unser Ausdruck fir die elastische Ener- 
gie wahrscheinlich nicht mehr richtig, so da das Naparrosche Verfahren zur 
Bestimmung der elastischen Grenze verniinftig bleibt. Ubrigens bekommt man aus 
(3.6) genau den Naparroschen Ausdruck fiir die elastische Grenze, wenn man dort 
s=0 setzt, obgleich unsere Naherung fiir diesen Fall versagt. 
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az) Gleitebene> (010), 0°-Verseizung. 


Fiir diesen Fall einer reinen Stufenversetzung verlauft die Rechnung — 


analog, und wir geben daher nur das Ergebnis an. Die elastische Grenze 
betragt : © s y 


, 


= 
ri 


=26=e + hig Uae, g ee oy (3-7) — 


2(1— ») 


b,) Gleitebene: (111), 0°-Halbverseizung. 


? 
\- 


Die gesamte Energie mit einer auBeren Schubspannung #2,=T) — 


lautet hier 
won a, 6 eee 
E=>- ty > 7¢ a! xX 
— 
| {3 -200842 Sab, 4 cos 82 pals bie (3.8) 


+E 
is a ; 
x cos 4x(=— t)dx —2 ji To. Uy (x)dx—---, 
2 L 


wobei wir nur die Terme, die von / abhangen, angegeben haben. Mit © 


der nullten Naherung (I, 4.6) fiir eine Versetzung an der Stelle x=/ 


lautet das erste PReie ; 


x 


By == 22, *-2e ies a) ae 3—2008(5 Sarctg +200 (Sacred 


x x oostn(E +t tae. eae 
Zerlegen wir den letzten Cosinus nach dem Additionstheorem, so ver- 
schwindet das Integral mit sin 4277, da es an Vv ’ 
wird 


— 
nae 
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ist. Der Verlauf der Funktion R(p) ist in Fig. 4 aufgetragen. Damit 
erhalten wir fiir die elastische Grenze 


esis eee (a) aed isa 
Tail) = 42 ch © r R(4xF), c wiarsy spl ath 
_ b,) Glettebene: (111), 120°-Halbversetzung. 


_- Der Verlauf der Rechnung ist dem vorigen Fall vollig analog. Fiir 
die elastische Grenze erhalt man 


(3.41) 


0 Qf G2 93 OF G5 


pets 
1. Zur Auswertung der elastischen Grenze Fig. 2. Zur Auswertung der elastischen Grenze 
hot Halbversetzungen. der Versetzungen in der (111)-Ebene. 


paibrP tom 5.5 Gleitebene: (111), 90°-Versetzung. 
Fiir diesen Pall Jassen sich die Integrale in dem Energieausdruck 
aAusI rechne n. die elastische Grenze ergibt sich 


Da ead rar) acne es Pa 


eeu Sig oem toxgolts Tey ue: pre 


PEM OY wiht 
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4. Diskussion des Ergebnisses. 


Die im letzten Abschnitt berechneten elastischen Grenzen wollen wir 
nun mit den experimentell an Aluminium-Einkristallen gemessenen Wer- 
ten vergleichen, obgleich es nicht klar ist, wie das, was wir als elastische 
Grenze definiert haben, mit der experimentell gemessenen zusammen- 
hingt. Die experimentelle elastische Grenze ist eine Materialeigenschaft, 
die wesentlich durch den inneren Zustand des Materials bedingt ist. 
Hier ist sie lediglich ein MaB fiir die Wechselwirkung einer Versetzung 
mit einem idealen Gitter. 

Fiir Aluminium ist die Porssonsche Konstante 4 =0,343 und das 
Verhaltnis der elastischen Grenze’ zum Schubmodul! 17,,/G=3,0-107°. 
Beobachtet werden die (111)-Ebene als Gleitebene und die [101 ]-Rich- 
tung als Richtung der Abgleitung. 


Tabelle 1. Berechnete elastische Grenze dey einzelnen Versetzungstypen. 


Gleitsystem 


Gleitebene Versetzungstyp 


{ 90° o/a= 0,50 0,6: 10° 

| 0° o/a= 0,76 6,9 - 1073 

al a Halb- o/c = 0,92 De Awad Ona 

(141) | 120° { versetzung o/c = 0,68 Src Ome 
| 90° o/¢ = 0,96 26 On 

30° G/o== 1,38 BH Ore 


Tabelle 1 gibt die nach den Formeln aus Abschnitt 3 berechneten 
Werte der elastischen Grenze an. Da man aus unserer Theorie keine 
Aussage tiber s/b erhalten kann, ist s/b so angegeben, daB fiir die 30°- 
Versetzung in der (111)-Ebene der gemessene Wert fiir ta/G heraus- 
kommt. Der so bestimmte Wert fiir s/b erscheint ganz verniinftig und 
ist auch fiir andere Metalle mit Ausnahme von Magnesium etwa gleich 
groB. In der (111)-Ebene ist dann offenbar die 30°-Versetzung am giin- 
stigsten und in der (010)-Ebene die 90°-Versetzung. Letztere hat sogar 
eine kleinere elastische Grenze als die 30°-Versetzung in der (114)-Ebene, 
was mit dem ,,experimentellen Befund“ nicht iibereinstimmt. Es gibt 
verschiedene Méglichkeiten, diese Diskrepanz in Ordnung zu bringen. 
Man kann annehmen, daf fiir s/b in der (010)-Ebene ein anderer Wert 
zu nehmen ist, als in der (111)-Ebene. Bestimmt man s/b in der (010)- 
Ebene so, daB die elastische Grenze fiir die 90°-Versetzung die gleiche 
GréBe hat wie fiir die 30°-Versetzung in der (111)-Ebene, so erhalt man 
s/b=0,411. Dies ist jedoch eine zunachst noch unkontrollierbare An- 
nahme. Weiterhin kann die thermische Bewegung der Atome auf die 


1 Nach KocHENDORFER, A.: Plastische Eigenschaften von Kristallen, S. 30. 
Berlin 1941. 
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Versetzungsparameter einen erheblichen Einflu8 haben. Da wir dies in 
unserer Rechnung nicht beriicksichtigt haben, kénnen wir iiber diesen 
Einflu8 hier noch keine Aussagen machen. 

SchlieBlich gibt es noch eine dritte Méglichkeit: FRANK und Rrap! 
haben ein Modell fiir den Mechanismus der plastischen Deformation 
entwickelt, wonach die Versetzungslinien als geschlossene Linien aus 
einer fest verankerten Versetzung herausquellen. Solche Versetzungen 
mit geschlossener Versetzungslinie in einer Gleitebene kann man sich aus 
Stufen- und Schraubenversetzungen aufgebaut denken. Ein solcher 
Ring kann natiirlich durch eine auBere Schubspannung nur dann aus- 
gedehnt werden, wenn die elastische Grenze beider Versetzungstypen 
uberschritten wird. Wenn dieses Bild richtig ist, dann ist nach Tabelle 1 
die (111)-Ebene wirklich die fiir die Gleitung giinstigste Ebene, selbst 
fiir den Fall, daB s/d in den beiden Ebenen stark voneinander abweichen. 

Die Energie einer Versetzung ist im wesentlichen durch die rein 
elastische Energie gegeben. Die Wechselwirkungsenergie zwischen den 
beiden Ebenen A und B kann dagegen vernachlassigt werden. Die rein 
elastische Energie ist proportional dem Quadrat der Abgleitung?. Da- 
raus folgt, daB die Energien der Versetzungen in der (111)-Ebene und 
(010)-Ebene praktisch gleich sind, daB also eine Bevorzugung der (111)- 
Ebene aus energetischen, Griinden nicht gegeben ist. Die Energie der 
Halbversetzungen in der (111)-Ebene liegt um den Faktor 1/3 tiefer. 

Die elastische Grenze hat nach unserer Theorie einen kleineren Wert 
als bei NABARRO, was verniinftig ist. FOREMAN, JASWON und Woop? 
haben auf einem anderen Weg den theoretischen Wert der elastischen 
Grenze heruntergedriickt, indem sie die PEIERLSsche Sinusfunktion 
durch eine ahnliche Funktion ersetzen. Diese Funktion ist zwar auch 
im Gitter periodisch, ist aber im Gegensatz zum Sinus nicht mehr um 
die labilen Lagen symmetrisch. Dadurch kann man erreichen, daB die 

_Versetzungslange gréBer wird. Die elastische Grenze bestimmt sich dann 
nach dem Verfahren von NABARRO, die wegen der ewan Versetzungs- 
lange kleiner als bei NABARRO ausfallt. 

Wenn unsere Theorie auch nicht die elastische Grenze liefert, die ge- 

-messen wird, so erhalten wir doch eine Aussage itber die Beweglichkeit 
der Versetzungen in den verschiedenen Gleitsystemen, die sicher wesent- 
lich fiir den Mechanismus der plastischen Deformation ist. 

Herrn Prof. R. BECKER und Dr. G. LerBrrieD danke ich herzlich 
fiir Diskussionen und Ratschlage. 


Gottingen, Institut fiir Theoretische Physik. 


1 Frank, F.C., u. W.T. Reap: Phys. Rev. 79, 722 (1950). 
2 Siehe LEIBFRIED, G., u. K. LicKe: Z. Physik 126, 450 (1949). 
3 ForEMAN, A. J., M. A. JASWON u. J K. Woop: Proc. phys. Soc., Lond. A 


64, 156 (1951). 
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Lichtbégen mit und ohne Brennfleck. 
Von 
W. WEIZEL und W. THOURET. 
Mit 1 Figur im Text. 
(Eingegangen am 28. September 1951.) 


Durch eine Erweiterung und Verfeinerung der Kontraktionstheorie des Kathoden- 
falls eines Lichtbogens finden folgende experimentelle Tatsachen eine Erklarung: 
4. An schwer verdampfbaren Elektroden kénnen Lichtbégen mit kathodischem 
Brennfleck und Lichtbégen ohne Brennfleck auftreten. — 2. Der brennflecklose 
Bogen erfordert eine hohe Kathodentemperatur und ist ein thermischer Bogen. — 
3. Die beiden Bogenformen gehen in einem pldétzlichen Umschlag ineinander 
liber. — 4. Der Umschlag des Brennfleckbogens in den brennfleckfreien Bogen 
erfolgt bei héherer Stromstarke als der Riickumschlag (Hysterese). — 5. Brenn- 
flecklose Bogen sind in Xenon unter sonst gleichen Bedingungen bei kleineren 
Strémen méglich als in Quecksilber. — 6. Die Hysteresis ist in Xenon ausgepragter 
als in Quecksilber. — 7. Bei gleichem Strom fiihrt der Brennfleckbogen der Kathode 
weniger Energie zu als der brennfleckfreie Bogen. — 8. Unter sonst gleichen Bedin- 
gungen tritt der brennfleckfreie Bogen bei Gleichstrom schon bei kleineren Strémen 
auf als bei Wechselstrom. — 9. Die Wiederziindspitze bei Wechselstrom verschwin- 
det bei Bogen kleiner Lange immer gleichzeitig mit dem Brennfleck an der betref- 
fenden Elektrode. 


Obwohl die meisten Lichtbégen einen kathodischen Brennfleck zeigen, 
konnten wir in einer friiheren Arbeit zeigen, daB es auch Lichtbégen ohne 
Brennfleck gibt [7]. Am klarsten geht diese Tatsache daraus hervor, daB 
bei der gleichen Elektrodenanordnung und im gleichen Gas der eine Typ 
ganz plotzlich in den andern umschlagt, wodurch der Unterschied be- 
sonders auffallend wird. 

Das Problem der Bogenkathode ist der Ubergang von der hohen 
Temperatur des quasineutralen Saulenplasmas zur relativ niederen Tem- 
peratur der Kathode. Dieser Ubergang findet in einer sehr diinnen 
Schicht statt, deren Dicke sogar gegeniiber der radialen Ausdehnung des 
Brennfleckes klein ist. Bei den Bogen ohne Brennfleck scheint die Uber- 
gangsschicht etwas dicker zu sein, jedoch immer noch diinn gemessen 
an der Ausdehnung desjenigen Teils der Kathodenfliche, an dem der 
Bogen ansetzt. Uber dieser Ubergangsschicht liegt der als Kathodenfall 
bezeichnete Spannungsabfall von der GroBenordnung von 5 bis 15 V. 
Er hat bei Bogen mit und ohne Brennfleck ungefahr dieselbe GréBe. Da 
die thermische Leitfahigkeit in den kalteren Teilen der Ubergangsschicht 
nicht ausreicht um den Bogenstrom zu transportieren, ist eine genaue 
Analyse des Stromtransportes und der Feldverhaltnisse notig, um den 
kleinen Wert des Kathodenfalls zu verstehen. 
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Die Kontraktionstheorie des Kathode nfalls. 


Grundsatzlich kann man das Problem folgendermaBen behandeln [2], 
[3]: Die Ubergangsschicht ist diinn gegeniiber der Bogensiule, bei Bogen 
mit Brennfleck sogar diinn gegenitiber dessen Dimensionen. Inerster Niihe- 
Tung hangen deshalb alle GréBen in der Ubergangsschicht nur von der 
Koordinate x senkrecht zur Kathode ab und man erhilt fiir den statio- 
naren Bogen die Plasmagleichungen: (j;, 2;, b; Stromdichte, Trigerdichte 
und Beweglichkeit der Ionen, 7,, ,, b, dieselben GréBen fiir die Elek- 
tronen, © Feldstarke, U Potential, e Elementarladung, ¢) Influenzkon- 


stante, 7 Temperatur). V 


ce ae ee (1) 
oe 427 = const, (2) 
df e 
GPa es (n;—M,) , (3) 
j= 60,0, , (4) 
4,=¢6;n,;€. (5) 


Da iiber der Schicht nur wenige Volt liegen, erreicht die Elektronen- 
energie die [onisierungsenergie nicht und in der Schicht werden kaum 
Ladungstrager erzeugt. ‘Die Elektronen miissen vielmehr durch ther- 
mische Emission der Kathode, die Ionen durch Einwanderung aus der 
Saule geliefert werden. [onenstromdichte und Elektronenstromdichte 
sind deshalb praktisch konstant und wir setzen 


1,;=%], Je= (1—«a)]- . (6) 


Da die Feldstarke in der Schicht betrachtlich ist, wird man die Be- 
weglichkeit der Ladungstrager nicht als konstant betrachten k6énnen, 
sondern besser k a 


b= ye , b; = iG (7 ) 

setzen, wodurch (4) und (5) in 
= Lhn, kc ; (4a) 
ji = ek,n; VE (5a) 


iibergehen. Fiir k, und k; hat man 


eh, = im ely 
ea Vie V5 M4 


zu setzen, wenn m die Elektronenmasse, M die Atommasse und 2,, 4; die 
freien Weglangen der Elektronen und Ionen bezeichnen. Das Verhaltnis 


M 
Be ales (9) 
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nimmt fiir Quecksilber die GréBenordnung 40, fiir Natrium die GréBen- 
ordnung 30 an, so da8 man stets k, > k; setzen kann. 
Als letzte Gleichung tritt die Energiebilanz 


Gi eee (10) 


hinzu, welche besagt, daB die Stromwaérme durch Warmeleitung besei- ; 
tigt wird. (% = Warmeleitungskoeffizient.) ‘ 
Multipliziert man (3) mit ]/€ und verwendet (4a), (5a), (6), so erhalt — 


mat. ie oes of Eveaalec 
he k; Re : 


Legt man den Koordinatenanfang in den Plasmarand und die positive | 
x-Richtung in die Stromrichtung, so erhalt man durch Integration 


tees: Sie Me ; 
. perros he jx ce 


wobei &, die Feldstarke am Beginn des Plasmas bedeutet. Da sie klein q 
ist gegen die Feldstarke, die sich nach (11) in der Ubergangsschicht 
herausbildet, darf man €,—=0 setzen und erhalt mit der Abkiirzung 


Aba SLE +), (12) 
C=Axi, ota Tag 
Setzt man (43) in (10) und (1) ein, so erhalt man 5 


ad aT cick aaa ofa 

Rapes aebanir ie ia bin f crite Gh 
Ud iso cestaiaas au iyi ct “hea. de soleil 
POR se erty nahin 


sae r ota 1 


cgi ath VinetD et . Cee 
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und fiir den Kathodenfall 
Wve Ue ue 2446 (20) 


Eliminiert man die Dicke x, der Ubergangsschicht, so entsteht die Be- 
ziehung N sae 

AU = TT We ai i red =a, 

; ; 


« 2-9 2 ) 
58 a 4° k- (2 | ) 


Bei den meisten Bégen reicht die Elektronenemission der Kathode nicht 
aus, um den Strom vollstandig zu decken, sondern der Bruchteil « des 
Tonenstroms ist mit dem Bruchteil (1 —«) des Elektronenstroms minde- 
stens vergleichbar. Aus (4a), (5a) und (6) ergibt sich dann 

Mp ake (22) 
Ne (1 — a) Rj mes 
und wegen k; < k, ist die Ionendichte bedeutend gréBer als die Elek- 
tronendichte. Die Ubergangsschicht ist also ein Gebiet positiver Raum- 
ladung. (21) reduziert sich dann auf 


BES oe? A die 


Area (23) 


Diese Formel zeigt zweierlei: Erstens, daB der Kathodenfall mit der 
Stromdichte abnimmt, zweitens, daB er nicht sehr davon abhangt, wie 
groB «ist. Nur wenn sich « dem Wert Null nahert, d.h. wenn der Elek- 
tronenstrom tatsdchlich den Gesamtstrom deckt, wiirde ein erhebliches 
Absinken des Kathodenfalles bewirkt werden. 

Setzt man in die Gl. (23) solche Werte der Stromdichte7 ein, wie 
sie in Bogensdulen beobachtet werden, so errechnet man Kathodenfalle 
in der GréBenordnung von 100 V, beriicksichtigt man hingegen die Kon- 
traktion des Bogens und rechnet mit den Stromdichten im Brennfleck, 
so kommt man auf die richtige GréBenordnung fiir den Kathodenfall. 
Hatte man mit den Gl. (4) und (5) statt (4a) und (5a) gerechnet, so hatte 
sich statt (23) die Gleichung 


Vite eae 


- (23) 


ergeben, welche zahlenmaBig fast dasselbe Resultat liefert. 

Das Ergebnis der Kontraktionstheorie 14Bt sich also folgendermaBen 
zusammenfassen: Der niedrige Kathodenfall der Lichtbégen mit Brenn- 
fleck wird nicht durch die thermische Emission der Kathode bewerk- 
stelligt, die Elektronenemission hat vielmehr itberhaupt keinen grofen 
Einflu8 auf die Héhe des Kathodenfalls. Der niedrige Wert des Katho- 
denfalls ist die Folge der Kontraktion des Lichtbogens vor der Kathode, 
d.h. der Bildung eines Brennflecks, dessen Ausdehnuag viel kleiner ist 
als der pecs guet der Saule. Durch die Kontraktion wird das Plasma 


174 W. WEIZEL und W. THOURET: 


naher an die Kathode herangezogen und dies ermdglicht, daB der Strom- 
transport zur Kathode zum groBen Teil oder sogar tiberwiegend von den 
positiven Ionen iibernommen werden kann. 

Diese schon seit langerer Zeit bekannte Kontraktionstheorie des Licht- 
bogens [2], [3] beschreibt die Vorgange in der sehr ditnnen Raumladungs- 
zone, welche unmittelbar vor der Kathode eines Brennfleckbogens liegt. 
Die Kontraktion des Bogens findet natiirlich nicht in dieser Schicht 
selbst statt, sondern muB8 schon in etwas groBerer Entfernung von der 
Kathode eingetreten sein, weil in der Raumladungsschicht die hohe 
Stromdichte schon bestehen muB, wenn der Kathodenfall einen niedrigen 
Wert besitzen soll. Die Raumladungsschicht darf also nicht mit dem 
besonders hell leuchtenden Gebiet identifiziert werden, welches visuell 
als Brennfleck gesehen wird. Die Kontraktion vollzieht sich vielmehr 
allmahlich in dem kathodennahen Abschnitt der Bogensdule iiber eine 
Strecke, deren Lange ein Vielfaches der Dicke des Raumladungsgebietes 
betragt. Die mittlere Stromdichte ist dort schon hoéher als in der unge- 
stérten Sadule und dies ist mit einer Erhohung der Feldstarke und des 
Ionisierungsgrades verbunden. Die Plasmatemperatur steigt in der 
Saule also vor der Kathode an, um erst in der Raumladungsschicht 
sprunghaft auf die Kathodentemperatur abzufallen. Diese Konsequenz 
der Kontraktionstheorie wurde friiher nicht klar herausgearbeitet, ist 
aber véllig im Einklag mit der Beobachtung. 

An das Raumladungsgebiet schlieBt sich also nach der Anode hin 
zunachst ein kontrahiertes Sdulenplasma von erhéhter Temperatur und 
Feldstarke an. Dieses Gebiet versorgt das Raumladungsgebiet mit Ionen 
und die normale Saule mit den Elektronen, die in ihr den Stromtransport 
ubernehmen. Es wurde deshalb friiher als Ionisationsgebiet bezeichnet. 
Zum ungestérten Saulenplasma findet dann ein Temperaturabfall in dem 
MaBe statt, als der Sdulenquerschnitt sich seinem normalen Wert nahert. 

Ein Warmeleitungsgebiet, in welchem die Saulentemperatur all- 
mahlich gegen die Kathode hin abfallt, in welchem aber noch ein quasi- 
neutrales Plasma besteht, besitzt hingegen der Brennfleckbogen nicht. 
Das Temperaturgefille liegt vielmehr umgekehrt wie friiher angenom- 
men wurde. 


Diskussion und Verbesserung der Kontraktionstheorie 
des Brennfleckbogens. 


Obwohl die Kontraktionstheorie den niedrigen Kathodenfall erklaren 
kann, ohne auf ausreichende thermische Elektronenemission angewiesen 
zu sein und obwohl sie die Bildung kathodischer Brennflecke verstandlich 
macht, bleibt manches an ihr unbefriedigend. Die Theorie geht namlich 
aus von einem Plasma, wie es ohne Kontraktion ware und zeigt, daB 
die Kontraktion eintreten muB. Das kontrahierte Plasma hat aber nicht 
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mehr alle Eigenschaften, welche in der Theorie vorausgesetzt wurden. 
Dies hat wiederum zur Folge, daB die Theorie keine quantitative Be- 
schreibung des Zustandes liefert, welcher nach eingetretener Kontraktion 
vorliegt. Im einzelnen bemerkt man folgende Mangel der Theorie. 

1. In der urspriinglichen Gestalt der Kontraktionstheorie wurde die 
Elektronenemission der Kathode iiberhaupt nicht beriicksichtigt. Wir 
haben diesen Mangel in den Gl. (1) bis (23) bereits beseitigt, ohne ein 
wesentlich anderes Resultat zu erhalten, und brauchen deshalb hierauf 
nicht weiter einzugehen. 

2. Nach der Formel (23) sollte der Kathodenfall monoton abnehmen, 
wenn die Stromdichte durch Kontraktion gesteigert wird. Gleichzeitig 
wird die Dicke der Raumladungsschicht nach (49) 

(40x AT \8 

x, = (- | (24) 
durch die Kontraktion reduziert und das Saiulenplasma naher an die 
Kathode herangezogen. Gerade diesem Umstand ist die Erniedrigung 
des Kathodenfalls zuzuschreiben. Der Saulenanfang kann aber nicht 
naher als auf einige freie Weglangen an die Kathode herankommen, und 
wenn dies geschehen ist, verlieren die Plasmagleichungen in der diinnen 
Raumladungsschicht zum Teil ihre Giltigkeit. 

3. Nach eingetretener Kontraktion ist die Ionenbewegung in der 
Raumladungsschicht keine Ionendrift mehr, weil nur noch wenige Zu- 
sammenst6Be erfolgen. Dies entzieht der Gl. (5) den Boden. Aus dem 
gleichen Grund hat der Warmetransport aus-dem Plasma zur Kathode 
auch nicht mehr den Charakter der Warmeleitung. Man kann auch nicht 
damit rechnen, da8 die Stromwarme in der Raumladungsschicht umge- 
setzt wird, weil die Ladungstrager die im Feld gewonnene Energie nicht 
mehr an die neutralen Gasatome abgeben kénnen. Dies hat das Versagen 
der Energiebilanz (10) zur Folge. Wir miissen deshalb feststellen, wo die 
Energien verbleiben, welche die Ladungstrager im Raumladungsgebiet 
dem Feld entnehmen. 

4. SchlieBlich mu8 erértert werden, ob das Plasma der Bogensdule 
iiberhaupt die Ionenstromdichte 

is oT o7 , 
in das Raumladungsgebiet abgeben kann. Ein thermisches Plasma be- 
sitzt zwar eine groBe Ergiebigkeit an Ladungstragern, weil diese durch 
eine Fiille von Elementarprozessen nachgeliefert werden. Wenn n,, die 
Dichte der Ionen im Plasmaanfang und c ihre mittlere thermische Ge- 
schwindigkeit ist, so kann héchstens eine Ionenstromdichte 
EN, € 


i 4 
aus dem Plasma in die Raumladungsschicht diffundieren. 
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Wir diskutieren jetzt alle diese Schwierigkeiten der Reihe nach. 
Wenn die Schichtdicke unter einer freien Weglange lage, wiirden die 
Ionen das Raumladungsgebiet und den Kathodenfall ohne Zusammen- 
stéBe durchlaufen. Zwischen Kathodenfall und Ionenstromdichte wiirde 
sich dann der Zusammenhang der LanGmuirschen Formel 
33 MS x 
AU=— («])3 (25) 


23 ry e? 


Soo 


ergeben. Nach diesem Gesetz miBte der Kathodenfall mit der Strom- 
dichte wieder anwachsen, wenn die Raumladungsschicht nur mehr eine 
Weglange betragt und nicht mehr weiter verkleinert werden kann. Die 
Kontraktion kann also héchstens so weit gehen, bis die Schichtdichte 
gleich einer Weglange ist. Tatsachlich errechnet man dann die gleiche 
GréBenordnung fiir den Kathodenfall aus den Formeln (25) und (23), 
welche auch mit den Beobachtungen vertraglich ist. Wir diirfen deshalb 
als hinreichend sicher ansehen, daB die Dicke der Raumladungsschicht 
nach der Kontraktion nur einige wenige freie Weglangen betragt. Die 
Bewegung der Ionen in der Schicht ist weder ein beschleunigter Flug 
zur Kathode, noch eine Drift, sondern eine kaum zu _ berechnende 
Mischung beider Bewegungstypen. 

Wenn die Ionen keine Zusammenst68e erleiden wiirden, wiirden sie 
die Kathodenfallenergie des Ionenstroms 


4, 4U, 
direkt der Kathode zufiihren. Der Teil der Energie, den sie bei gelegent- 
lichen Zusammenst6Ben an die Gasatome abgeben, wird von diesen zur 
Kathode gebracht. Der Energietransport gehorcht zwar nicht mehr dem 
Gesetz der Warmeleitung, aber die Kathodenfallenergie des Ionenstroms 
gelangt ungeschmialert zur Kathode. 

Wesentlich anders steht es aber mit der Kathodenfallenergie der 
Elektronen. Die freie Weglange der Elektronen ist gréBer als die der 
Ionen und sie stoBen deshalb seltener mit neutralen Gasatomen zusam- 
men. Auch bei ZusammenstéBen geben sie kaum Energie ab, solange 
sie nicht wenigstens die Anregungsenergie erreicht haben. Der Kathoden- 
fall liegt aber nur wenig héher als die Anregungsenergie und man wird 
bei Brennfleckbégen damit rechnen kénnen, daB die Elektronen die 
Kathodenfallenergie im wesentlichen noch als kinetische besitzen, wenn 
sie den Kathodenfall durchlaufen haben. Die Gasatome gewinnen deshalb 
im Raumladungsgebiet keine nennenswerte Energie von den Elektronen. 

Selbst wenn im Raumladungsgebiet noch eine Warmeleitung vor sich 
ginge, miiBte deshalb an die Stelle der Gl. (10) die Gleichung 


: d dT 
acai les (26) 
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treten, was zu 


statt (19) und 


statt (21) fihren wiirde. 

Die Kathodenfallenergie, welche die Elektronen in den Plasmaanfang 
eines Brennfleckbogens mitbringen, geben sie dort im Laufe zahlreicher 
St6Be ab, und tragen dort so zur Erhéhung der Temperatur bei. Dies 
ist zweifellos eine der Ursachen, weshalb der Plasmaanfang auf hdhere 
Temperatur als die Saule kommt. Als zweite Ursache kommt die Kon- 
traktion selbst hinzu, wie oben schon erwahnt wurde. Demzufolge be- 
obachtet man bei Brennfleckbégen eine sehr bedeutend erhéhte Leucht- 
dichte im Brennfleck. Wir werden weiter unten sehen, daB die Elektronen 
bei den brennflecklosen Bogen ihre Energie noch im Raumladungsgebiet 
abgeben, welches dort wesentlich dicker ist. 

Um zu beurteilen, ob das Saulenplasma den Ionenstrom 


AG 


i= 4 oe 
an das Raumladungsgebiet abgeben kann, betrachten wir einen Queck- 
silberbogen mit einer Sdulentemperatur von etwa 8000°. Fiir c errechnen 
wir etwa 9,2 - 10% cm/sec. Um zu einer Stromdichte von 104 Amp/cm? 
zu kommen, welche in den Brennflecken ungefahr vorliegt, miiBte im 
Plasma eine Ionendichte von u;,=2,7 - 10 herrschen. Vergleicht man 
dies mit Tragerdichten, welche in der Sadule von Quecksilberbégen vor- 
kommen, so erkennt man, daB diese Zahl um etwa eine Zehnerpotenz 
zu hoch liegt. Diese scheinbare Diskrepanz kann aber tiberbriickt werden. 
In der kontrahierten Saéule vor dem Brennfleck herrscht héhere Tem- 
peratur und deshalb eine héhere Tragerdichte als im normalen Saulen- 
plasma. Es erscheint uns gerade besonders befriedigend, daB die hohe 
Stromdichte nur dann verstanden werden kann, wenn man auch die 
Temperaturerhéhung im Brennfleck beriicksichtigt, weil gerade auf diese 
Weise deutlich wird, daB alle beobachtbaren Phanomene an der Kathode 
eines Brennfleckbogens sich gegenseitig bedingen. Andererseits wird 
man aber auch damit rechnen miissen, da8 in manchen Bogen der Kon- 
traktion deshalb ein Ende gesetzt wird, weil das Plasma eine groBere 
Ionenstromdichte nicht zu liefern imstande ist. 


Der brennflecklose Bogen. 


Zunachst hat es den Anschein, als ob das Schema der Kontraktions- 
theorie auf Bégen ohne Brennfleck nicht angewendet werden konne, 
weil der charakteristische Effekt dieser Theorie, eben die Kontraktion, 

42% 
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nicht eintritt. Das Gegenteil ist aber insofern der Fall, als das Schema 
der Gl. (1) bis (5a) im wesentlichen richtig bleibt. Die Gl. (10) ist aller- 
dings durch 
d dT 
Fag ae eee 2 
cai= da” ax (26) 
zu ersetzen. Die Frage ist nun, wie der brennflecklose Bogen es ermog- 
licht, mit einem kleinen Kathodenfall auszukommen, ohne die Strom- 
dichte entsprechend zu erhdhen. Dies ist offenbar nur méglich, wenn 
n (21) der Faktor 
a 1106 
k; kh, 
wesentlich verkleinert wird, d.h. klein gegen die Werte von «/h; ist, die 
wir bei den Brennfleckbégen vorfinden. Dies ist aber nur méglich, wenn 
nahezu 


(14—a)k; yak, (29) 
oder kh 
C= i (29a) 


gilt. Da k, etwa 40mal groBer als k; ist, heiBt dies, daB der Elektronen- 
strom etwa 97% des Gesamtstromes decken muB, und daB 95% keines- 
wegs gentigen. 

Dies zwingt uns zu der Annahme, daB alle Lichtbégen, bei denen 
keine Kontraktion zu einem Brennfleck beobachtet wird, rein thermische 
Bogen sind, bei denen die Emission der Kathode fast den vollen Bogen- 
strom bestreitet. 

Beim brennflecklosen Bogen findet man aus (4a), (5a) und (6) 


Az Soren Je __ hee Ne 
a vn 1B iy Rk; n;’ 

was wegen (29) 

Ne YN; (30) 
ergibt. 

Wenn 

10 nee HK = od 
Bepet) in hs 


exakt galte, ware die Raumladung genau Null und die Feldstarke miiBte 
dann bis zur Kathode genau denselben Wert wie in der Sdule besitzen. 
Ein Kathodenfall, d.h. zusaitzliche Spannung vor der Kathode ware dann 
nicht erforderlich. Der brennflecklose Bogen besitzt aber ungefahr den- 
selben Kathodenfall wie der Brennfleckbogen, denn im Augenblick des 
Umschlags ist keine wesentliche Anderung der Gesamtbrennspannung 
zu beobachten. Daraus muB man schlieBen, daB euch beim brennfleck- 
losen Bogen eine schwache positive Raumladung bestehen bleibt, die sich 
allerdings tiber eine dickere Schicht erstrecken mu8, um den gleichen 


Lichtbégen mit und ohne Brennfleck, 179 


Kathodenfall wie beim Brennfleckbogen zu bewirken. Andererseits kann 
diese Schicht nur Bruchteile von Millimetern dick sein, weil sie sonst 
sichtbar ware. Tatsdchlich kann man in stark vergroBerter Projektion 
vor der Kathode eines brennflecklosen Bogens zuweilen eine dunklere 
Schicht sehen, die etwa 1/,,mm dick ist. 


Fur den brennflecklosen Bogen gelten noch immer die Gl. (4a), (5a) 
und (11). Die mittlere Feldstarke im Raumladungsgebiet (als Quotient 
von Kathodenfall und Schichtdicke berechnet) ist noch immer viel gréBer 
als die Feldstarke in der Bogensaule, so da8 man ©, vernachlassigen kann 
und zu den Gl. (13) und 


AG=e x (20) 


gelangt. 
Die Energiebilanz (26) geht zunachst in 


uber, weil « nahezu Null ist. Die Integration liefert ein lineares Tempe- 
raturgefalle 


— x < = const (31) 
vor der Kathode. Diese Beschreibung ist aber zu roh, weil sich der An- 
schluB an die Saule, in welcher kein Temperaturgefalle herrscht, nicht 
herstellen 1a8t. In der Energiebilanz treten die Unterschiede zwischen 
dem Brennfleckbogen und dem brennfleckfreien Bogen besonders deut- 
lich zutage. Wenn die Raumladungsschicht beim Brennfleckbogen nur 
einige lonenweglangen betragt, geben die Elektronen in ihr keine Energie 
ab, sondern verlieren ihre Energie erst im anschlieBenden Saulenplasma, 
dessen Temperatur sie erhdhen. Die Kathodenfallenergie der Elektronen 
gelangt also nicht durch Warmeleitung zur Kathode. In der wesentlich 
dickeren Raumladungsschicht des brennflecklosen Bogens geben die 
Elektronen zunachst keine Energie ab. Wenn sie aber den groBten Teil 
des Kathodenfalls durchlaufen haben, reicht ihre Energie zur Anregung 
von Atomen aus. Ein Teil der angeregten Atome gibt seine Energie als-~ 
Strahlung ab, wodurch ein Bruchteil s der Kathodenfallenergie endgiiltig 
verlorengeht, die Anregungsenergie anderer Atome wird durch mancher- 
lei Prozesse schlieBlich im Gas dissipiert und durch Warmeleitung zur 
Kathode transportiert. An die Stelle von (31) mu8 deshalb 

pectin Se =f (a) (32) 
- treten. f(x) ist eine in ihrem Verlauf nicht genau bekannte Ortsfunktion, 
‘die aber nur fiir kleine x von Null wesentlich verschieden ist. Ihr Integral 
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muB den Kathodenfall nach Abzug des Energieverlusts durch Ausstrah- 
lung ergeben. Bei der Integration von (32) entsteht also 


ane == Hi AP An 

tare geen s)AU, (33) 
wenn wir iiber ein Gebiet zwischen x=0 und kleinem x integrieren. 
Damit ist die Konstante in (31) gefunden und nochmalige Integration 
ergibt 


Ad sre See (34) 


Eliminieren wir x, aus (20) und (34), so erhalten wir 


2 350° ATS ce 1— a \2 
AU% = 58 22 6273 (1 — rae reas vi ke } , (35) 
mit nur geringfiigiger Anderung gegen (21). 

Alle Uberlegungen verlaufen jetzt genau so wie beim Brennfleckbogen, 
allerdings mit dem Unterschied, daB fiir x, die Entfernung von der Ka- 
thode einzusetzen ist, in welcher die Elektronen ihre Energie ans Plasma 
abgeben. Diese Entfernung ist schwer theoretisch abzuschatzen, aber 
wesentlich groBer als die freie Weglange der Ionen. 

Wir konnen fiir die GréBe von x, Anhaltspunkte aus experimentellen 
Daten gewinnen. Da der Kathodenfall und der Temperatursprung der 
Bogen im gleichen Gas immer ahnliche Werte haben, liefert die Gl. (34) 


4A T 


ey cde 7 x,= const. (36) 


Setzen. wir nun 


ax t= pod vp 
Rj wins os 
so geht (35) in 
2S | ER SS ES ET ER Ceti 
0 PEE EER AG SRLS ARETE AMRIT E Oi J o*- const (37) 
Coe 


Fig. 1. Stromdichte 7 im Brennfleck und Raumladungs- tiber. Wir finden also 
schicht x/A in Wellenlingen gegen den Anteil « des 


Ionenstroms aufgetragen. Pl6tzlicher Umschlag vom duit oi (3 8) 
Brennfleckbogen in den brennflecklosen Bogen bei und 
ah 25%. & 
sais Kpe~ O 8, (38a) 


Was diese Formeln bedeuten, sieht man am besten an einem will- 
kirlichen Zahlenbeispiel, welches einigermaBen den tatsdchlichen Ver- 
haltnissen entspricht. Das Verhiltnis k,/k, sei 1:40. Bei einem ausge- 
sprochenen Brennfleckbogen ist o » 1 und x, mége mit drei freien 


Weglangen angesetzt werden. Wir tragen dann x, gemessen in freien. 
Weglangen 2 gegen « auf (Fig. 1). Die Stromdichte nimmt den zu x, ° 


reziproken Verlauf. Man erkennt daraus, daB die Stromdichte rapid 
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abfallt, und da8 das Plasma sich von der Kathode zuriickzieht, wenn der 
Bruchteil des Ionenstroms auf k,/k, herabsinkt. Wenn der Elektronen- 
stromanteil von 96% auf 97,5% zunimmt, findet ein volliger Umschlag 
an der Kathode statt und der Brennfleck lést sich auf. Diese Plétzlich- 
keit entspricht véllig den Beobachtungen. 


Vergleich mut den Beobachtungen. 

Die Theorie muB8 mit folgenden experimentellen Tatsachen ver- 
glichen werden. 

1. Wahrend in vielen Fallen ein Brennfleck an der Kathode eines 
Lichtbogens auftritt, gibt es auch Lichtbégen ohne Brennfleck. 

2. Der Umschlag vom Brennfleckbogen in den brennflecklosen Bogen 
erfolgt pl6tzlich. 

3. Der brennflecklose Bogen wird durch hohe Temperatur der Ka- 
thode begiinstigt. 

4. Brennflecklose Bégen sind in Xenon unter sonst gleichen Verhalt- 
nissen bei kleineren Strémen modglich als in Quecksilber. 

5. Der Umschlag des Brennfleckbogens in den brennfleckfreien Bogen 
zeigt Hysteresis, d.h. der Umschlag vom Brennfleckbogen in den brenn- 
fleckfreien erfolgt bei hGherem Strom, als der Riickumschlag. 

6. Brennflecklose Bogen entstehen unter sonst gleichen Verhaltnissen 
bei Gleichstrom schon mit kleineren Str6men als bei Wechselstrom. 

Nach der Kontraktionstheorie entstehen Brennfleckbégen, wenn der 
Ionenstrom einen nennenswerten Anteil am Gesamtstrom deckt. Die in 
dieser Arbeit weiterentwickelte Kontraktionstheorie zeigt, daB sogar bei 
Elektronenstr6men von mehr als 90% immer noch Brennflecke gebildet 
werden. Erst wenn das Verhaltnis von Elektronenstrom zu Ionenstrom 
an k,/k; herankommt, verschwindet der Brennfleck in einem Intervall 
des Elektronenstroms, welches nur 1% des Gesamtstroms ausmacht. 
Hierdurch wird die Plétzlichkeit des Umschlags verstandlich. Da8 der 
brennflecklose Bogen durch Erhdhung der Kathodentemperatur begiin- 
stigt wird, erscheint selbstverstandlich. Hiermit sind die Tatsachen 
1 bis 3 erklart. 

Um die Tatsachen 4 bis 6 zu verstehen, muB die Energiebilanz der 
Kathode (nicht der Raumladungszone) untersucht werden. Auch bei den 
Brennfleckbégen kénnen wir uns auf den Fall beschranken, bei denen 
‘der Ionenstromanteil nur maBig ist, weil wir uns jetzt fiir Brennfleck- 
bégen interessieren, die sich nahe am Umschlagspunkt befinden. 

Wenn I die Stromstirke (nicht die Stromdichte) und V, die Aus- 
trittsspannung der Elektronen ist, so verliert die Kathode sekundlich 
die Energie (1—«)IV,. AuBerdem verliert die Kathode durch Aus- 
strahlung und Warmeableitung eine Energiemenge W, die von GréBe, 
Form und Temperatur der Kathode abhangt. In einem brennfleckfreien 
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Bogen wird der Kathode durch Warmeleitung der Energiestrom 
I(1—s) AU 
zugefiihrt, wahrend bei einem Brennfleckbogen die Energiemenge 
alAU 


aus der Warmeleitung bzw. aus der kinetischen Energie der Ionen stammt. 
AuBerdem bringt aber jedes Ion noch die Ionisierungsenergie e U; mit, 
was einen weiteren Energiegewinn « U; J fiir die Kathode bedeutet. Fur 
einen Brennfleckbogen erhalten wir also die Energiebilanz 


(1—a«) 1V,+ W=al(AU +U)) (39) 
und fiir einen brennflecklosen Bogen 
4—a)IV,+W=(1—s)IAU. (40) 


Wir vergleichen nun zwei brennfleckfreie Bogen in Quecksilber und 
Xenon an gleichen Kathoden, welche sich auch auf gleicher Temperatur 
befinden mégen. Dann hat W bei beiden Bogen denselben Wert und auch 
die Kathodenfalle sind nicht sehr verschieden. Der wesentliche Unter- 
schied liegt darin, daB bei Xenon nur die Anregungsenergien der tiefsten 
Zustande unter dem Kathodenfall liegen. Die von diesen Zustanden 
ausgehende Strahlung wird aber in ganz diinnen Schichten wieder re- 
absorbiert, so daB wenig Energie verlorengeht. Bei Quecksilber liegen 
hingegen zahlreiche Anregungsenergien hdherer Zustande unterhalb des 
Kathodenfalls. Von ihnen gehen viele Linien aus, die wenig absorbiert 
werden, so daB wir fiir Quecksilber einen groBeren Wert s, und fiir Xenon 
einen kleinen Wert s, erhalten. Beim brennfleckfreien Bogen kénnen 
wir « vernachlassigen und erhalten fiir Quecksilber 


und 
La Vg Was (Nise Sa) lp Al 
fiir Xenon. Durch Subtrahieren beider Gleichungen findet man 
teins.) SARSST IS 


: V 
sea pak B ES 


Der Nenner der rechten Seite ist positiv, da V,/AU etwa 0,5 und s, 
ziemlich klein ist. Da s, >s, ist, ist im Quecksilber eine héhere Strom- 
starke als im Xenon nétig, um die Kathodenoberflache auf dieselbe 
Temperatur zu bringen. Uberdies my8 aber im Quecksilber eine hdhere 
Kathodentemperatur als im Xenon erzielt werden, um den gréBeren 
Emissionsstrom zu emittieren, Hierdurch wird der brennflecklose Bogen 
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in Quecksilber gegeniiber Xenon noch weiter benachteiligt. Damit ist 
- die Tatsache 4 erklart. 

Nun vergleichen wir einen brennfleckfreien Bogen und einen Brenn- 
fleckbogen im gleichen Gas und bei gleichem Strom, was natiirlich nur 
im Umschlaggebiet méglich ist. Wir erhalten fiir den Brennfleckbogen 
aus (39) 

(oy) DEW, =o, J (AU +, Gh) 


und fiir den brennfleckfreien Bogen aus (40) 
1V,+W,=(1—s)IAU. 


Beim brennfleckfreien Bogen kann « vernachlassigt werden, wahrend 
beim Brennfleckbogen im Umschlaggebiet «, zwar nicht groB ist, aber 
immerhin gréfer als beim brennfleckfreien Bogen ist. Die Subtraktion 
ergibt 
W,—W,+4,1V,= (1-s—a,) 1AU—a,1U, 

oder 

W,—W, 

IAU 


ajarpeleg (1 : his “2 


AU 
Die Summe von Ionisierungsspannung und Austrittsspannung ist gr6Ben- 
ordnungsmaBig etwa doppelt so groB wie der Kathodenfall. Wir erhalten 
also die Abschatzung ° 
W,—W, 
Hi vaw ei 


a Si Oi 


In der Nahe des Umschlages ist «, nicht sehr groB und s ist immer kleiner 
als 1. In der Regel wird also W, > W, sein. Dies bedeutet, daB der Ka- 
thode des brennfleckfreien Bogens mehr Energie fiir Ausstrahlung und 
Warmeableitung zur Verfiigung steht, und da sie deshalb heifer als die 
Kathode eines Brennfleckbogens bei gleichem Strom ist. Hierdurch 
werden die Hysteresiserscheinungen verstandlich. Besteht ein Brenn- 
fleckbogen bei einem bestimmten Strom J, so bleibt seine Kathode so 
kalt, daB der Brennfleckbogen stabil bleibt. Hat man aber zunachst bei 
hdherem Strom einen brennfleckfreien Bogen hergestellt und geht auf 
den Strom J zuriick, so ist jetzt die Kathode heiBer, so da8 nunmehr 
der brennfleckfreie Bogen stabil brennt. Damit ist auch die Tatsache 5 
verstandlich geworden. Nach dieser Theorie sollte man in Xenon aus- 
gepragtere Hysteresiserscheinungen erwarten als bei Quecksilber, weil s 
bei Xenon kleiner als bei Quecksilber ist. 

Moglicherweise liegt in der héheren Kathodentemperatur des brenn- 
fleckfreien Bogens auch die Erklarung dafiir, da8 Wechselstrom dem 
brennflecklosen Bogen abtraglich ist. Gewisse Anzeichen sprechen dafir, 
daB die Kathode des brennflecklosen Bogens heiBer sein kann als seine 
Anode bei gleicher GréB8e und Material, wahrend dies beim Brennfleck- 
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bogen umgekehrt ist. Wenn dies regelmaBig zutrifft, wird bei Wechsel- 
strom eine niedrigere Temperatur an den Elektroden erreicht, als bei 
Gleichstrom an der Kathode ohne Brennfleck. Ob dies allerdings wirk- 
lich die Ursache fiir die Tatsache 6 ist, kann im Augenblick noch nicht 
mit Sicherheit gesagt werden. 


Die Wiederziindung des Wechselstrombogens. 

Wenn ein Lichtbogen mit Wechselstrom betrieben wird, muB er nach 
jedem Nulldurchgang wieder geziindet werden. Die Spannung, bei der 
die Ziindung eintritt, liegt zwar niedriger als die Spannung fiir die Erst- 
ziindung, tibertrifft aber die Brennspannung erheblich. Im Oszillogramm 
ist die Wiederziindspannung als Wiederziindspitze erkennbar. 

Aus unseren Beobachtungen in der eingangs erwahnten Arbeit [7] geht 
hervor, daB der grdBte Teil der Wiederziindspannung ihre Ursache nicht 
im Sdulenplasma hat, sondern in einem Raum unmittelbar vor derjenigen 
Elektrode, welche nach der Ziindung Kathode wird. Es liegt deshalb 
die Annahme nahe, daB& voriibergehend die erhdhte Spannung bendtigt 
wird, weil wahrend des Nulldurchgangs die Raumladungszone und das 
im Brennfleck kontrahierte Plasma nicht bestehen und weil der Brenn- 
fleck bei der Wiederziindung erst durch Kontraktion gebildet werden 
muB. Wenn dies zutrifft, ware die Wiederziindspitze geradezu das Ab- 
bild der Abnahme des Kathodenfalls durch die Kontraktion. 

Diese Auffassung findet eine betrachtliche Stiitze durch die Beobach- 
tung, daB die Wiederziindspitze in Xenonbégen bei groBem Strom ver- 
schwindet, und zwar immer dann, wenn auch der Brennfleck verschwin- 
det. Wenn namlich von vornherein ein brennfleckloser Bogen geziindet 
wird, ist zu Beginn der Entladung kein erhéhter Kathodenfall erforder- 
lich. Damit hat aber auch die Wiederziindspitze ihre Erklarung durch 
die Theorie gefunden. 
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Das Trépfchenmodell realer Gase. 
Von 
FRIEDRICH KUHRT. 
Mit 4 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 1. Oktober 1951.) 


Zur statistischen Behandlung der realen Gase nach J. E. MAYER! wird nicht wie 
bisher die kanonische Gesamtheit, sondern das Gippssche , grand canonical en- 
semble herangezogen. Dadurch werden die Gleichungen, die das reale Gas als 
isoliertes System bei gegebener Temperatur und Teilchenzahl nur naherungsweise 
beschreiben, in einfacherer Weise als streng giiltige Formeln fiir das Verhalten bei 
fest vorgegebenen Werten von Temperatur und chemischem Potential gewonnen. — 
Bekanntlich 1a8t sich das vom idealen Gaszustand abweichende Verhalten eines 
realen Gases unterhalb der kritischen Temperatur ganz anschaulich so verstehen, 
daB die Molekiile die Tendenz haben, sich zu Komplexen zusammenzuschlieBen. 
Diese Anlagerungen kénnen bereits als Anfangsstufen der Kondensation und daher 
die héheren Komplexe direkt als winzige Mikrotrépfchen aufgefaBt werden. Wird 
diesen Vorstellungen bei der Auswertung des Zustandsintegrals gleich von vorn- 
herein Rechnung getragen, so erhalt man Gleichungen, die der Form nach vdllig 
mit denjenigen der urspriinglichen Mayerschen Theorie itibereinstimmen, mit dem 
einzigen Unterschied, daB.an Stelle der CLustErR-Integrale b, jetzt tiberall das 
Zustandsintegral eines Trépfchens aus / Molekiilen steht. Uber die freie Energie 
der Trépfchen ergibt sich dann ein asymptotischer Ausdruck fiir die b;, in dem nur 
noch experimentell meBbare Gr6é8Ben der fliissigen Phase auftreten. Zugleich laBt 
sich damit auch die Frage nach der Anzahl der Trépfchen einer bestimmten GréBe 
quantitativ beantworten. Fiir gesattigten Kohlensauredampf werden diese Ver- 
haltnisse numerisch durchdiskutiert. — In einer anschlieBenden Arbeit wird die 
Gleichung fiir die Trépfchenzahl auf den metastabilen iibersattigten Zustand tiber- 
tragen, woraus sich einige bedeutsame Folgerungen fiir die Keimbildungstheorie 
ergeben. 


1. Einleitung. 


Die bekannte Kondensationstheorie von MAYER!, Born und Fucus? 
fuBt auf drei sehr wesentlichen Voraussetzungen, namlich: 

4. Die Wechselwirkungskraft zwischen zwei Gasmolekiilen 7 und 7 
soll sich aus einem Potential v(7;;) ableiten, das fiir groBe 7;; wie 4 Ini; 
gegen Null geht (nach LONDON, VAN DER WAALssche Krafte kurzer 
Reichweite). 

2. Die Molekularkrafte sollen additiv sein und die potentielle Energie 
des gesamten Systems aus N-Molekiilen sich daher als Summe von (3) ’ 
Termen v(7;;) schreiben lassen. 


1 Maver, J. E.: J. chem. Phys. 5, 67 (1937). — MAYER, J. E., u. M. GOEPPERT- 
Maver: Statistical Mechanics. New York 1948. 
2 Born, M., u. K. Fucus: Proc. roy. Soc., Lond., Ser. A 166, 391 (1938). 
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3. Die Masse m der Molekiile soll so groB sein, daB in den inter- 
essierenden Temperatur- und Dichtebereichen die klassische Mechanik 
gilt. Die mathematisch exakte Formulierung hierfiir ist 2?<v, mit 
ee 
2 amkT 
bewegung und v = V/N = Volumen pro Molekiil. 

Die fiir das reale Gas (N Molekiile mit gegenscitiger Wechselwirkung, 
eingeschlossen in ein Volumen V) eigentlich anzusetzende quanten- 
mechanische Zustandssumme kann dann in halbklassischer Naherung 
als Zustandsintegral geschrieben werden, und zwar bleibt nach Integra- 
tion tiber die Impulse 


= DE BrocLie-Wellenlange der mittleren Temperatur- 


e v (rij) 


f r ry RPE OVE , 
Der MaAyersche Trick zur Auswertung dieses Integrals tiber den Kon- 


multiplikation des Produktes liefert dann 


Cy ffs S fi + Dy Dihites +--han, ae 


Llsti<jsn 


Indem jeder Faktor /;; eine Verkniipfung zweier Molekiile darstellt, zer- 
fallt jeder Term des obigen Integrals in ein Produkt aus Integralen iiber 
zusammenhangende Komplexe von Molekiilen, d.h. Gruppen von Mole- 
ktilen, die durch Faktoren /;; miteinander verbunden sind. Mit den Ab- 
ktirzungen 


[] 1 
Lee peeninegh ~ fig ty yong AE, und restarts (1) 


alle zusammen- 
hangende Komplexe 
aus J Molekiilen 


gewinnt man daher nach einer einfachen kombinatorischen Uberlegung 
fiir Qy die tibersichtlichere Form 


On= 2 IT ee 


die den Ausgangspunkt fiir alle weiteren Uberlegungen bildet. In ‘ihr 
treten nur noch die durch (1) definierten GréBen b, auf, und um wirklich 
quantitative Aussagen tiber ein konkretes Gas zu machen, ware ihre 
genaue Berechnung erforderlich. Dies ist aber wegen des enormen 
mathematischen Aufwandes bis heute nicht gelungen!. Nur so viel laBt 


mit >'/N=N _. als Nebenbedingung, (2) 
I 


1 Abgesehen von der Berechnung der ersten bj;- Koeffizienten bis zu einer Ab- 
schatzung von },, s. S. F. Harrison, Dissertation, the Johns Hopkins University, 
1938. 
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sich tiber die Volumen- und Temperaturabhingigkeit der 6, sofort sagen, 
und geniigt vollkommen, um das allgemeine Verhalten realer Gase aus 
(2) hervorzukehren: Fiir Volumina v >> v,) (vj; = Volumen pro Molekiil 
in fliissiger Phase) sind die 0, infolge der vorausgesetzten kurzen Reich- 
weite der intermolekularen Krafte volumenunabhingig!, also reine Tem- 
peraturfunktionen, und zwar werden sie fiir hinreichend tiefe Tempera- 
turen sicher alle positiv sein, mit wachsender Temperatur monoton ab- 
nehmen, um schlieBlich bei hohen Temperaturen samtlich negativ zu 
werden. 

Zur weiteren statistischen Behandlung des 
realen Gases stiitzen sich nun MAYER, Born und 
Fucus auf die kanonische Gesamtheit, indem 
sie von der Zustandssumme ausgehend iiber die 
freie Energie zur Zustandsgleichung und den pede! 
ubrigen thermodynamischen Potentialen gelan- _ Fig. 1. Zwei Systeme in ther- 

. : mischem Kontakt bei gleich- 
gen. Wegen der mathematisch schwer zu hand- _ zeitig zugelassenem  Teilchen- 
habenden Summe (2) sind sie dabei jedoch auf _ austausth. Mit dem Verschieben 

es Kolbens haben wir die Vor- 
Naherungsmethoden angewiesen, sei es, daB sie gabe von’ Temperatur und che- 
die ganze Summe einfach durch ihren gréBten Se Sn der Hand 
Summanden approximieren, was natiirlich nur 
im Fall positiver 5, zu rechtfertigen ist, oder aber die sich aus der er- 


zeugenden Funktion ae Z ergebende Integraldarstellung fiir Qy nach 
der Sattelpunktsmethode auswerten. Wesentlich einfacher lassen sich 
dagegen die Gleichungen fiir das reale Gas gewinnen, wenn man zur 
statistischen Behandlung das Gippssche ,,grand canonical ensemble“ 
heranzieht. 


2. Die statistische Behandlung des realen Gases 
bei vorgegebenen Werten von Temperatur und chemischem Potential. 


Die physikalische Situation ist dabei folgende: Unser System (reales 
Gas, eingeschlossen in ein Volumen V) stehe in thermischem Kontakt 
mit einem riesig groBen System. Neben dem damit verbundenen Energie- 
austausch zwischen beiden Systemen soll aber jetzt auch noch ein gegen- 
seitiger Teilchenaustausch stattfinden (s. Fig. 1). Das groBe System 
wirkt also nicht nur als Thermostat, sondern zugleich auch als Teilchen- 
reservoir und zwingt wegen seiner ungeheuren GréBe dem kleinen System 


1 Nur fiir kleine Abstande 7;; sind die /;; wesentlich von Null verschieden. 
Bei der Integration liefern daher nur diejenigen Konfigurationen einen Beitrag, 
die einem engen Beieinandersein der Molekiile entsprechen, und fiir groBe Volumina 
sind die durch das endliche Volumen V bedingten Randeinfliisse vernachlassigbar. 
Wird dagegen V vergleichbar mit dem aus den Wirkungsspharen der Molekile ge- 
bildeten Raum (dieser ist ungefahr gleich dem Volumen, welches die Molekiile in 
kondensierter Phase einnehmen), so hangen die b, entscheidend vom Volumen ab. 
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seine Werte von Temperatur und chemischem Potential auf, die wir 
somit als fest vorgegeben betrachten kénnen!. An Stelle der Zustands- 
summe, die im Fall der Statistik iiber die kanonische Gesamtheit die 
entscheidende GréBe ist, von der aus sich alle thermodynamischen Frage- 
stellungen beantworten lassen, nimmt jetzt die groBe Verteilungsfunktion 


a, BV) =In Ver +a% = In Y Oy er 6) 
j 

mit B=1/kT und « = «/kT (u=chemisches Potential pro Molekil) 
diese Schliisselstellung ein?. Mit e~°¥i+%% als relative Wahrscheinlichkeit 
dafiir, im kleinen System die Energie Z, und Teilchenzahl N anzutreffen, 
hat man dann sofort 


ah 


ae we ae Neen te 
et op’ a ae pnd RI. .4_0V (4) 
Bei der Berechnung von yw im Falle des realen Gases werden wir aber 
jetzt durch die Summation tiber N von der eaiik Nebenbedingung 


in (2) befreit, denn es ist ja 


rs da _S l 
Lovew=> > [I Miia 2 [Tx ee dideigh Cia 


N=0 Ni N;=0 
DSINi= 
L 


und daher Ak 
(a, B,V) =V 1b, e*". (5) 
fel 


Nach (4) erhalten wir somit fiir die Zahl der sich im Mittel in V befin- 
denden Molekiile 


a)  NSYIVae=yIN | 
TS r= 1 
und fiir den Druck (6) 


co 


(b) p= iT net AER / 


I=1 
Gleichungen, die es sehr nahe legen, 
N,=V b,c! (7) 


als Zahl der im Mittel in V vorhandenen J/-er Trépfchen zu interpretieren ; 
denn infolge der gegenseitigen Attraktion besteht ja fiir die Molekiile 
eines realen Gases die Tendenz, sich zu Komplexen von je zwei, drei 
usw. Molekiilen zusammenzuschlieBen. 


? Becker, R.: Z. Physik 128, 120 (1950). 
2 p hangt iiber die Energiewerte E; vom Volumen ab. 
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Damit haben wir aber die bekannten MAyerschen Gleichungen ab- 
geleitet, ohne von irgendeiner Naherungsmethode Gebrauch zu machen, 
In der Tat beschreiben sie die zu dieser Parametervorgabe gehdrende 
physikalische Situation vollkommen exakt, wenn wir nur das als Thermo- 
stat und Teilchenreservoir fungierende System geniigend groB, d.h. 
praktisch unendlich gro8 wahlen. Uber die GréBe des angeschlossenen 
(vergleichsweise kleinen) Systems brauchen wir dann keinerlei einschran- 
kende Voraussetzungen mehr zu machen. DaB an Stelle der endlichen 
Summen im Fall der Behandlung des realen Gases als isoliertes System 
mit fest gegebener Teilchenzahl N jetzt tiberall unendliche Reihen stehen, 
ist im Hinblick auf die unbegrenzte Teilchenzahl des Kontaktsystems 
nur zu verstandlich; denn es hat ja jetzt durchaus einen Sinn, nach der 
Wahrscheinlichkeit fiir das Vorhandensein jeder beliebig groBen Teilchen- 
zahl im Volumen V zu fragen. 

Wie wir im folgenden noch zeigen werden, verhalten sich die 6, fiir 
groBe 1 wie b,~ 1 e (Fs 7¥) Die Reihen (6a) und (6b) konvergieren 
daher fiir alle Werte «<«* und beschreiben dort das Verhalten der ein- 
heitlichen Gasphase. Fiir «=«* liefert Gl. (6a) eine mittlere Molekiil- 
zahl N*, die genau der Dichte des gesattigten Dampfes entspricht. Da- 
gegen kann sich bei « = «* noch keine Fliissigkeit in V ansammeln; denn 
wegen ihrer endlichen Ausdehnung wiirde sie ja einen héheren Koexi- 
stenzdruck haben. Erst wenn « > «* (wenn auch nur beliebig wenig), 
wird (6a) unbestimmt. DaB in diesem Fall N unendlich wird, wahrend 
die fliissige Phase doch ein endliches Volumen-einnimmt, und somit nur 
endlich viele Molekiile in V Platz haben, liegt an der vorausgesetzten 
Volumenunabhiangigkeit auch der hdheren 0,-Koeffizienten, eine An- 
nahme, die natiirlich grob falsch wird, sobald 7 in die GréBenordnung 
von V/v,;; kommt. 

SchlieBlich lassen sich bei Kenntnis von w auch die mittleren Schwan- 
kungsquadrate fiir E und N sofort angeben, ndmlich 


pe ey V2? Ov 
he ae ae eS ails air ih 


Mit (5) erhalten wir daher fiir das Schwankungsquadrat von N 


N?—N’ => EN, 
i=1 
ein Ausdruck, den wir gerade vom Standpunkt der Trépichenvorstellung 
aus erwarten sollten. Denken wir uns namlich. innerhalb eines groBen 
Kastens, in dem Troépfchen aller méglichen GroBen frei umherschwirren, 
ein kleines Volumen V abgegrenzt, und ist N, die jeweils momentane 
Anzahl von J-er Trépfchen in diesem Volumen, so ist die augenblickliche 


ea ak ls, ae 
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Gesamtzahl von Molekiilen in V 


N= LN, 
= 
und im Mittel natiirlich 
N=SIN,. 
12 
Weiter ist 


Ni= YIRNN= DANN, —-6) + DPM, 
Lk=1 k=l es 
und wegen 


haben wir 


wie oben. 

Natiirlich ist die Trépfchenvorstellung nur sinnvoll, solange die 0, 
positiv sind. Physikalisch gesehen kénnen wir dagegen nur von Tropf- 
chen reden, solange wir bei Temperaturen unterhalb der kritischen Tem- 
peratur sind; denn nur dann gibt es eine wohldefinierte fliissige Phase, 
begrenzt durch einen scharfen Meniskus. Diese Gegeniiberstellung legt 
daher fiir die Temperaturabhangigkeit der b, die Vermutung nahe, daB 
erst bei Annaherung an die kritische Temperatur die hoheren 6, gegen 
Null gehen und schlieBlich anfangen, negativ zu werden. Die Reihen (6) 
werden dann nicht mehr konvergieren, d.h. es findet keine Kondensation 
mehr statt. Genauere Aussagen tiber das Verhalten in der Nahe des 
kritischen Punktes zu machen, halten wir jedoch fiir ungerechtfertigt, 
da die entscheidende Voraussetzung v > v,, in diesem Bereich des p-V- 
Diagramms schon nicht mehr oder doch nur sehr schlecht erfiillt ist. 
So sind auch die von MAyErR? unter der Annahme volumenunabhangiger 
CLusTER-Integrale abgeleiteten Merkwiirdigkeiten im Verhalten der 
realen Gase kurz unterhalb des kritischen Punktes sehr mit Vorsicht 
aufzunehmen. 


3. Elimination von « aus den Gleichungen fiir das reale Gas 
mit Hilfe der irreduziblen Integrale B,. 


Die CLusTER-Integrale 


apa beef snl wal fej dtr pdr) 


alle zusammen- 
hangende Komplexe 
aus / Molekiilen 


1 Mayer, J. E., u. S. F. Harrison: J. chem. Phys. 6, 87, 101 (1938). 


Das Trépfchenmodell realer Gase. 191 


lassen sich noch auf in gewissem Sinne einfachere GréBen zuriickfiihren. 
Jeden Term dieser Summe kénnen wir nadmlich in einzelne Gruppen von 
Faktoren zergliedern, die nur jeweils einen Index gemeinsam haben. 
Das gesamte Integral iiber einen Term laBt sich dann offenbar als Pro- 
dukt von Integralen iiber diese Gruppen schreiben. Letztere lassen sich 
aber in dieser Weise nicht weiter zerlegen, und wir nennen sie daher 
irreduzibel!. Definieren wir GréBen 


Pace ond tate ade ieleed tase int 


alle irreduzible 
Komplexe aus 
(v+1) Molekiilen 


als irreduzible Integrale, so liefert eine rein kombinatorische Uberlegung? 
fiir die CLusTER-Integrale als Summe von Produkten dieser f, 


1 
b= aap 2 l [2F. (9) 


sy Ly -1-1 
Im Hinblick auf eine wirkliche Berechnung der f, hat man durch diese 
Riickfiihrung auf irreduzible Integrale natiirlich nichts gewonnen; denn 
die mathematischen Schwierigkeiten betreffs der auszufiihrenden Inte- 
grationen sind dadurch keineswegs reduziert. Jedoch spielen die irredu- 
ziblen Integrale eine ganz entscheidende Rolle bei der Auflésung von 
(6a) nach « und der Elimination dieser Gro8e aus den Gleichungen fiir 
das reale Gas, wie etwa der Zustandsgleichung (6b). In den expliziten 
Ausdriicken fiir die Zustandsgleichung, freie Energie usw. als Funktionen 
von N, V und 7 treten dann nicht mehr die 0,, sondern die f, auf. 


Fiir die GréBen A*/?b, hat man wegen (9) die erzeugende Funktion 
Pell woraus sofort die Integraldarstellung 


Ly p, & 
1 b Cee dé 
a 221 BP? El 


folgt. Gehen wir hiermit in }) /2b;e*/ ein und wahlen den Integrations- 
v—-. 


weg um =O so, da auf ihm stets 


v 
2 ee | <1 (10) 
oS a 
1 Wenn wir jedem Faktor f/;; einen Bindestrich zwischen den durch Punkte 
dargestellten Molekiilen 7 und7 wnritien! so entspricht einem irreduziblen Komplex 
eine solche Verkniipfung durch Bindestriche, die bei Wegnahme eines Teilchens 
nicht in zwei oder mehrere getrennte Teile zerfallt. 


2 Born, M., u. K. Fucus: 1. c. 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 131. 415) 
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ist, so kOnnen wir Summation und Integration vertauschen und erhalten 


co 1% : 
pe 1 
yy [2 b; eu! SS Satis : (441 a) “m 
— . 
11 at) mille Sh | 


wo & als Stelle des Residuums bestimmt ist durch 


os 4 
a = Inf — 3B, fo. . (11 b) 
v= on 
Beiderseitige Integration nach % von —oe bis « ergibt dann 4 
00 q 
E N el b 
taerSep ek. MG olkts 
> the ote Gham Sige ei), 


und daher 
. 
aon Sal? y ; 
v= , 
In derselben oe erhiilt man durch nochmalige Integration nach « 


Sie +f Sanne} = nea 


ae : v1 
pipe de aa 


und saber fiir Druck und freie Energie mnmehe expla is Funktionen 
von N, V und, ne ica Te “ig i wie Mae} 2 ers ae ay vunsdabve sy 


dns teanbOn Rau fho Say is 2A Ons AE eee 
dapegt abuses nen asia cipal 
a a : . a> : “ : 4 - ~ o kat? 

Eg ae i Ene ae 


tA 
“pe 
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Wie man sich an Hand der Beziehung (11) mit & — A3/v sehr leicht 
iiberlegt, entspricht einem etwaigen Singuldrwerden der in diesen Aus- 
driicken auftretenden Reihen bei vv, umkehrbar eindeutig «=«*!, 
womit die Giiltigkeit von (12a) und (12b) im ganzen Bereich der reinen 
Gasphase (v,<v< ov) sichergestellt. 

Gl. (12a) stellt die vollstandige Virialentwicklung der Zustandsglei- 
chung des realen Gases dar. Die irreduziblen Integrale f, sind danach 
im wesentlichen identisch mit den Virialkoeffizienten. Uber die kineti- 
sche Theorie gelangen BorN und GREEN? zu einem ganz analogen Aus- 
druck fiir den Druck und im Zusammenhang damit zu einer vollkommen 
neuen Integraldarstellung fiir die f,, die als einfaches Integral iiber 
Potenzen der FourrteER-Transformierten von rf (7) fiir eine Berechnung 
der £, schon eher in Frage kime. Jedoch gilt di¢ése Darstellung nur nahe- 
rungsweise, und auch im Hinblick auf die ziemlich ungenaue Kenntnis 
des Wechselwirkungspotentials* erscheint eine quantitative Berechnung 
der f, auf diesem Wege wenig aussichtsreich. 


4, Behandlung des Zustandsintegrals unter Zugrundelegung 
der Trépfchenvorstellung. 

Nach den Ausfiihrungen in Abschnitt 2 laBt sich das vom idealen 
Zustand abweichende Verhalten eines realen Gases unterhalb der kri- 
tischen Temperatur so verstehen, da8 sich ein gewisser, von Temperatur 
und Dichte abhangiger Bruchteil der gesamten Molekiile zu Komplexen 
von je zwei, drei, allgemein / Molekiilen zusammenschlieBt. Diese Mole- 
kiilkomplexe benehmen sich wie ideale Teilchen der Gesamtmasse ml. 
So liefert jeder Komplex zum Druck seinen BoLtzMAnnschen Beitrag 


kT/V. Der resultierende Gesamtdruck ist daher um so geringer, je mehr 


der insgesamt N Molekiile solche Anlagerungen eingehen. Wir miissen 
diese Molekiilzusammenballungen bereits als Anfangsstufen der Konden- 


sation auffassen und kénnen daher die héheren Komplexe direkt als 


Bs. S. 200. 


winzige Mikrotrépfchen ansprechen. 
Wenn wir diesen Vorstellungen bei der Auswertung des Zustands- 
integrals _ 


; H (pi, tj) 


Gide! — f fe EPA hod tote A acy | (13) 


gleich von vornherein Rechnung tragen, so kénnen wir sagen, da nur 
diejenigen Konfigurationen einen wesentlichen Beitrag zum Gesamtwert 


1 Beziiglich des Singularwerdens von DHE b, et!, wenn a» B, & =1 wird, 
1=1 v= 


2 Born, M., u. H. S.GREEN: Proc. roy. Soc., Lond., Ser. A 188, 10 (1946) ; 


189, 103 (1947). 
3 Man denke nur an die Schwierigkeiten, die man bereits bei der Berechnung 


des zweiten Virialkoeffizienten hat. 


———— 


7 i ha 
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liefern, die solchen raumlichen Komplex- oder Trépfchenbildungen ent- 
sprechen. Fiir diese Konfigurationen besteht aber eine nennenswerte 
Wechselwirkung nur zwischen den einzelnen Molekiilen innerhalb eines 
Trépfchens. Die HamitTon-Funktion zerfallt daher in eine Summe von 


Termen H, by rie br, t,, ++», t) und das Zustandsintegral (13) 1aBt sich 
separieren. Betrachten wir speziell die Konfiguration, bei der N, ganz 
bestimmte, z.B. die ersten N, der durchnumerierten N Molekiile frei 
sind, die Molekiile mit den Nummern N,+1 bis N,+ 2.N, Zweierkom- 
plexe bilden usw., so ist die zugehdrige Energie 


H (p;, v)) =Hy(1) + +++ (N,) + 
MIT NT oe BN ed) NG PZ Ng 1, NG oe a INg) ee 


und der hiervon herriihrende Beitrag zum Zustandsintegral 


Pe eee bl 
wall TG 
( _FAelbstotiot) _, N, 
x4 foe fe kT di afidear| {Nee 


Dieser Beitrag wird aber so oft aufgebracht, als wir dieselbe Konfigu- 
ration, charakterisiert durch die Zahlen N,, N,,..., N,,-.. aus den N 


numerierten Molekiilen bilden kénnen, nur mit immer anderen Mole- 
Pe abp: ; N! 

kilen in den einzelnen Komplexen; das geht genau | | enn, MiNi) mal. 

SchlieBlich haben wir noch iiber alle méglichen Einteilungen N, unter 

Wahrung der Nebenbedingung >’ / N, = N zu summieren, und erhalten 


so fiir (13) : 


Te (14) 


Ni 1 
DINiI=N 
wo : 
> 
4 ewe ulbey tal way 
Raa ble 7? ested (15) 


das Zustandsintegral eines Komplexes oder Trépfchens aus J Molekiilen 
umherschwirrend im Volumen V ist. Gl. (14) steht der Form nach in 
volliger Analogie zu der exakt und ganz allgemein giiltigen Summe (2) 
fir das Zustandsintegral, nur daB jetzt an Stelle von V 6, einfach Z, 
steht. Die weitere Behandlung kann daher genau so wie in Abschnitt 2 
erfolgen. Im Hinblick auf die anschlieBenden Betrachtungen halten wir 
es jedoch fiir zweckmaBiger, sich hier auf die kanonische Gesamtheit 
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zu beschranken, das Gas also als abgeschlossenes System fest gegebener 
Teilchenzahl N zu betrachten. Laut Definition (15) sind die Z, notwendig 
positiv. Die Summenterme in (14) werden folglich (bei groBem JN) ein 
relativ steiles Maximum haben, so daB samtliche Erwartungswerte des 
Systems praktisch mit den wahrscheinlichsten, das sind die durch dieses 
Maximum charakterisierten Werte, iibereinstimmen. Dieses Maximum 
nehmen die Summenterme von (14) fiir die Einteilung 


N, = Z,e%! (16) 


an, wo sich der LAGRANGEsche Parameter « aus der Nebenbedingung 


N 
LZ, ex! =FYIN=N 


l=1 


ce 


l 


bestimmt. Mit diesem gréBten Term l [as als Ersatz fiir die ganze 


N;! 


Summe (14) erhalten wir dann fiir die freie Energie 


; N N = 
F=kT{Na—¥,Z,c| = kT {Na—> Nh}, 
t=1 


l=1 


daraus als Zustandsgleichung des realen Gases 


N N 
AT RT 
= B= 
CE Dae V >™ 
j=1 l=1 


und aus beiden Gleichungen zusammen fiir die freie Enthalpie 


G=NakT. 


an 


Die hier rein rechnerisch eingefiihrte GréBe « (LAGRANGEscher Para- 
meter) hat also als freie Enthalpie pro Molekiil oder chemisches Potential 
dividiert durch kT dieselbe Bedeutung wie in Abschnitt 2. 

Aus (16), als Gleichung fiir die mittlere Anzahl der /-er Trépfchen im 
Volumen V, findet man sofort 


N. Z 
1 : 1 1 
= —3 oder allgemeiner Se SS ee 
Ni cas 2 Nin Zin 


Gleichungen, die identisch sind mit dem Massenwirkungsgesetz. Die 
Trdpfchen stehen also alle untereinander in einer Art chemischen Gleich- 
gewichts, indem fiir die ungeheure Fiille der méglichen Auf- und Abbau- 
prozesse eines Trépfchens das Massenwirkungsgesetz gilt. Hierauf haben 
bereits W. BAND! und J. FRENKEL? hingewiesen und gezeigt, daB sich 


1 Banp, W.: J. chem. Phys. 6, 654 (1938); 7, 324 (1939). 
2 FRENKEL, J.: J. chem Phys. 7, 200, 538 (1939). 
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unter Zugrundelegung des Massenwirkungsgesetzes fiir die Kinetik dieser 
Elementarprozesse weitgehend die Mayerschen Gleichungen begriinden 
lassen. 


5. Trépfchenformel und asymptotische Darstellung 
der CLUSTER-Integrale b,. 

Wir sind aber nun in der Lage, mit Hilfe von (16) jedenfalls fiir groBe 
J die Anzahl der in V enthaltenen /-er Trépfchen explizit anzugeben, und 
zwar als Funktion allein experimentell meBbarer GréBen der flissigen 
Phase. Das unbequeme Zustandsintegral (15) kénnen wir namlich fiir 
eroBe J dadurch erledigen, da8 wir Z, einfach durch die freie Energie /; 
eines einzelnen Fliissigkeitstrépfchens aus / Molekiilen, eingeschlossen in 
das Volumen V, ausdriicken. F; laBt sich additiv aufspalten in einen 
Anteil, der von der Translationsbewegung herriihrt, einen Anteil von 
der Rotation und schlieBlich noch einen Anteil, durch den wir die inneren 
Freiheiten berticksichtigen, also 


f, = Egeansy + ‘ae a PGay 2 


Der translatorische Anteil F,,,,) ist einfach die freie Energie eines Mas- 
senpunktes der Masse m/ eingeschlossen in V: 
1 hi \3 23 

Peau == BL (ser) ef IE Wa) noe : (17a) 
Dabei haben wir so getan, als stiinde dem Tropfchen das ganze Volumen V 
zar Verfiigung, wahrend wir eigentlich von V noch wieder den Bruchteil 
abzuziehen hatten, der von den tibrigen Trépfchen und freien Molekiilen 
eingenommen wird. Fir v > v;, ist jedoch (17a) eine hinreichende 
Naherung. Weiter ist 


h2 3 2 


Mite J = , mi( vl) als Tragheitsmoment des Trépfchens. Um 


einen Ausdruck fiir Fin) zu gewinnen, denken wir uns die / Molekiile aus 
der unendlich ausgedehnten fliissigen Phase als kugelférmiges Trépfchen 
herausgeschnitten. Zur freien Energie /7,, der J Molekiile im Inneren 
der Phase kommt dann noch der Oberflachenanteil o O, hinzu, wo o die 
Oberflachenspannung und O, die Oberflaiche des Trépfchens ist. Beriick- 
sichtigen wir nun noch, daB bereits sechs Freiheitsgrade durch Trans- 
lations- und Rotationsbewegung des Trépfchens verzehrt sind, so haben 
wir im Fall einatomiger Molekeln, also drei Freiheitsgrade pro Molekiil, 
fiir den inneren Anteil der freien Energie 


Fin) = (lL — 2) foo +o 0; (17¢) 
zu schreiben. : 
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Man kénnte zunichst bei der Vorstellung eines solchen lliissigkeits- 
tropfens daran denken, da er zusitzlich zu Translation und Rotation 
infolge der Oberflaéchenspannung noch Schwingungen um seine Gleich- 
gewichtslage (Kugelgestalt) ausfiihren kann. Diese Oberflichenschwin- 
gungen wirden dann thermisch angeregt, einen weiteren Beitrag zur 
gesamten freien Energie des Trépfchens liefern. In Wirklichkeit ist dieser 
Anteil aber bereits in o O, als freier Oberflichenenergie enthalten!. 

Fy 

Mit (17a, bu.c) erhalten wir nun wegen Z,—e “*? fiir das Zustands- 

integral eines Trépfchens aus 7 Molekiilen 


(l—2) foo oO! 


r S871 » - aE s-, 
Zp=—,5Vite # 2) (18) 


28 


und nach (16) daher fiir die mittlere Anzahl der in V befindlichen /-er 
Tropfchen: 


2 t. f 
oye We ek ae a cae 
N}=-—> eh Vite 

a8 


oo oO) 


kT kT : (19) 


Neben « treten in dieser Gleichung nur noch GréBen der fliissigen Phase 
auf, die praktisch allein von der Temperatur abhangen. /,, bestimmt 
sich einwandfrei aus Messungen der spezifischen Warme, und ihre Nor- 
mierung liegt hier dadurch fest, daB fiir tiefe Temperaturen, fiir die wir 
den gesattigten Dampf wegen seiner geringen Dichte ideal behandeln 
k6nnen, /., +p. v;; gleich dem chemischen Potential des idealen Gases 


kT in (4) werden mu8. Weiter sieht man, daB der Konvergenzradius 
0 


von >) LN, nach (19) bei a* Se erreicht ist. Thermodynamisch sollten 


l=1 
Joort Poot 7h G. 
RT 


von der GréBenordnung 10kT, also selbst groB gegen pv. Solange 
daher v > v,,, ist dieser Unterschied natiirlich véllig unbedeutend. In 
der Tat beruht er auf der in (17a) gemachten Vernachlassigung des Eigen- 
volumens der Trépfchen. Bringen wir namlich dort eine entsprechende 
Volumenkorrektur, etwa /v,, >) N,t an, so haben wir in (19) an Stelle 
von V ‘ 


wir dagegen erst bei «* = fe Sattigung erwarten. f,, ist 


Loy BT pits 
nV j fl Fee kT 
Valo) = Vif N,)=Ve 


v 


1 Hierzu siehe M. Born und R. Courant [Phys. Z. 14, 729 (1913)] sowie 
E. Mavetune [Phys. Z. 14, 731. (1913)]. 
+ Dies ist sicherlich fiir groBe / verniinftig, und solange nur die freien Molekile 
und ersten Anlagerungsprodukte wesentlich zu DN, beitragen. 
v 
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zu setzen, und im Sattigungszustand wiirde genau «* = 


iss  Peotih gelten. 


Wir kénnen aber diese Korrektur beruhigt weglassen, da v > v,; fiir die 
Temperaturen, fiir die (19) Giiltigkeit beansprucht, durchweg erfiillt ist. 
Gl. (19) 1aBt sich noch in etwas anderer Form schreiben, und zwar 
wird mit 
aligned | 
Ny — Vy — 78 
als Zahl der freien Molekiile pro cm’, und 


he z gar | (20a) 
als Zahl der freien Molekiile pro cm? des gesattigten Dampfes, die Zahl 
der /-er Trépfchen pro cm? 
: oO] 


, pes 
*2 GA ae 
Ny = Awe Vel Ny 14 i) € ‘ (21) 


SchlieBlich kénnen wir fiir hinreichend tiefe Temperaturen, wo der Druck 
praktisch von den freien Molekiilen aufgebracht wird, ~,=/kT und 
n* —p,,/kRT setzen, und erhalten so 


9 pee ead! 

Ny = 1,5 V1 (F2-) /4 a arc (22) 
eine Form, in der wir die Troépfchenformel durchweg bei der Behandlung 
des iibersattigten Zustandes in einer anschlieBenden Arbeit benutzen 
werden. 

Es sei an dieser Stelle ausdriicklich darauf hingewiesen, daB es nicht 
moglich ist, die Trépfchenformel z.B. in der Form (22) auf rein thermo- 
dynamischem Wege, etwa tiber einen isothermen KreisprozeB zu gewin- 
nent. Dazu hatte man namlich ausgehend von einem Mol /-er Trépfchen 
im Gaszustand diese tiber einen vAN’T Horrschen Gleichgewichtskasten 
in J Mol freie Molekiile umzuwandeln, zu kondensieren und schlieBlich 
aus dem Kondensat mit einer Spritze die einzelnen Trépfchen wieder 
neu zu bilden. Dieser letzte Schritt kommt aber dem Wirken eines 
MAxXwettschen Damons gleich. Wir erhalten die Trépfchen gleich ein- 
zelnen makroskopischen Gebilden ruhig nebeneinander liegend und nicht 
als eine Art Supermolekeln in Gasphase. Ganz gleich, welchen ProzeB 
wir uns auch dann noch ausdenken, um die Trépfchen wieder in den gas- 
formigen Ausgangszustand zu bringen, bereits mit ihrem Erzeugen als 


Individuen ist der Rahmen einer einwandfreien Thermodynamik durch- 
brochen. 


1 BecKER, R.: Discussions of the Faraday Society, Nr. 5, S.55. 1949. 
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Mit (19) bzw. (18) haben wir aber auch zugleich eine fiir groBe / asym- 
ptotische Darstellung der CLusTER-Integrale b, gewonnen. Nach den 
Ausfithrungen in Abschnitt 4 kénnen wir namlich Z,= Vb, setzen, und 
daher folgt unmittelbar 


1s 2 foo fool oO; 
= eet bag [4e k7 kT (23) 


In der Integraldarstellung (1) fiir die 6, werden daher fiir groBe J nur 
diejenigen Terme der Summe iiber alle zusammenhangenden Komplexe 
entscheidend sein, die genau den gegenseitigen Bindungen im Inneren 


eines Trépfchens entsprechen; denn wenn wir dann fiir hinreichend tiefe 
v (r) 


Temperaturen noch —1 gegen e *? vernachlassigen, so geht das Inte- 
gral (1) genau in dasjenige fiir Z,/V iiber. 
Der /-Abhangigkeit von (23) 


3 5 
& o4z Me v4) 
by ~ Ite (eti+7i8) mit eT 


steht eine 6fter zitierte asymptotische Darstellung 


l 
bo 
BB 


b~ (24) 
gegeniiber, die auf MAYER zuriickgeht. Die notwendige Konvergenz von 


1 b,e*' auf dem Konvergenzradius e** ware danach von der Art der 
i 


¢-Reihe, genau wie beim idealen BosE-Gas.Wegen 
v2 (32) re of pea: 
6u /T 0 YPb, 6! 
I 


wiirde dies zur Folge haben, daB die Isothermen bei v =z, stetig in die 
Horizontale iibergehen und nicht mit einem scharfen Knick. In Wirk- 
lichkeit gilt (24) auch nur unter sehr engen Voraussetzungen, die bei 
tiefen Temperaturen sicher nicht mehr erfiillt sind. Man gelangt namlich 
zu (24) durch Auswertung des in Abschnitt 3 gewonnenen Residuen- 
integrals 

a ey ge ds 


nach der Sattelpunktsmethode, was fiir groBe/ auf den asymptotischen 
Ausdruck Dos 
1 P» By Qo” 
eval 
b= pon ese: PS 


co 
rg|/ont So h,0! 
ea 
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fiihrt, wo @ durch wh 
7 p,e=4 (25) 
p= 
festliegt. Solange die hier auftretenden Reihen konvergieren, d.h. so- 
lange die Reihe (25) durch einen g-Wert im Inneren ihres Konvergenz- 
bereiches zu befriedigen ist, diirfte daher (24) als asymptotische Dar- 
stellung der b, gerechtfertigt sein. Nach MAYER? ist dies aber, wenn tiber- 
haupt, dann nur in einem schmalen Temperaturbereich von wenigen 
Graden kurz unterhalb der kritischen Temperatur der Fall. Es handelt 
sich dabei um jenes, neuerdings wieder recht fragwiirdig erscheinende 
Gebiet, in dem die ,,fliissige“’ Phase keine Oberflachenspannung mehr 
haben sollte, denn infolge des stetigen Ubergangs der Isothermen in die 
Horizontale existiert ja kein Ubersadttigungszweig mehr. Fiir tiefere 
Temperaturen wird dagegen (25) nicht mehr zu erfiillen sein, da die Reihe 
divergiert, ehe sie den Wert 4 erreicht. Dann hat an Stelle von (24) die 
asymptotische Darstellung (23) zu treten. 

Gehen wir mit der asymptotischen Darstellung (23) in die Gleichungen 
fiir freie Energie, innere Energie, Entropie usw. ein, so ergeben sich Aus- 
driicke, die sich ganz anschaulich im Sinne der Tropfchenvorstellung 
interpretieren lassen. Fiir die innere Energie haben wir z.B. nach (4) 


und (5): 


Bei der Differentiation von 6, nach 8 kénnen wir zunachst v,, praktisch 
als temperaturunabhangig ansehen. Weiter ist in einer strengen thermo- 
dynamischen Theorie die Oberflachenspannungo eine Funktion von . 
Temperatur und chemischem Potential bzw. Temperatur und Druck. 
Jedoch ist die Abhangigkeit vom Druck sehr gering, und wir kénnen 
daher fiir die Temperaturableitung von o einfach den: totalen Differen- 
tialquotienten do/dT setzen, der einer Anderung von o langs der Dampf- 


druckkurve entspricht. Dann wird mit i, Ta =HUs 


Emo DN3 RT +02) too + (6-1-7 Jo}. 


Hier sollen die Punkte die ersten Glieder der Reihe andeuten, die hin- 
geschriebene Summe also erst bei /-Werten anfangen, fiir die bereits die 
asymptotische Darstellung der 6, gilt. Wie zu erwarten, besitzt jedes 
Trépfchen je } kT Translations- und Rotationsenergie, und wegen der 
damit bereits verzehrten sechs Freiheitsgrade nur noch (J—2)u, an 
innerer Energie; hinzu kommt noch eine Oberflachenkorrektur, und zwar 


1 Mayer, J.E., u. S. F. Harrison: de chem. Phys. 6, 87, 104 (1938). 
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stellt der letzte Term nach der Gippsschen Theorie der Oberflichen- 
spannung? genau die Energie dar, um aus / Molekiilen als Teil der un- 
endlich ausgedehnten fliissigen Phase ein Trépfchen mit der Oberflache 0; 
aufzubauen. Eine ganz entsprechende Deutung lassen natiirlich auch die 
Gleichungen zu, die man fiir freie Energie und Entropie erhalt. 


SchlieBlich ist noch interessant, daB mit «* — /°7 Poo #1 fiir den 
Konvergenzradius von (6) die Differentiation des Dampfdruckes oe 
oo 
kT >\b,e**' nach der Temperatur explizit die CLAusIus-CLAPEYRON- 


1=1 
Gleichung liefert; denn es ist ja dann 


i, 2) 
BP orice pi EBD) peep No dboo ON Moot Peo 943 
aT aie OE a Pes aA kT 
i=1 
und mit fk 
. (OF E : d(T by) 
SS SSS Ne et ie Sa! 
(ar), oi 8 arr a i 
l=1 


fiir die Entropie des realen Gases und daher 


d(T by) 
aT 


* 
ex*l 


S* =N (seg — “et fo*lt) 4p Vv.» 
. T=1 


fiir den gesattigten Dampf folgt unmittelbar: 


BP cuatatins V5, 


dT  — V—-Vyy 


6. Numerisches am Beispiel der Kohlensaure. 


Um die geschilderten Verhaltnisse an einem wirklichen Gas quanti- 
tativ durchzudiskutieren, ware es natiirlich am zweckméBigsten, dazu 
ein einatomiges Gas heranzuziehen. Leider sind aber fiir die Edelgase 
die erforderlichen Messungen an der kondensierten Phase (spezifische 
Warme, Oberflachenspannung usw.) in der Nahe der kritischen Tem- 
peratur recht liickenhaft. Auch fiir Quecksilber existieren nur Messungen 
bei Temperaturen, die weit unterhalb der kritischen Temperatur liegen, 
wo sich also der Dampf vollkommen ideal verhalt?. Am geeignetsten 
erscheint uns danach die Kohlensaure, deren thermische Daten wir direkt 
den technischen Dampftafeln entnehmen kénnen. Weiter sind die inne- 


: Grpss, if: W.: Collected Works, Bd. I, S. 219. Eine ausfiihrliche Darstellung 
der Gippsschen Theorie findet sich ferner bei E. A. GUGGENHEIM (Modern Thermo- 
dynamics, London: Methuen & Co. 1933). Siehe auch R.C. Torman: J. chem. 


Phys. 17, 333 (1949). 
2 Kritische Temperatur des Quecksilbers ~ 1500° C. 
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ren Schwingungen des CO,-Molekiils mit 667, 1340 und 2350 cm™ bei den 
uns interessierenden Temperaturen bis zu 20° C hinauf praktisch noch 
nicht angeregt, so daB wir in unseren Gleichungen lediglich die Rotation 
um die beiden Haupttragheitsachsen zusatzlich zu beriicksichtigen haben. 


In dem #-V-Diagramm der Fig. 2 ist die dick ausgezogene Kurve 
die experimentell aufgenommene Druck-Volumenkurve des gesattigten 
Kohlensauredampfes. Die angeschriebenen Parameterzahlen bedeuten 
die Temperatur in Celsiusgraden. Die dariiber befindliche punktierte 
Linie stellt zum Vergleich den Druck dar, den bei den jeweils gegebenen 
Werten von V und T die gesadttigte Kohlensaure haben wiirde, wenn 

ey) sie sich wie ein ideales Gas verhielte. 
Kurve (I) beschreibt den Anteil des Satti- 
gungsdruckes, der allein von den freien 
Molekiilen aufgebracht wird. Sie wurde 
berechnet nach der (20a) entsprechenden 
Gleichung 


4n?@OkT ok T 
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Fig. 2. p-V-Diagramm der gesdttigten Kohlensdure mit den Partialdrucken der freien Molekiile und 
Zweierpaare. Die punktierte Kurve gibt den Druck an, den die gesattigte Kohlensaure haben wiirde, wenn 
sie sich ideal verhielte. 


mit O= 70,2 - 1074 [cm? g] fiir das Tragheitsmoment der CO,-Molekel. 
Zur Bestimmung von /,, wurden die Werte fiir Enthalpie und Entropie 
flissiger Kohlensdure aus einer Dampftafel! herangezogen und die Nor- 
mierung wie bereits in Abschnitt § beschrieben vorgenommen. Die dar- 
tiber befindliche Kurve (II) stellt schlieBlich den Druckanteil dar, der 
von den freien Molekiilen und Zweierpaaren zusammen herriihrt, die 
Differenz zwischen (II) und (I) also den Partialdruck der Zweierkomplexe. 
Zu ihrer Berechnung wurde b, aus Messungen des zweiten Virialkoeffi- 
zienten? bestimmt. — Wie man an Hand der Fig.2 sieht, laBt sich das 
Verhalten der Kohlensaure bis hinauf zu —45° C sehr gut allein durch 
das Vorhandensein freier Molekiile und Zweierpaare beschreieben. Erst 


1 D’Ans, J., u. E. Lax: Taschenbuch fiir Chemiker und Physiker, S. 1067. 
Berlin: Springer 1949, 


® SCHAFER, K.: Z. phys. Chem, Abt. B 36, 85 (1937). 
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von da ab beginnen auch allmiahlich die Dreierkomplexe einen merklichen 
Anteil zum Druck beizutragen. 

Fig. 3 stellt die prozentuale Aufteilung der gesamten CO,-Molekiile 
auf die ersten Anlagerungsstufen dar. Die Kurve (III) ist nicht exakt 


0 70 20 30 40 50 60 
spez. Volumen cm/g 


Fig. 3. Prozentuale Aufteilung der Molekiile des gesattizten Kohlensauredampfes auf die ersten 
Anlagerungsstufen in Abhangigkeit vom spezifischen Volumen. 


berechnet, sondern nur geschatzt. Man sieht an dieser Darstellung, wie 
die freien Molekiile mit steigender Temperatur mehr und mehr abnehmen 
und sich zunachst in den Zweier-, Dreier- und schlieBlich auch héheren 


-707 cm? 
& 


Obertlache Q; der Troptchen 
a 


0 5 70 15 20 21 
Fig. 4. Die effektive Oberflache der ersten Anlagerungsprodukte bei den Temperaturen 0°, —20° und — 50°C. 


Komplexen ansammeln!. Dieses Abwandern wirklich nennenswerter Be- 
triage der Materie in die hGheren Komplexe verursacht das bei Annadhe- 
rung an die kritische Temperatur immer starkere Zurtickbleiben des 
Sattigungsdruckes hinter der punktierten, idealen Druck-Volumenkurve 
in Fig. 2. Im Hinblick auf die Trépfchenformel in Abschnitt 5 ist man 
geneigt, diese rapide Zunahme der hoheren Komplexe zur kritischen 


1 Vgl. hierzu die neueren Untersuchungen tiber Lichtstreuung an Athylen und 
Athan in der Nahe des kritischen Punktes von H. A. Catarsr und H. G. Drick- 
AMER [J. chem. Phys. 18, 650 (1950)]}. 
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Temperatur hin durch das Absinken der Oberflachenspannung zu er- 
klaren. Man darf jedoch nicht vergessen, daB es sich um eine asym- 
ptotische Formel handelt, die erst fiir so hohe Molekiilzusammenballun- 
gen Giiltigkeit beansprucht, bei denen man bereits von einer Oberflachen- 
spannung im makroskopischen Sinne reden kann. Trotzdem kénnte es 
natiirlich durchaus sein, da die Trépfchenformel vielleicht auch schon 
die Haufigkeit der kleineren Komplexe wenigstens naherungsweise be- 
schreibt. Hier werden wir nun aber enttaéuscht, indem in Wirklichkeit 
die Trépfchenformel erst bei um so gréBeren /-Werten giiltig wird, je naher 
wir der kritischen Temperatur kommen. In Fig. 4 stellen die drei dicht 
iibereinander verlaufenden Kurven die Oberflache eines Trépfchens aus 
Z Molekiilen in Abhangigkeit von 7 bei den Temperaturen —50°, —20° 
und 0° C dar. Die bei /=1, 2 und 3 aufgetragenen Werte sind dagegen 
die effektiven Oberflachen, die man bei den jeweiligen Temperaturen 
in die Tropfchenformel einzusetzen hat, um genau die aus Fig. 2 zu ent- 
nehmenden Werte fiir *, n* und nx zu erhalten. Man sieht, daB fiir 
—50° diese Effektivwerte sehr bald in die Kurve 0,=4z Gea i)’ 
einmtinden. Von etwa /=10 ab diirfte daher die Trépfchenformel die 
Verhaltnisse schon sehr gut beschreiben, wahrend sie fiir —20° C wohl 
erst bei/ = 20 oder gar 30 Giiltigkeit erlangt, und noch viel spater fiir 0°C. 


Herrn Prof. R. BECKER, sowie Herrn Prof. F. SAUTER und Herrn Dr. 
G. LEIBFRIED danke ich herzlich fiir Diskussionen und Ratschlage. 


Gottingen, Institut fiir Theoretische Physik. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 131, S. 205—214 (1952). 


Das Trépfchenmodell iibersittigter realer Gase. 
Von 
FRIEDRICH KuUHRT. 
Mit 1 Figur im Text. 


(Eingegangen am 1. Oktober 1951.) 


Die in der vorangehenden Arbeit! gewonnene Gleichung fiir die Trépfchenzahl wird 
hier auf den metastabilen iibersattigten Zustand angewandt. Damit ergibt sich die 
MOoglichkeit, die in der Keimbildungstheorie durch die ersten Anlagerungsschritte 
bedingte Unsicherheit zu beseitigen, indem man im Gleichungssystem der Strom- 
ansatze nicht mehr bis auf die freien Molekiile hinuntergeht, sondern gleich bei 
einer so hohen Anlagerungsstufe beginnt, fiir die man die Anzahl der Komplexe 
bereits der Trépfchenformel entnehmen kann. Zur Berechnung der Keimbildungs- 
haufigkeit kommt man dann allein mit der THomson-Grppsschen Gleichung aus. 
An ihr ist jedoch eine Korrektur anzubringen, die bei den bisherigen Ableitungen 
der Keimbildungsformel unzulassigerweise iibersehen wurde. Infolge der BRown- 
schen Bewegung haben namlich die winzig kleinen Trépfchen einen etwas geringeren 
Dampfdruck. Dies folgt einmal aus der /4-Abhangigkeit der in der vorangehenden 
Arbeit gewonnenen Trépfchenformel und 1aBt sich iiber einen Kreisproze8 an einem 
bewegten Tropfen auch rein thermodynamisch begriinden. 


1. Die kritische Ubersattigung und thre theoretische Erklérung. 


Komprimiert man ein reales Gas, so wird-im gesattigten Zustand, 
also bei vv, angelangt, bei weiterer Kompression bekanntlich nicht 
die horizontale Koexistenzlinie betreten, sondern der Druck steigt im 
Sinne einer stetigen Fortsetzung der Isotherme tiber den Sattigungsdruck 
hinaus an. Dabei entfernt sich das Gas immer mehr von seinen eigentlich 
stationdren Zustanden auf der Koexistenzlinie, bis schlieBlich bei einem 
ganz bestimmten Grade der Ubersattigung, der sog. kritischen Uber- 
sattigung, plotzlich Nebelbildung auftritt, und wir unter Anwachsen der 
fliissigen Phase auf die wirklich stabile Koexistenzlinie hinuntersinken. 
Man hat friiher das Auftreten dieser scharfen, reproduzierbaren kriti- 
schen Ubersattigung mit dem oberen Umkehrpunkt der VAN DER WAALS- 
schen Isothermen in Zusammenhang zu bringen versucht, was physi- 
kalisch gesehen natiirlich sehr oberflachlich ist. In Wirklichkeit handelt 
es sich bei der Ubersattigungserscheinung um die einfache Tatsache, da 


sich die Bildung der fltissigen Phase ja zunachst in mikroskopischen 


Dimensionen vollzieht und so einen héheren Koexistenzdruck bean- 
sprucht als bei praktisch unendlicher Ausdehnung. Diese Dampfdruck- 
erhéhung kleiner Trépfchen wird quantitativ beschrieben durch die 


1 Kuurt, F.: Z. Physik 131, 185 (1951). 
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mit R als Radius des Trépfchens. Infolge der statistischen Dichte- 
schwankung im Inneren des Gases passiert es nun durchaus von Zeit 
zu Zeit einmal, daB mehrere Molekiile spontan zu einem winzigen Trdpt- 
chen zusammentreten. Das einzige Hemmnis, welches der Kondensation 
aus reiner Dampfphase entgegensteht und somit fiir eine gewisse Zeit 
den iibersattigten Zustand aufrecht erhalt, ist daher die mehr oder weni- 
ger geringe Wahrscheinlichkeit fiir die spontane Zusammenballung eines 
so groBen Trépfchens, das nach (1) mit dem Ubersattigungsdruck im 
Gleichgewicht steht. Ein Trépfchen dieser kritischen GréBe, auch Keim 
genannt, ist aber in der Lage selbstandig weiterzuwachsen, womit dann 
der Kondensationsvorgang eingeleitet ist. Je geringer die Ubersattigung, 
um so gréBer ist nach (1) der zugehérige Keim und damit um so unwahr- 
scheinlicher seine Entstehung. Mit zunehmender Ubersattigung wachst 
aber die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines Keimes so ungeheuer 
steil an, daB die durchschnittliche Zeit fiir seine Entstehung praktisch 
momentan in die Gré8enordnung der Beobachtbarkeit riickt. Dies ent- 
spricht experimentell einer scharfen oberen. Grenze, bei der der tiber- 
sattigte Zustand zusammenbricht. 


2. Ansatz fiir den Keimbildungsstrom nach BECKER und DOERING!. 


Zu einer quantitativen Berechnung der je Sekunde zu wirklichen 
Kondensationskernen auswachsenden Keime gelangen BECKER und 
DOERING, indem sie sich zunachst den iibersattigten Zustand durch 
folgendes Gedankenexperiment stationaér gemacht denken: Alle Trépf- 
chen, die die KeimgréBe tiberschritten haben, sollen fortlaufend aus dem 
libersattigten Dampf herausgefischt und dafiir die gleithe Anzahl freier 
Molekiile wieder hineingesteckt werden. Dadurch wird offenbar der 
Ubergang in den thermodynamisch stabilen Zustand bestehend aus 
Kondensat und gesadttigtem Dampf verhindert, wahrend der iibersattigte 
Zustand praktisch unverandert bleibt. Was die molekulare Kinetik des 
lbersattigten Zustandes anbetrifft, so besitzt von den mannigfachsten 
Prozessen, die zur Bildung eines Keimtrépfchens fiihren, lediglich der 
Vorgang eine gegentiber allen anderen erdriickende Haufigkeit, bei dem 
durch sukzessive Aufnahme von freien Molekiilen schlieBlich die Keim- 
gr6Be erreicht wird, und man kann sich daher auf ihn allein beschrinken. 
Natiirlich verlauft er nicht rein einseitig im Sinne eines monotonen An- 
wachsens, indem ein Molekiil nach dem anderen hinzutritt, sondern 


1 Becker, R., u. DoErtnG: Ann. Phys. 24, 729 (1935). 
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zwischendurch werden auch wieder welche davonfliegen. Dieses Wech- 
selspiel zwischen Aufnahme und Abgabe einzelner Molekiile ist nichts 
anderes als Verdampfen und Kondensieren an kleinen Trépfchen. 

In dem beschriebenen stationaren tibersittigten Zustand besteht nun 
eine ganz bestimmte, zeitlich konstante Haufigkeitsverteilung n, der 
einzelnen Komplexe, und es 1aBt sich daher die Zahl der sekundlich 
herausgefischten Trépfchen, die sog. Keimbildungshaufigkeit J, als ein 
stationarer Strom auffassen, der mit gleicher Starke durch alle Stufen n, 
hindurchflieBt. Mit w, als Kondensationsgeschwindigkeit und Wy y11 als 
Verdampfungsgeschwindigkeit eines Trdépfchens aus y+ 1 Molekiilen hat 
man dann fiir diesen Keimbildungsstrom an der Stelle 


/ , 
I = 2, BO, — Nyy Wy 94.19; 5 (2) 


wo O, die Oberflache eines um den Radius der molekularen Wirkungs- 
sphare vergr6éBerten Trépfchens aus » Molekiilen ist!. Fiihren wir ab- 


w 


kirzend noch den Quotienten y, ., = - ein, so k6nnen wir (2) in der 
Learn ‘ 
Form Sle 


i.) a 
ih = meyoss— ts ‘ 
“a v 


schreiben, eine Gleichung, die durchweg fiir alle » gilt, von »=1 bis 
y—s—1, wenn s die Anzahl der Molekiile in den bereits stabilen wachs- 
tumsfahigen Trépfchen ist, die wir uns fortlaufend aus dem Gas entfernt 
denken. Zur Auswertung des Gleichungssystems (3) dividieren wir jede 
der Gleichungen von vy =/ bis y= s —1 durch das Produkt y, 4 Ypig--- Ppa 
und summieren auf. Wegen »,=0 folgt dann 


eee : 2 : oe 


wy U0; Yin OF Vitis ++ Ye41 O31 


(4) 
ee ae: 

woraus sich bei Kenntnis von m, sowie der y, die Keimbildungshaufigkeit 

berechnen 1aBt. : 

In den iiblichen Darstellungen der Keimbildungstheorie dehnt man 
zweckmaBig das Gleichungssystem fiir den Stromansatz (3) bis auf 
y=1 aus. In (4) tritt dann naémlich rechter Hand an Stelle von 7, die 
Zahl der freien Molekiile ,, die sich aus dem Druck des tibersattigten 
Gases bestimmt. Leider mu8 man aber dafiir eine Unsicherheit in den 
y-Produkten mit in Kauf nehmen, bedingt durch die y-Werte der ersten. 
Anlagerungsschritte, denn nur fiir hinreichend groBe », fiir die wir: die 
Komplexe bereits als Trépfchen ansprechen kénnen, lassen sich die 
y-Werte iiber die THomson-Grppssche Gl. (1) explizit angeben, und 


1 Siehe hierzu M. VotmeErR: Kinetik der Phasenbildung, S. 122. Dresden 1939. 
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zwar ist 26 Oy 250% 200y 
Ww p 72) — ; eae ee 
I » 3kTy —e 3kTx 3kTy 


= - = — d ( 
Ys Wily Py Poo ; 


aT 
= 


worin x die Zahl der Molekiile in dem zum Sattigungsdruck gehérenden 
Keimtrépfchen und #, der Gleichgewichtsdruck eines Trépfchens aus 
y Molekiilen ist. Zur Summe in (4) liefern nur diejenigen Terme einen 
nennenswerten Beitrag, die zu y-Werten in der Umgebung von x gehoren. 
Die Unsicherheit im Produkt der ersten y-Werte iibertragt sich daher 
multiplikativ auf das Endergebnis fiir J 1. 

Unter Heranziehung der in der vorangehenden Arbeit, Abschnitt 5 
abgeleiteten Tropfchenformel sind wir dagegen jetzt in der Lage, diese 
Schwierigkeit zu umgehen. Indem sich namlich die Zahl der /-er Trépf- 
chen , nach Gl. (I, 22)? angeben 1aBt, brauchen wir in (3) nicht mehr 
bis auf »=1 hinunterzugehen, sondern k6énnen gleich an einer Stelle 
y=T1 beginnen, der bereits Tropfchengestalt entspricht. Alle in (4) auf- 
tretenden y, lassen sich dann durch (5) darstellen. — Man kénnte hierbei 
zunachst Bedenken haben, da (I, 22) als Ergebnis einer rein stationaren 
Theorie an sich ja nur fiir die wirklich thermodynamischen Gleich- 
gewichtszustande mit p<, gilt. In Anbetracht der praktisch unbe- 
grenzten Lebensdauer des tibersattigten Zustandes kénnen wir jedoch 
die kleineren Komplexe jedenfalls in einem gegenseitigen Gleichgewicht 
befindlich betrachten und ihre Verteilung in diesem quasistationaren 
Zustand durch (I, 22) beschreiben*. — Bevor wir uns der expliziten Be- 
rechnung der Keimbildungshaufigkeit € auf dem hier vorgezeigten Wege 
zuwenden, werden wir uns im nachsten Paragraphen noch etwas ein- 
gehender mit der THomson-Gipssschen Gleichung auseinandersetzen 
und dabei finden, daB an ihr fiir mikroskopisch kleine Trépfchen noch 
eine durch die BRowNsche Bewegung verursachte Korrektur anzu- 
bringen ist. 


3. Korrektur an der THOMSON-G1BBsschen Gleichung 
fiir mikroskopisch kleine Trépfchen. 


Dieselben kinetischen Uberlegungen, die zur Aufstellung des Strom- 
ansatzes (2) bzw. (4) fiihrten, kénnen wir natiirlich auch fiir den statio- 
naren, nicht tibersattigten Gaszustand (/< ,,) anstellen. In diesem 
Fall ist aber dann J exakt gleich Null, und die Gln. (4) schrumpfen zu 


Ny = Vy Mya (6) 


1 Naheres hieriiber bei M. VoLMER, l. c. 

* (I, ...) bezieht sich auf die vorangehende Arbeit. 

5’ Im Rahmen der statistischen Mechanik wiirde man konsequent zu einer Er- 
weiterung von (I, 22) auch auf Werte p - poo dadurch gelangen, da8 man in (I, 2) 


bzw. (I, 14) neben LIN; =N noch N;=0 fir alle />s als Nebenbedingung mit 
hinzunimmt, U 
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zusammen. Nun sollte man erwarten, daB (6) durch unsere Trépfchen- 
iformel (I, 22) streng befriedigt wird, was aber mit dem in (5) angegebenen 
Wert fiir y, nicht der Fall ist; gerade die »4-Abhingigkeit macht sich 
sstorend bemerkbar. Benutzen wir dagegen umgekehrt (6) als Bestim- 
mungsgleichung fiir y,, so ergibt sich: 


‘ 4 = 20 Oy F _ 200, 

eS e =r = ls 2 ¢ | 7) a oa (7) 
Asymptotisch fiir groBe » erhalt man also wieder den aus der THoMSON- 
Grppsschen Gl. (1) abgeleiteten Ausdruck (5). Die »4-Abhangigkeit in 
der Trépfchenformel entspringt aus der Mitberiicksichtigung von Trans- 
lation und Rotation des Trépfchens, und zwar spaltet sie auf in die 
Faktoren y!, herriihrend von der freien Energie der Translations-, und 
yi von der freien Energie der Rotationsbewegung. Es liegt daher die 


Vermutung nahe, daf der Grund fiir das Fehlen des Faktors (1 + *) 


in der Vernachlassigung dieser thermischen Bewegung bei der Aufstel- 
lung von (5) zu suchen ist. Zunachst konnte man an die Erhéhung der 
StoBzahl denken infolge der durch die Eigenbewegung des Trépfchens 
erhéhten Relativgeschwindigkeit gegeniiber den freien Molekiilen. Sie 
liefert aber nur den Faktor 


pert 


ss 
rp 
v+i4 a 29” 
\3 
also eine viel kleinere Korrektur als die, welche wir zur Erklarung von 
(7) brauchen. 

Als einzige Méglichkeit bleibt daher nur noch, daB der Gleichgewichts- 
druck #, eines Trépfchens aus v Molekiilen zu korrigieren ist. In der Tat 
wird die benutzte THomson-GipBssche Gleichung ja fiir ein ruhend ge- 
dachtes Trépfchen abgeleitet. Um einzusehen, da8 die Beriicksichtigung 
der Bewegung des Trépfchens wirklich eine entsprechende Korrektur an 
der THoMson-GiBBsschen Gleichung liefert, denken wir uns einen Kasten 
vom Volumen V mit N Molekiilen, von denen sich y zu einem frei beweg- 
lichen Tropfchen zusammengeschlossen haben, wahrend die restlichen N, 
als freie Molekiile in V umherfliegen. Als Zustandssumme dieses Systems 

haben wir dann 


1 V \Ni 7 
eae am Ye mit N,+v=N, 
wowir uns fiir das Zustandsintegral Z, des Tropfchens den Ausdruck (I, 18) 
eingesetzt denken. Indem wir nun nach derjenigen Aufteilung von N 


14* 
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in y und JN, fragen, fiir die Q zum Maximum wird, erhalten wir fir den 
Gleichgewichtsdruck #, eines Trépfchens aus » Molekiilen 


inet ce 200, ive 4 (8) 


also genau die THomson-GrBpssche Gleichung, versehen mit der erfor- 
derlichen Korrektur, um das Zustandekommen von (7) tiber Gl. (5) zu 
erklaren. 

Das Auftreten dieses Zusatzterms in (8) laBt sich befriedigenderweise 
auch ganz anschaulich verstehen. Dazu denken wir uns den KreisprozeB, 
den man gewohnlich zur Ableitung der THomson-GipBsschen Gleichung 
heranzieht, an einem bewegten Trépfchen durchgefiihrt. Der Korrektur- 


term — 2 zerfallt entsprechend der »*-Abhangigkeit in der Tropfchen- 

5 
2y 
tions- und Translationsbewegung des Tropfchens. Wir denken uns daher 
zunachst ein Tropfchen vom Radius Fk, das mit der Frequenz m rotieren 
moge. Der dazugehérige Gleichgewichtsdruck des umgebenden Dampfes 
sei P,.,. Das Aufblasen des Trépfchens im Verlaufe des Kreisprozesses 
kann dann so geschehen, daB wir die Spritze genau langs der Drehachse 
einfiihren. Wie man leicht aus der Energiebilanz bei einer virtuellen 
Aufblahung des Trépfchens unter Wahrung des Drehimpulssatzes ab- 
leitet, herrscht aber auf der Drehachse gerade der Druck 


formel in die beiden Anteile — und — =. herrtihrend von der Rota- 


0 Ww 


Po = Prot + é (o— was R8) ; 


mit @ als Dichte der Flissigkeit. Fiir den Dampfdruck des rotierenden 
Trépfchens erhalt man daher aus dem iiblichen KreisprozeB 


Prot papel ( ow 3 
In we ie arake 2 RPG 


Setzen wir hierin fiir wm? den thermischen Mittelwert @2 = > as ein, wo 


@ — = @ k° das Tragheitsmoment des Trépfchens ist, so wird wegen 


ae R= 14 UF] 
3 p 200 5 
TOG Cad a / 
ENGR ET _ (9) 
also genau der erwartete Ausdruck. — Bewegt sich andererseits das 


Trépfchen ohne Rotation mit der Translationsgeschwindigkeit v, so den- 
ken wir uns die Verbindung zwischen dem Trépfchen und der ruhenden 
Spritze durch einen vollkommen masselosen, unendlich diinnen Schlauch 
hergestellt. Energie- und Impulssatz liefern dann fiir den auf den 
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Stempel der Spritze wirkenden Druck 
20 1 
Po = Ptrans + (4 = 2 ov). 


Mit dem thermischen Mittelwert v? — = erhalten wir daher fiir den 


Dampfdruck eines fortschreitend bewegten Trépfchens 


Ptrans_ — 200, _ 3 
ha es (SRT ws) oy (10) 


usammen mit (9) haben wir aber damit Gl. (8) véllig unabhangig von 
der Trépfchenformel auf rein thermodynamischem Wege begriindet. 
Umgekehrt kénnen wir in dieser Rechtfertigung von (8) zugleich auch 
vieder eine Stiitze fiir die »-Abhangigkeit der Trépfchenformel sehen: 
Einmal im Hinblick auf die eingangs gegebene Ableitung von (8); zum 
nderen folgt sie aber sofort aus dem Gleichungssystem (6) fiir den 
Stromansatz, wenn wir dort 


20 0y 4 


= = 
— 3k Ty v 11 
Vr p é€ ( ) 


setzen und die Gleichungen etwa von einem festen y= 9’ bis y aufmulti- 
plizieren. Dann erhalt man namlich 
o Oy” 
ny = const - v4 (AY @ 8T. 
Poo 


oo const nur noch von der Temperatur abhangt. 


4. Berechnung der Keimbildungshdufigkeit. 
Junmehr kénnen wir uns der expliziten Berechnung der Keimbil- 
eshaufigkeit J aus Gl. (4) zuwenden. Zu Gl. (4) ist zunachst noch zu 
wir bei ihrer Aufstellung w, als konstant eens haben. Dies 


“wegen der Brownschen Bewegung strenggenommen men. nicht der 
die. ae on ges . ; 
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Indem wir dann die Summe in ein Integral verwandeln, wird 


Sl s=1 


ree f 2 I ats ae 
wg Ss V\ShTx coef RT we (=) dy 
OF x 


Entwickeln wir In(1+.x) im Exponenten des Integranden, so folgt 
weiter (es 


wo O(x*) die sich aus der Entwicklung ergebenden Glieder vierter und 


hdherer Potenzen in x andeuten soll, und im Faktor vor dem Integral 
20 0x 4 


fiir e34Tx * nach der korrigierten THoMson-Grppsschen Gleichung der 
Quotient #/p,, eingefiihrt wurde. Im Bereich der hier interessieren- 


ee >1, und wir brauchen daher bei 


der Integration nur den quadratischen Term im Exponenten mitzu- 
nehmen, denn wesentliche Beitrage liefert der Integrand nur in der Um- 
gebung von x=0. Erstrecken wir aus dem gleichen Grunde noch das 
Integral von —oo bis + ov, so bleibt schlieBlich 


den Temperaturen ist sicher 


oOl a Ox 
sib a0 (2 Walger m 
BOs is 4 
i=141 kT 


und fiir den Keimbildungsstrom erhalt man daher nach (4): 


oO) oO. 
T= 5h Peal eer tant PY 5, (12 
A\ p 3)/net kT ) 
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Verwendet man nun noch fir 2, die Trépfchenformel, so hebt sich natiir- 
lich die /-Abhangigkeit exakt heraus: speziell mit (I, 22) nimmt z.B. 
fiir ein einatomiges Gas (12) die Form 

Ta 2H O;, #8 Pas i | a O, Tat 


—_ — 18 e 13 
an. 2 xe RI (13) 


Zum Vergleich mit dem Experiment liegen bis heute leider nur die 
Messungen von M. VoLMER und H. FLoop! an Wasser, Methanol sowie 


t= &sec (1) 
T = 2752°K 


t = # sec 
f= 672K 


Fig. 1. Keimbildungshaufigkeit in Abhangigkeit von der Ubersattigung fiir Wasser bei voll angeregter 
Rotation (1), bei _velkommen eingefrorener Rotation (2), sowie nach Becker, Dorrtnc und VoOLMER (3) 


den héheren Alkoholen vor. Dies sind aber alles stark assoziierende Fliissig- 
keiten von ziemlich komplizierter Struktur. Im Hinblick auf die Ab- 
zahlung der Freiheitsgrade bei der Aufstellung der Trépfchenformel 
in der vorangehenden Arbeit, Abschnitt 5, ist es fiir sie daher schwer zu 
sagen, wieviel Freiheitsgrade wir dem einzelnen Molekiil in der fltissigen 
Phase zuordnen miissen; denn infolge der starken Koppelung innerhalb 
der Assoziate (man denke z.B. an die hohen BehinderungspotentialJe fiir 
die Rotation) kénnen durchaus einige Freiheiten mehr oder weniger ein- 
gefroren sein. 

In Fig. 1 sind fiir Wasserdampf bei den Temperaturen 275,2° und 
261° K verschiedene Zusammenhange zwischen Keimbildungshaufigkeit 


1 VormeEr, M., u. H. Froon: Z. phys. Chem. Abt. A 170, 273 (1934). 
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und Ubersattigung in der iiblichen Weise dargestellt. Die Kurven (1) 
wurden nach Gl. (12) fiir den Fall voll angeregter und die Kurven (2) 
fiir den anderen Grenzfall vollkommen eingefrorener Rotation berechnet. 
Dagegen zeigen die Kurven (3) den Verlauf der Keimbildungshaufigkeit 
nach BECKER, DoERING und VormeER, der in bester Ubereinstimmung 
mit der experimentell gemessenen kritischen Ubersattigung steht. Die 
Kurven (2) liegen danach entschieden besser als die Kurven (1), was im 


a ae 


Hinblick auf die durch die H-Briicken verursachte hohe Behinderungs- 


energie von etwa 6000 cal/Mol! verstandlich ist. 
Fiir einatomige Dampfe wie etwa Quecksilber mit seinem auch in 


fliissiger Phase klassisch idealen Verhalten sollte sich dagegen die Keim- 


bildungshaufigkeit direkt aus (13) berechnen lassen. 


Herm Prof. R. Becker, Herrn Prof. F. SAUTER und Herrn Dr. 
G. LEIBFRIED danke ich fiir zahlreiche fordernde Diskussionen. 


Gottingen, Institut fiir Theoretische Physik. 


1 Was einer Energie von 10 T je Molekiil entspricht. 


AEB shar ing yen my ise ar Ao heii OS :snectnaliatbsae 


a ene, Bam Vea era a a He ad ai 
.. ¢ 
‘S aPiire int =) k ee 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 1314, S. 215—224 (1952). 


Die Bestimmung der optischen Konstanten 
und der Schichtdicke beliebig dicker Schichten 
mit Hilfe der absoluten Phase. 


Von 
HERWIG ScHOPPER, Hamburg. 
Mit 1 Figur im Text. 


(Eingegangen am 28. September 1951.) 


Die allgemeinen (strengen) Gleichungen fiir die ,,komplexen Amplituden™ des an 
einer Schicht reflektierten bzw. durch sie hindurchgehenden Lichtes lassen sich 
nach den optischen Konstanten auflésén, wenn man die absoluten Phasen, die nach 
einem friiher angegebenen Verfahren gemessen werden k6énnen, benutzt. (Es brat- 
chen also keine einschrankenden Voraussetzungen iiber die Schichtdicke und die 
Absorption gemacht zu werden.) Die Schichtdicke 1]48t sich aus zwei unabhangigen 
(komplexen) Gleichungen berechnen. Da stets bei senkrechter Inzidenz beobachtet 
wird, kénnen keine St6rungen durch eine eventuelle Anisotropie der Schichten auf- 
treten. Zur Priifung des neuen Verfahrens werden Antimonsulfidschichten unter- 
sucht. Da diese Substanz fiir rotes Licht praktisch absorptionsfrei ist, ergeben sich 
einfache Kontrollméghchkeiten. 


$1. Einleitung. 


Die Heranziehung der absoluten Phasen, die nach einem friiher an- 
gegebenen Verfahren gemessen werden kénnen!, macht es méglich, durch 
Kombination je einer Intensitats- und einer Phasenmessung die ,,kom- 
plexen Amplituden‘“’ zu bestimmen. Diese sind unmittelbar die 
Lésungen der MAxwettschen Gleichungen. Sie sind daher die fiir das 
Problem naturgemaBen GréBen. 

Die Sonderfalle ,,dicker‘‘ (Mehrfachreflexionen im Innern der Schicht 
zu vernachlassigen) und ,,diinnster‘‘ (Dicke klein gegen die Wellenlange) 
Schichten wurden in friiheren Arbeiten behandelt?;*.4. Hier soll gezeigt 
werden, daB der komplexe Brechungsindex einer absorbierenden Schicht 
auch fiir den allgemeinen Fall (mitteldicke Schichten) berechnet und 
explizit durch die MeBgréBen ausgedriickt werden kann (§3). Zur Be- 
stimmung der Schichtdicke werden zwei Gleichungen abgeleitet (§4). 
Mit ihrer Hilfe kann auch iiberpriift werden, ob die Voraussetzungen, 
daB die Schicht planparallel und homogen ist, hinreichend erfiillt sind. 
Da nur bei senkrechter Inzidenz beobachtet wird, kénnen keine St6- 
rungen durch eine eventuelle Anisotropie der Schichten auftreten. 


1 FLEISCHMANN, R., u. H. ScHopper: Z. Physik 130, 304 (1951). 
2 FLEISCHMANN, R., u. H. ScHoPPER: Z. Physik 129, 285 (1951). 
3 ScHoppER, H.: Z. Physik 130, 427 (1951). 
4 ScHopper, H.: Z. Physik 130, 565 (1951). 
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Die allgemeinen Formeln enthalten die friiher behandelten Grenzfalle 
,,dicker“ und ,,diinner‘‘ Schichten. Bei dicken (undurchsichtigen) Schich- 
ten konnten die optischen Konstanten und die Schichtdicke in besonders 
einfacher Weise bestimmt werden!. Wie friiher gezeigt wurde?, sind im 
Falle diinnster [(d/A)2 <1] Schichten die Intensitaten* und Phasen unter- 
einander nicht mehr unabhangig. Die optischen Konstanten und die 
Schichtdicke kénnen daher nicht mehr getrennt voneinander bestimmt 
werden, sondern nur die gesamte dielektrische Polarisation der Schicht. 
Die gleichen einschrankenden Aussagen gelten nattirlich auch fiir die 
hier abgeleiteten allgemeinen Formeln im Grenzfall diinnster Schichten. 

Die Brauchbarkeit des neuen Verfahrens wird an zwei Antimon- 
sulfidschichten gezeigt (§5). Einerseits ist die Absorption dieser Schich- 
ten gering und andererseits ist die Schichtdicke nicht klein gegen die 
Wellenlange, so daB diese Schichten nicht zu den friither behandelten 
Grenzfallen gehéren. Es miissen daher die strengen Formeln verwendet 
werden. Die optischen Konstanten und die Schichtdicken wurden fiir 
vier verschiedene Wellenlangen bestimmt. 

Die beiden untersuchten Schichten waren Ausschnitte aus je einer 
keilf6rmigen Antimonsulfidschicht. An diesen Keilschichten wurden die 
reflektierten und durchgehenden Intensitaéten in Abhangigkeit von der 
Dicke gemessen. Da Antimonsulfid fiir rotes Licht praktisch absorp- 
tionsfrei ist, lassen sich nach einem bekannten Verfahren‘ die Brechungs- 
indizes und die Schichtdicken bestimmen (§6). Die Ubereinstimmung 
mit den Werten, die mit Hilfe des neuen Verfahrens gewonnen wurden, 
ist befriedigend. Nachdem die Intensitaéten gemessen waren, wurden die 
Keilschichten bis auf einen schmalen Streifen abgekratzt, an dem dann 
die Phasenmessungen durchgefiithrt wurden. 


$2. Die bisherigen Verfahren zur Untersuchung beliebig dicker 
absorbierender Schichten. 


Bisher erlangte nur ein Verfahren, dem die strengen Lésungen der 
MAxweELtschen Gleichungen zugrunde liegen, praktische Bedeutung > ®, 
Dabei werden die relativen Phasen und die relativen Intensitaten gemes- 
sen. Ein wesentlicher Nachteil dieses Verfahrens besteht darin, daB bei 
schrager Inzidenz beobachtet wird. Wie friiher? ausgefiihrt wurde, 
muBte man hierbei der Schicht vier optische Konstanten zuordnen. Da 
dies bisher nicht getan wurde, ist es nicht erstaunlich, daB man fiir die 

* FLEISCHMANN, R., u. H. ScHopper: Z. Physik 129, 285 (1951). 

* ScHOPPER, H.: Z. Physik 130, 565 (1951). 

* Auf die Intensitatsidentitaten hat erstmalig H. WoLTER [Z. Physik 105, 304 
(1937) ] hingewiesen. 

* Hammer, K.: Z. techn. Phys. 24, 169 (1943). 

> FOrsTERLING, K.: Ann. Phys. (5) 30, 745 (1937). 

* Essers-RuEInporF, G.: Ann. Phys. (5) 28, 297 (1937). 
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Schichtdicke komplexe Werte erhielt!.2,3, Die Methode von Férster- 
LING? versagt bei undurchsichtigen Schichten. Andererseits bietet die 
Beobachtung bei schragem Lichteinfall den Vorteil, daB auch bei der 
Untersuchung diinnster Schichten die optischen Konstanten und die 
Schichtdicke getrennt bestimmt werden kénnen. Eine eingehende Unter- 
suchung dieses Falles unter Beriicksichtigung von vier optischen Kon- 
stanten soll in einer spadteren Arbeit durchgefiihrt werden. 

Von mehreren Verfassern wurde versucht, die optischen Konstanten 
und die Dicke aus Intensitatsmessungen allein zu gewinnen. Diese Ver- 
fahren haben jedoch keine Bedeutung erlangt, da man drei transzendente 
Gleichungen mit drei Unbekannten (n,, R und d) aufzulésen hat. Dies 
ist nur durch auBerst umstandliche graphische Interpolationen nahe- 
rungsweise méglich*. Meist wurde daher auf die optische Bestimmung 
der Schichtdicke verzichtet und diese durch Wagung bestimmt®. Dabei 
muB8 jedoch angenommen werden, daB die Schichten die gleiche Dichte 
wie das kompakte Material haben. Aber auch dann ist die Ermittlung 
der optischen Konstanten noch sehr umstandlich. 


$3. Die Berechnung des komplexen Brechungsindex der Schicht 
aus den strengen Gleichungen fiir die komplexen Amplituden. 


Die strengen Gleichungen fiir die komplexen Amplituden wurden 
schon mehrfach abgeleitet®. Der Absolutbetrag der komplexen Ampli- 
tude soll mit S, die Phase mit m bezeichnet werden.  bedeutet dann die 
Phasenanderung des durch die zu untersuchende Schicht gehenden (bzw. 
an ihr reflektierten) Lichtbiindels. Der Messung ist jedoch nur die Pha- 
sendifferenz ¢ zwischen diesem und dem an der Schicht vorbeilaufenden 
Biindel zuganglich. Zwischen diesen beiden Gr6éBen besteht folgender 
Zusammenhang’ (Phasen in Bruchteilen von 4): 

Fiir Reflexion von der Seite der Unterlage her ¢,=9,. 


Fiir Reflexion von der Luftseite her ¢,=qg,—0,5 +25. 


‘Fir Durchgang e,—=g, + - 
Fiihrt man mit Hilfe dieser Beziehungen in den in der Literatur ® 


angegebenen Ausdriicken ¢ an Stelle von @ ein, dann erhalt man die 
strengen Gleichungen fiir die komplexen Amplituden: 


1 FORSTERLING, K.: Ann. Phys. (5) 30, 745 (1937). 

2 EssERS-RHEINDORF, G.: Ann. Phys. (5) 28, 297 (1937). 

3 ODENBACH, F.: Ann. Phys. (5) 38, 469 (1940). — Sommer, A.: Diss. Hamburg 
1940. 

4 Matt, D.: C.R. Acad. Sci., Paris 230, 1349 (1950). 

5 Murmann, H:: Z. Physik 80, 161 (1932). = Goos, F.: Z. Physik 106, 606 
1937). : } 
6 a FOrSTERLING, K.: Lehrbuch der Optik, S. 127. Leipzig 1928. 
7 Vgl. FLEISCHMANN, R., u. H. ScHOPPER: Z. Physik 129, 285 (1951). 
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Fiir Reflexion von der Seite der Unterlage her 


vata’ enc eee (4) 
ETE TI = 


== 1 Le é 


Fiir Reflexion von der Luftseite her 


a ag A U cae ear ed? i (2) 
ae Ne se Wie as ; 


Fir Durchgang 
el” (Ge r) (1+Yr’) Be ie 


D=S, c= Z ——_-_——_ , (3) 
d pele "ha 2F 
Dabei bedeutet: 
eal Tila Yas oe ae 
Ny +My’ Mg + 3 7 
d d d 
A= 20N2—, p=20k,, y = 20 Ng 


nm, = Brechungsindex der Unterlage; n, = n, —ik= Brechungsindex 
der Schicht; n; = Brechungsindex der Luft; d = Schichtdicke; 4 = 
Wellenlange des Lichtes im Vakuum. 


Um diese drei transzendenten Gleichungen nach den drei Unbekann- 
ten m,, k und d aufzulésen, ist es zweckmaBig, die Schichtdicke zunachst 
zu eliminieren. Bildet man den Ausdruck D2/%’, dann verschwindet e'” 
und es tritt nur noch e~7'* e~?8 auf. Aus (4) folgt 


ny. diet 
Sr ee) Pein = 
er nid V(r)” (4) 
Setzt man diesen Ausdruck in die Gleichung fiir D2/%’ ein, dann ist die 
Schichtdicke eliminiert und man kann nach nj auflésen. Eine leichte 
Rechnung liefert 


acres ni KR’ (1 — KR)? + nz D2 [ng — m(1— R)] (s) 
: 1 mW (1+ RK)? — D2 [n, — 3 (1+ RN] * 


Beachtet man, daB fiir die durchgehende Intensitat gilt [,= 2% S2, 

n 

dann 1a8t sich (5) auch in folgender Form schreiben : 
nj = ni —k? —12n,k 


Ny Sy et ®r'(4 = Se ee)* ay yen re [ns ts ny (4 2 S,e**) (6) 
its Swe 4S, or) yy oes Lm, — mg (1+ S, e***)] 


= 1, Ng 


Damit sind die optischen Konstanten der Schicht explizit durch die 
MeBgroBen ausgedriickt. Eine weitere Umformung dieser Gleichung ist 
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unzweckmaBig. Am einfachsten ist es, die MeBwerte einzusetzen und 
numerisch den Real- und Imaginirteil zu berechnen!. 


Die allgemein giiltige Gl. (6) enthalt die in friiheren Arbeiten behandelten 
Grenzfalle: Fiir groBe Schichtdicken wird e~28<1 und daher Ty 0. Man kann 
dann in (6) im Zahler und Nenner das zweite Glied vernachlassigen und erhalt als 
Sonderfall die friiher bei der Untersuchung undurchsichtiger Schichten benutzte 
Ausgangsgleichung?. 

Bei diinnsten Schichten kénnen die Exponentialfunktionen in den Gl. (1) bis (3) 
in Reihen entwickelt werden. Ist (d/A)?<14, dann gelten fiir die Intensitaten und 
die Phasen innerhalb der MeBungenauigkeit Identitaten3, Zur Bestimmung der 
drei Unbekannten 7,, Rk undd hat man dann zu wenig unabhangige Bestimmungs- 
stucke. Dies auBert sich darin, daB sowohl der Zahler als auch der Nenner von (6) 
innerhalb der MeBfehler Null wird. 


$4. Die Bestimmung der Schichtdicke. 

Bei bekanntem n, kann die Schichtdicke leicht bestimmt werden. 
Dazu ist es zweckmaBig e~*'* e~? zu eliminieren und die Schichtdicke 
aus e”'” zu berechnen. Bildet man den Ausdruck M’/H, dann heben 
sich die Nenner weg. Beseitigt man noch e 7'*e ?° mit Hilfe von (4), 
dann erhalt man 


p2iy — SR’ r’ {.— 72 (7) 
aS ee es — re 


Driickt man r und r’ durch die optischen Konstanten aus, dann ergibt 
sich 


cy 


9 - ae = 
peas: A a Sz eter 5 Seinen at ANs ma) 4 de == 0,e" O18 (8) 
n3[n,—mng (1+ S,e"*")] +z n3|%3— 1, (1—S,e" ) 


Die rechte Seite von (8) wird am zweckmaBigsten wieder numerisch um- 
geformt. Da 9, =1 sein muB, hat man ein Kriterium dafiir, ob die Theo- 
rie (planparallele, homogene Schicht) auf die jeweiligen Messungen an- 
wendbar ist. 

Von der allgemeingiiltigen Gl. (8) kann man wieder zu den Grenzfallen tiber- 
gehen. Fiir dicke Schichten (e~2° <1) gilt R=1, W= Sp ef’r und —1' = Spelt. 
Setzt man diese Ausdriicke in (7) ein, dann erhalt man die friiher zur Schichtdicken- 
bestimmung benutzte Gleichung*. Bei déimnsten Schichten kann ng (vgl. §3) und 
daher auch die Schichtdicke nicht bestimmt werden. 


1 Treten Phasenanderungen von mehr als 360° auf, dann braucht man fir die 
Berechnung der optischen Konstanten die Ordnung (d.h. die geradzahligen Viel- 


fachen von 360°) nicht zu kennen (vgl. dagegen § 4). 
_2 FLEISCHMANN, R., u. H. ScHopperR: Z. Physik 129, 285 (1951). 


3 ScHoppErR, H.: Z. Physik 130, 565 (1951). 

i So - ef ist die bekannte Amplitude bei Reflexion an einer ,,unendlich dicken‘‘ 
absorbierenden Schicht. 1’ ist der Reflexionskoeffizient fiir die Trennflache zwischen 
Medium 2 und 3 bei Lichteinfall vom Medium 2 her. Kommt die einfallende Welle 


vom Medium 3, dann ist der Reflexionskoeffizient 4, 
4 FLEISCHMANN, R., u. H. ScHopper: Z. Physik 129, 285 (1951) Gl. (3). 
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Eine weitere Gleichung zur Bestimmung der Schichtdicke erhalt 
man aus (3) allein, wenn man diese Gleichung quadriert, e~*** e~?? mit 
Hilfe von (4) eliminiert und nach e”'” auflést: 


iy — D2 y! shen Sle ‘ 
(Fel eget SUEY ats 24+ 7/2 (R—r) (1—tR) * (9) 


Ersetzt man r und r’ wieder durch die optischen Konstanten, dann er- 
halt man 
in. 2 24 
a heey is Tqe 4 (ty — ns) «et Oe | (10) 


é 1 ——— - = 0. 
ng th (i + S, 8) at Se an 


Wenn die Voraussetzungen der Theorie erfiillt sind, muB innerhalb 
der MeBfehler o,=1 und 0,;=@, sein. 

Aus den Gl. (8) und (10) laBt sich die Schichtdicke nur bis auf ganz- 
zahlige Vielfache von //2 bestimmen, da man auf den rechten Seiten 
einen Faktor e'?7"=1 (m ganzzahlig) hinzufiigen kann. Diese Mehr- 
deutigkeit riihrt daher, daB bei der Ableitung der Gleichungen streng 
monochromatisches Licht vorausgesetzt wurde. In diesem Falle ist aber 
die Ordnung der Phasenanderungen prinzipiell nicht bestimmbar. Da 
die optischen Konstanten auch ohne Kenntnis der Ordnungen ermittelt 
werden kénnen (vgl. §3), laBt sich die richtige Schichtdicke aus den 
Werten, die aus den Gl. (8) und (10) folgen, meist durch einfache Zu- 
satztiberlegungen oder weitere Intensitatsmessungen ermitteln. So kann 
man z.B, aus der durchgehenden Intensitat J,, die bei geniigend starker 
Absorption monoton mit der Schichtdicke abnimmt (vgl. Fig. 1, J, fiir 
A= 436 my), einen eindeutigen Wert gewinnen (vgl. auch §6). Die Be- 
stimmung der Ordnung der Phasenanderungen mit Hilfe von weiBem 
Licht waré auch méglich, ist meist aber umstandlich und unsicher. 


$45. Die Bestimmung der optischen Konstanten und der Schichtdicke 
von zwet Antimonsulfidschichten bei vier Wellenldangen. 


Um die Brauchbarkeit des in den §§ 3 und 4 beschriebenen Verfah- 
rens zu zeigen, wurden zwei Antimonsulfidschichten untersucht. Anti- 
monsulfid wurde deshalb gewahlt, weil diese Substanz fiir rotes Licht 
praktisch absorptionsfrei ist. Dadurch sind mit Hilfe eines bekannten 
Verfahrens fiir nichtabsorbierende Schichten Kontrollen moglich (§6). 

Zur Phasenmessung wurde die Dreifachspaltanordnung!.? benutzt. 
Die MeBergebnisse fiir vier Quecksilberlinien sind in Tabelle 1 zusammen- 
gestellt. Die MeBfehlergrenze betrug bei der Phasenmessung etwa +1,5°, 
bei der Intensitatsmessung etwa 0,5% der einfallenden Intensitat. (Die 


1 FLEISCHMANN, R., u. H. ScHopprEr: Z. Physik 130, 304 (1951). 
2 Scnopper, H.: Z. Physik 130, 427 (1951). 
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Phasenanderungen sind hier in Grad angegeben, und zwar zwischen 0° 
und + 360°, d.h. auf die Ordnung wurde keine Riicksicht genommen.) 
Tz lle 9 ea 5 1a Rr sccm nar Ran 5 s 
labelle : enthalt die Ergebnisse der Rechnungen. Die Dicken kann 
man unabhangig aus (8) und aus (10) erhalten. In (8) steht im wesent- 
lichen die Phase des reflektierten, in (10) die Phase des durchgehenden 
Tabelle 1. 
0 EE i a ee ee ees 


Ain my 640 578 546 436 
NL 


Schicht Nr. 1 
l,= Ss in % 


r ake 5 . a7 35 32 18 
&} + in Grad —4180 —181 ==1'83,.5 —214 
Iy= Spin % . 37 36 Sour 25 
&y in Grad 73 74 74 78 
Ti in % : 63 61 60 39 
€d in Grad os =; —53,5 —53,5 Os =i) 

Schicht Nr. 2 
I,=Spin % .... 36,5 35 29,5 4,5 
&} : in Grads 9g) ose —157 —190 —202 —180 
Se in WOU) fle ae). 36,5 36 31,5 7 
&y’ in Grad £. 213 213 220,5 289 
Iq PCM IL A. 63 61 | 53 | 17 
Ed Ts CSE AT aS fs | —151 —166 | —170,5 | —230 
Tabelile 2. 
ain mu 640 578 | 346 436 
Schicht Nr. 1 
ere seer tn ATs noes 2,45 | 2,46 DrA2 ei] 2,59 
eS 2 ee 6) 0,03 0,06 0,26 

d 123 1 ee 65 60 | 58,5 | 57,5 

my {aus (10) =... 4 65 60 | 58,5 | 58 
Schicht Nr. 2 

pene asta I | oe ae 2,44 | 2,504" 2,62 

RAIS. te Siete Nees 0,01 0,06 | 0,07 | 0,30 

a) (aust (8)aeat! <26 178 176 182 | 176 
ay bars (40). aos 2) ve 180 | 176 lived 76 175 
eT RT 2,46 , 2,5 2,6 


Lichtes. Die Ubereinstimmung ist gut. (Die richtigen Schichtdicken 
konnten mit Hilfe von J, fiir A = 436 my und aus den tibrigen Messungen 
in §6 aus den in Frage kommenden Werten ausgewahlt werden.) Die 
Unsicherheit von m, und & betragt etwa + 0,03 bis +0,05 und von d 
etwa +3 my. g, und g, waren in allen Fallen nur um wenige Prozent 
von 1 verschieden. Diese Abweichungen sind ohne weiteres durch MeB- 
fehler zu erklaren. (Der EinfluB der in §6 festgestellten Inhomogenitat 
liegt hier innerhalb der MeBfehler.) In Tabelle 2 sind zur Kontrolle 
Werte fiir m, mit aufgenommen, die in §6 besprochen werden. 
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§6. Kontrollmessungen und Diskussion der MeBergebmsse. 

Die in §5 untersuchten Schichten waren schmale Ausschnitte aus je 
einer keilformig aufgedampften Antimonsulfidschicht. An diesen Keil- 
schichten wurde die an der Luftseite reflektierte Intensitat J,, und die 
durchgehende Intensitat 7, als Funktion des Abstandes von der Keil- 
kante gemessen. Dann erst wurde die Keilschicht bis auf einen schmalen 
Streifen abgekratzt, an dem dann die in Tabelle 1 angegebenen Phasen- 
messungen ausgefiihrt wurden!. 

Kontrollwerte fiir ~, und d kénnen fiir rotes Licht (praktisch keine 
Absorption) nach einem von HAMMER? angegebenen Verfahren gewonnen 
werden. Aus dem Maximum von J,, kann man 7, berechnen. Mit Hilfe 
dieses Wertes ]4Bt sich dann zu jedem J,, die zugehGrige Schichtdicke d 
angeben. Man findet 7, = 2,46 + 0,05 fiir beide Schichten und fiir Schicht 
Nr.1 d@=65+2 my und fiir Schicht Nr.2d=179+2my. Diese Werte 
stimmen in befriedigender Weise mit den in §5 gefundenen tiberein. 

Auch fiir die tibrigen drei Wellenlangen kénnen Kontrollwerte fiir 1, 
abgeleitet werden. Fiir die Maxima von J,, gilt namlich auch bei Ab- 
sorption in sehr guter Naherung?: md ~ A/4, 34/4, ... Die so erhaltenen 
Werte sind in Tabelle 2 (!etzte Zeile) angegeben und stimmen mit den aus 
den Phasenmessungen ermittelten innerhalb der MeBfehler tiberein. 

Kontrollwerte fiir k lassen sich aus den Intensitatsmessungen nicht 
ohne weiteres entnehmen. Um trotzdem eine Uberpriifungsméglichkeit 
zu haben, wurde mit den aus den Phasenmessungen erhaltenen (gemit- 
telten) optischen Konstanten der Verlauf von J,, und J, in Abhangigkeit 
von der Schichtdicke d berechnet und mit den gemessenen Kurven ver- 
glichen (Fig.1, die ausgezogenen Kurven sind also nzcht durch die MeB- 
punkte gelegt.) Der Verlauf der gemessenen und berechneten Kurven 
stimmt im wesentlichen tiberein. 

Eine geringe, jedoch bemerkenswerte Abweichung zeigt die Kurve 
fir A640 my und zwar liegt das gemessene Minimum von J, hdher 
(entsprechend das Maximum von J, tiefer) als das theoretische. Bei 
einer absorptionsfreien, homogenen Schicht sollte das Minimum von J, 
gleich der Intensitat sein, die von der Unterlage ohne Schicht reflektiert 
wird (in Fig. 4 durch einen waagerechten Strich angedeutet.) Durch 
die geringe Absorption wird das Minimum etwas angehoben (ausgezogene 
Kurve), jedoch kann dadurch die tatsachlich gemessene Intensitat nicht 
erklart werden. Daraus folgt, daB die Schichten nicht homogen sind. 
Fiir den Inhomogenitatsgradienten g +, der das Verhaltnis der Brechungs- 


' Die optischen Eigenschaften der Schichten anderten sich in den ersten Tagen 
nach ihrer*Herstellung betrachtlich. Die Messungen wurden daher etwa eine Woche 
nach dem Aufdampfen und dann an einem Tage ausgefiihrt. 

? Hammer, K.: Z. techn. Phys. 24, 169 (1943). 

+ Bauer, G.: Ann. Phys. (5) 19, 434 (1934). 
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indizes der Schicht an ihren beiden Trennflichen angibt, erhalt man 
etwa den Wert ¢ ~0,9+. Diese geringe Inhomogenitat diirfte auch die 
Ursache dafiir sein, daB die Schichtdicke sich mit der Welle nlange etwas 
andert* (Tabelle 2, besonders bei Schicht Nr. 4 1). 

Die in dieser Arbeit gefundenen optischen Konstanten fiir Antimon- 
sulfid weichen zum Teil erheblich von den Resultaten fritherer Autoren 
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Fig. 1. Reflexionsvermégen an der Luftseite J,» und Durtchlassigkeit Iq in Abhangigkeit von der 
Schichtdicke. =0-8— A=640my;----O---m- A=546mpu; —A———A — A=578 mu; 
— ) —— z — A=436 muy. Die leeren Zeichen gahdrch zu Schicht Nr.1, die ausgefiillten zu Schicht 
Nr.2. Die ausgezogenen Kurven sind nicht durch die MeBpunkte gelegt, sondern wurden mit folgenden 
Werten berechnet: n, =2,5 fiir 2 =640, 578 und 546 mu; ”.=2,6 fiir A= 436 mu; k=0,01 fiir A= 640 mu; 
k=0,04 fiir A=578 mu: k=0,07 fiir 42=546 my und k=0,29 fiir A=436 my. (Diese Werte entsprechen 
etwa den Mittelwerten von den in Tabelle 2 angegebenen optischen Konstanten.) Die beiden Pfeile geben 
die Stellen an, an denen die Phasenmessungen ausgeftihrt wurden. 


ab, die untereinander auch schlecht iibereinstimmen. Vergleicht man die 
bisher ver6ffentlichten Ergebnisse?, so zeigt sich, daB der Brechungs- 
index von der Wellenlange nur wenig abhangig ist®, sein Wert aber etwa 


+ Vgl. ScHr6pER, H.: Ann. Phys. (5) 39, 55 (1941). 

1 Baver, G.: Ann. Phys. (5) 19, 434 (1934). 

2 Drupbe, P.: Ann. Phys. 34, 489 (1888). — MULLER: Diss. Goinngea 1903. — 
Tynpatt, E. P. T.: Phys. Rev. 21, 162 (1923). — Hammer, K.: Z. techn. Phys. 
24, 169 (1943). — Brtirnes, B. H., u. M. Hyman: J. opt. Soc. Amer. 87, 119 (1947). 
RIEKMANN, M.: Diplomarbeit Hamburg 1951. 

3 In einer fritheren Arbeit [FLEISCHMANN, R., u. H. Scnopper: Z. Physik 129, 
285 (1951)] wurde ein anderer Verlauf fiir ~, gefunden. Insbesondere lag der Wert 
fiir rotes Licht relativ hoch. Dies kann daran liegen, daB die optischen Eigenschaf- 
ten der Schicht durch geringe Verunreinigungen verandert waren. AuBerdem 
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zwischen 2,5 und 5,5 liegt. & ist fiir rotes Licht praktisch 0, nimmt mit 
abnehmender Wellenlange zu und erreicht im Blauen Werte zwischen 0,3 
und 3,0. Ein Grund fiir diese verschiedenen Werte ist offenbar die ge- 
ringe Widerstandsfahigkeit des Antimonsulfids gegen Lufteinfliisse. 


Weiter kommt hinzu, daB Antimonsulfid in zwei Modifikationen auf-_ 


tritt!, die mit zunehmender Schichtdicke vermutlich ineinander tiber- 
gehen. Dafiir spricht die Tatsache, da8 man beim Abkratzen der Schicht 
an Stelle des metallisch glanzenden, grauen ein orange bis rotbraunes 
Pulver erhalt. Auf eine genaue Untersuchung des Verhaltens von Anti- 
monsulfid bei verschiedenen 4uBeren Bedingungen wurde verzichtet, da 
es in dieser Arbeit nur darauf ankam, das neue Verfahren an Schichten 


zu iiberpriifen, die in einem Teil des sichtbaren Spektralgebietes prak- _ 


tisch absorptionsfrei sind und in einem anderen relativ stark absorbieren, 
da sich in diesem Falle einfache Kontrollméglichkeiten ergeben. 


Herrn Prof. Dr. R. FLEISCHMANN schulde ich gréBten Dank fair die 
Anregung zu dieser Arbeit und fiir vielfaltige Unterstiitzungen. 


Hamburg, Physikalisches Staatsinstitut. 


reichen vier MeBpunkte nicht aus, um eine eindeutige Kurve hindurchziehen zu 
kénnen. Nicht auszuschlieBen ist auch, daB die Phasenanderungen eg um //2 zu 


vergroBern sind. Dadurch erhielte man bei denselben Schichtdicken kleinere Werte — 


fiir 7. 


1 Remy, H.: Lehrbuch der ira aaron ee Chemie, Bd. I, S. 592. Leipzig 1940. 
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Ein photometrisches Prazisionsverfahren 
zur Messung absoluter Lichtphasen 
mit Hilfe eines phasengleichen Gesichtsfeldes. 


Von 
R. FLEISCHMANN und H. ScHopprer, Hamburg. 
Mit 3 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 6. Oktober 1951.) 


Bei jeder Interferenzanordnung, die mit zwei (eventuell mehr) Biindeln arbeitet 
treten infolge geometrischer Wegunterschiede an verschiedenen Punkten des Ge- 
sichtsfeldes unterschiedliche Phasendifferenzen auf. Sie sind die Ursache der 
normalerweise entstehenden Interferenzstreifen. 
Wenn man beide Biindel senkrecht zueinander polarisiert, kénnen diese Phasen- 
unterschiede mit Hilfe eines Quarzkeils kompensiert werden. Man kann dann ein 
phasengleiches Gesichtsfeld mit einheitlicher Helligkeit erhalten. Man beobachtet 
dabei hinter einem geeignet gedrehten Analysator. 
Schiebt man in das eine Biindel eine phasenschiebende Schicht ein, so andert sich 
die Helligkeit des Gesichtsfeldes, wobei einer Phasenanderung von 0° auf 180° der 
Ubergang vom Maximum zum Minimum der Helligkeit entspricht. Wenn die 
phasenschiebende Schicht gleichzeitig absorbiert, wird ebenso verfahren, nur muB 
der Analysator anders gedreht werden. Zusatzlich k6nnen alle Halbschatten- 
verfahren zur Einstellung angewendet werden. 


$1. Einleitung. 

Noch vor wenigen Jahren konnte man die absolute Phase nur aus der 
Verschiebung eines Interferenzstreifensystems, die nur ungenau gemessen 
werden kann, ermitteln. Im Falle absorbierender Medien war das Inter- 
ferenzstreifensystem auBerdem stark verwaschen, so daB eine auch nur 
einigermafBen zuverlassige Messung der absoluten Phasen praktisch un- 
moglich war. Durch Einfiihrung eines Intensitatsausgleiches! wurde es 
méglich auch bei stark absorbierenden Schichten scharfe Interferenz- 
streifen zu erzielen. Ohne allzu groBen Aufwand konnte damit die 
absolute Phase aus der Streifenverschiebung auf etwa 6° genau bestimmt 
werden?:?. 

Eine erhebliche Steigerung der MeBgenauigkeit ist nur durch Anwen- 
dung photometrischer Einstellkriterien zu erzielen. In der Zwischenzeit 
hat ZERNIKE ‘ ein MeBverfahren angegeben, bei dem man zwei ineinander- 
liegende Interferenzstreifensysteme auf gleiche Helligheit einzustellen hat. 


1 FLEISCHMANN, R.: Z. Physik 129, 275 (1951). 

2 FLEISCHMANN, R., u. H. ScHopper: Z. Physik 129, 285 (1951). 

3 DORNENBURG, G., u. R. FLEISCHMANN: Z. Physik 129, 300 (1951). 
4 ZERNIKE, F.: J. opt. Soc. Amer. 40, 326 (1950). 
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Durch Hinzufiigen eines Amplitudenausgleiches wurde daraus ein auch 
auf beliebig absorbierende Schichten anwendbares MeBverfahren ent- 
wickelt!, Da die Streifen durch dunkle Zwischenriume getrennt sind, ist 
die Einstellgenauigkeit beschrankt?. Die héchste erzielbare MeBgenauig- 
keit betrug etwa 1°. 

In der ersten Arbeit? wurde bereits betont, daB die Phasenmessung 
auch auf die Beobachtung der Intensitdtsinderung eines einhertlichen 
Gesichtsfeldes zuriickgefiihrt werden kann. Im Gegensatz zu dem damals 
angegebenen ist das hier beschriebene Verfahren leicht zu verwirklichen. 

Wendet man zusatzlich Halbschattenvorrichtungen an, dann kann 
die Einstellgenauigkeit sehr gesteigert werden. Man hat dann auf 
gleiche Helligkeit zweier direkt aneinander grenzender Gesichtsfeldteile 
einzustellen. Mit Hilfe der einfachsten Halbschatteneinrichtung (SZI- 
vEssy)* konnte leicht eine Einstellgenauigkeit von etwa 0,2° erreicht 
werden. Da alle beim BABINET-SOLEIL-Kompensator gebrauchlichen 
Halbschattenvorrichtungen auch hier anwendbar sind, kann die absolute 
Phase jetzt mit derselben Genauigkeit gemessen werden wie die relative. 


$2. Der Grundgedanke des neuen Verfahrens. 


Zur Messung der absoluten Phasen miissen zwei koharente Lichtbiin- 
del zur Interferenz gebracht werden, von denen das eine die zu unter- 
suchende Substanz durchlaufen hat (oder an ihr reflektiert wird). Dabei 
entsteht ein Streifensystem, das durch die geometrischen Wegunter- 
schiede verursacht wird. Der Grundgedanke des neuen Verfahrens be- 
steht darin, diese geometrischen Wegunterschiede zu kompensieren, so 
daB ein streifenfreies Gesichtsfeld entsteht. Dies wird erméglicht, indem 
man die beiden Biindel senkrecht zueinander linear polarisiert und an 
ihrer Vereinigungsstelle durch einen Quarzkeil K fallen laBt (Fig.1). Dann 
miissen sie noch einen geeignet gedrehten Analysator A durchsetzen. 

Der Strahlengang ist in Fig.1 fiir eine Doppelspaltanordnung er- 
lautert. Die beiden sich iiberlagernden Biindel erzeugen in der Ebene E 
ein Interferenzstreifensystem. In der Mitte des Gesichtsfeldes ist der 
Phasenunterschied zwischen den beiden Biindeln Null. Je weiter man 
sich davon entfernt, um so gréBer wird der Phasenunterschied infolge 
der verschieden langen Wege, die die beiden Biindel zuriickzulegen 
haben. Die Schwingungsrichtung des einen Biindels wird in den Haupt- 
schnitt des ersten Einzelkeils, diejenige des anderen senkrecht dazu ge- 
legt. Die Streifenbreite, die man zwischen gekreuzten Polarisatoren im 


1 FLEISCHMANN, R., u. H. ScHopper: Z. Physik 130, 304 (1951). 

2 Nach ZERNIKE 1a4Bt sich in diesem Fall ein Intensitatsunterschied von etwa 
5% noch erkennen. 

3 FLEISCHMANN, R.: Z. Physik 129, 275 (1951). 

4 Vgl. Kouirauscnu, F.: Praktische Physik, 18. Aufl., Bd. 1, S. 489. 1943. 
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Quarzkeil beobachten kann, mu8 mit dem Streifenabstand der Inter- 
ferenzstreifen tibereinstimmen!. Wird diejenige Stelle, an der die beiden 
Keile gerade gleich dick sind (wo die beiden Biindel beim Durchgang 
also keinen Phasenunterschied erfahren) in die Mitte des Gesichtsfeldes 
gebracht, so werden die Phasenunterschiede, die durch verschieden 
lange Wege verursacht werden, durch den Doppelkeil kompensiert?. 
Die beiden senkrecht zueinander polarisierten Biindel besitzen dann an 
allen Punkten des Gesichtsfeldes den Phasenunterschied Null. Sie setzen 
sich daher zu linear polarisier- 
tem Licht zusammen, dessen 
Azimut bei Biindeln gleicher | s} 
Amplitude 45° betragt. Mit = 
Hilfe eines Analysators hinter | Sp 
dem Keil kann daher véillige L ‘Dsp E ae 
Ausléschung im ganzen Ge- Fig. 1. Doppelspaltanordnung. P Polarisator; Sp Ein- 
sichtsfeld erzielt werden. Die gangsspalt (so schmal, daB die Koharenzbedingung erfiillt 
: % Ec y ist); L Abbildungslinse; Dsp Doppelspalt ; G1 4/2-Glimmer- 
gleichen Verhaltnisse  herr- blattchen (verschieden orientiert) ; E Ebene, in der bei Ver- 
schen bei einem Phasenunter- wendung von natiirlichem Licht vertikale Interferenz- 


streifen (senkrecht zur Zeichenebene) entstehen wiirden; 


schied m- A, wom ganzzahlig —_K Quarzdoppelkeil (die Schraffierung deutet die Lage der 
. : T : ry optischen Achsen an, der Doppelpfeil gibt die Richtung an, 
ist. Die \ erschiebung des Kei in der der eine Keil oder beide gemeinsam verschoben 


les von einem Minimum. zum werden) ; A Analysator; O Okular. Die Pieile und Punkte 
niachstenen tsprich te ine Pha- geben die SOG EE eae elektrischen Vektor) 
senunterschied von A (= 360°). 

Da die Phasenanderung der Keilverschiebung proportional ist, kénnen 
leicht beliebige Zwischenwerte eingestellt- werden. 

Wird nun in den Strahlengang des einen Biindels die zu untersuchende 
Substanz gebracht (z.B. eine diimne Schicht, Lésung usw.), so liegt der 
Ort der Phasenverschiebung Null nicht mehr in der Mitte des Gesichts- 
feldes und dieses wird aufgehellt. Verschiebt man den Doppelkeil als 
Ganzes senkrecht zur Strahlrichtung, so laBt sich wieder Ausléschung 
erzielen (man erhalt sie wieder bei einem Phasenunterschied m- A)*. 
Aus der Keilverschiebung la8t sich die Phasenanderung ableiten. 

Absorbiert die Substanz, dann sind die Amplituden der beiden sich 


hinter dem Quarzkeil zusammensetzenden Schwingungen ungleich groB. 


1 Um eine genaue Ubereinstimmung der Streifenabstande zu erreichen, kénnte - 
vor den Doppelkeil zusatzlich ein gespannter Glasstab mit rechteckigem Querschnitt 
gestellt werden. Verandert man die Spannung, dann entspricht dieser Stab einem 
Keil mit veranderlichem Winkel. 

2 Es ist darauf zu achten, daB der Keil die entgegengesetzte Phasenverschiebung 
erzeugt. Dreht man den Keil aus der in Fig.1 gezeichneten Lage um 180° um die 
Biindelachsen, dann erzeugt er eine Phasenverschiebung, die das gleiche Vorzeichen 
hat, wie die durch die verschieden langen Wege verursachte. Man erhalt dann 
hinter dem Analysator ein Streifensystem mit dem halben Streifenabstand. _ 

3 Bei Bewegung nur des Einzelkeiles mu8B man doppelt so weit verschieben 


wie bei Bewegung des ganzen Keils. 


. 
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Durch eine entsprechende Keilverschiebing kann das Licht wieder 
linear gemacht werden. Sein Azimut weicht aber von 45° ab. Man 
erhalt das Intensitatsminimum also bei einer anderen Analysatorstellung. 
Aus der Verschiebung des Keiles ]4Bt sich die Phasenanderung, aus dem 
Azimut des Analysators die Absorption gewinnen. 

Bei Verwendung der vom BapineT-SoLEIL-Kompensator her be- 
kannten Halbschattenvorrichtungen kann auf gleiche Helligkeit der bei- 
den unmittelbar aneinandergrenzenden Gesichtsfeldteile anstatt auf das 
Intensitatsminimum des gesamten Gesichtsfeldes eingestellt werden. 


§3. Anwendung auf das Interferentialrefraktometer nach JAMIN. 
(Phasengleiches Gesichtsfeld.) 


Die im vorhergehenden Paragraphen beschriebene Vorrichtung zur 
Erzeugung eines phasengleichen Gesichtsfeldes 1a8t sich im Prinzip zu 


! 
| 
| | 
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Fig. 2. Interferentialrefraktometer nach Jamin. P Polarisator; L, Linse; Bl breite Blende zur Biindelbegren- 

zung; J und JJ Interferenzplatten, riickseitig teilweise versilbert; G/ 4/2-Glimmerblattchen (verschieden 

orientiert); L, Linse; E Brennebene der Linse L,, in der bei Verwendung von natiirlichem Licht horizontale 

Interferenzstreifen parallel zur Zeichenebene entstehen wiirden; K Quarzdoppelkeil (senkrecht zur Zeichen- 

ebene verschiebbar); A Analysator; O Okular. Die Pfeile und Punkte geben die Schwingungsrichtung 
(den elektrischen Vektor) der Biindel an. 


jeder Interferenzanordnung hinzufiigen. Fiir die praktische Durchfiih- 
rung ist jedoch das JAMIN-Interferometer aus folgenden Griinden be- 
sonders geeignet : 

1. Es lassen sich breite Interferenzstreifen erzeugen (hohe Ablese- 
genauigkeit). Ihr Abstand kann durch Kippen der einen Interferenz- 
platte um eine horizontale Achse leicht verandert und dadurch dem 
Doppelkeilkompensator angepaBt werden. 

2. Man bekommt ein helleres Gesichtsfeld, da der Eingangsspalt 
(Blende) die geometrische Koharenzbedingung nicht zu erfiillen braucht, 
also breit sein kann. 

3. Die beiden Biindel kénnen auf einer beliebig langen Strecke von- 
einander getrennt verlaufen. 

Eine mégliche Anordnung, bei der das Refvaktonetese in Durchgang 
benutzt wird, zeigt Fig.2 (genau so gut hatte es aber auch in Reflexion 
verwendet werden kénnen)!. Bei der Justierung kommt es darauf an, 
da die beiden Biindel genau senkrecht zueinander polarisiert sind, d.h. 


1 DORNENBURG G., u. R. FLEISCHMANN: Z. Physik 129, 300 (1951). 
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die Dicke der beiden 4/2-Glimmerblattchen muB fiir die benutzte Wellen- 
lange genau stimmen. Weiterhin miissen die Schwingungsrichtungen 
genau mit den Hauptschnitten des Doppelkeils itbereinstimmen bzw. 
senkrecht darauf stehen. Dagegen stért es nicht, wenn sich der Doppel- 
keil nicht genau am Orte der Interferenzstreifen befindet. Zweckmabiger- 
weise richtet man es so ein, daB fiir das einfallende Licht © senkrecht 
zur Einfallsebene steht und dreht die Schwingungsrichtung desjenigen 
Biindels um 90°, das durch die zweite Interferenzplatte ohne Reflexion 
hindurchtritt. Dann geht bei der Reflexion an den Flachen Glas-Luft 
relativ wenig Intensitat verloren. 


§ 4. Beisptel einer Messung. 

Um die Brauchbarkeit der neuen Methode auch bei stark absorbie- 
renden Medien zu zeigen, wurde die Phasenanderung und die Absorption 
des Lichtes bei Durchgang durch eine ,,dicke‘‘ Silberschicht gemessen. 

Der Doppelkeil wurde mit Hilfe einer Mikrometerschraube verschoben, 
deren Trommelumfang in 100 Teile unterteilt war. Einer Phasenverschie- 
bung von 360° entsprachen $93,2 Trommelteile. 

Aus einem diinnen Glimmerblattchen wurde eine (doppelbrechende) 
Halbschattenplatte nach Szivessy' hergestellt, die etwa die Hialfte des 
Gesichtsfeldes abdeckte. Bei zehnmaliger Ablesung konnte eine Ein- 
stellgenauigkeit von einem halben Trommelteil entsprechend einer Pha- 
senanderung von etwa 0,2° erzielt werden. Mit besseren Halbschatten- 
vorrichtungen kénnte die Einstellgenauigkeit bedeutend erhéht werden. 

Da die Messung der Intensitét des durchgehenden Lichtes weniger 
interessierte, wurde auf die Verwendung einer zweiten (drehenden) Halb- 


schattenplatte zur Bestimmung des Azimuts des Analysators verzichtet 


und unmittelbar auf das Intensitatsminimum eingestellt. Befand sich die 
Schicht nicht im Strahlengang, dann trat Ausléschung bei einem Azimut 
% = 42,5° ein. Die Abweichung von 45° riihrt daher, daB dasjenige Biin- 
del, dessen Polarisationsrichtung um 90° gedreht wurde, beim Eintritt 
in die zweite Interferenzplatte (II) und auch beim Austritt einen gerin- 
geren Reflexionsverlust erleidet als das andere. 

Um Stérungen der Phasenmessung durch Unebenheiten der Trager- 
glasplatte zu eliminieren, wurden mehrere Messungen mit verschiedener 
Stellung der Tragerplatte ausgefithrt. Die relative Lage der Schicht zu 
den beiden Biindeln zeigt die Fig. 3. Stellung 1, 2 und 3 dienen zur Be- 
stimmung des Nullpunktes, wahrend 4 und 5 MeBstellungen sind. Man 
erkennt, daB Stellung 4 symmetrisch zu 1 und 2 liegt und entsprechend 
5 symmetrisch zu 2 und 3. Der zur MeBstellung 4 gehorige Nullpunkt 
wird daher in sehr guter Naherung gleich dem Mittel aus 1 und 2 sein 


1 Vgl. Koutrauscn, F.: Praktische Physik, 18. Aufl., Bd. 1, S. 489. 1943. 
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und Entsprechendes gilt fiir die MeBstellung 5. Bedeutet e, die von der 
Schicht hervorgerufene Phasenainderung und a; (¢=1, ..., 5) die bei den 
5 Stellungen gefundenen Trommelablesungen, dann gilt? 


a, + a, 
Co ota aan 
(2) = Bm oe 


Die Messung lieferte ef = 48,3°+0,4 und ef? =47,8°+0,4. Zur Kon- 
trolle wurde ¢, auch mit dem in einer friiheren Arbeit? beschriebenen 
Dreifachspaltverfahren gemessen. Es ergab sich 
€;—47°+1,5. Die Werte stimmen innerhalb der 
MeBfehler tiberein. 

Die durch die Schicht hindurchgehende Inten- 
sitat findet man aus dem Azimut des Analysators. 


if 2 3 
| 
| 
| 


Fig. 3. Die verschiedenen 
Lagen der Schicht relativ 
zu den beiden Biindeln. 


Seien y, und x; die in den Stellungen 4 und 5 
beobachteten Azimute, ferner I, der durch die 
Schicht hindurchtretende Intensitatsbruchteil und 


I, der an der Trennflache Tragerplatte—Luft reflek- 


1, 2, 3 Stellungen zur Be- — tierte Intensitatsanteil, dann gilt 


stimmung des Nullpunkts. 
4 MeBstellung, bei der sich 
die Schicht im Strahlen- ' ie ( tg %q und 
gang des einen Biindels be- 1—TI, te X 

findet. 5 MeBstellung, bei 
der sich die Schicht im 
Strahlengang des anderen 

Biindels befindet. 


I te %, \2 
por =(27) 


Bei der oben untersuchten Schicht trat Ausléschung 
ein bei y,=15,5°+1 und ¥,=72,0°+1. Daraus 
folgen die Werte [,=8,6%+1 bzw. 8,8% +1. 
Die Kontrollmessung mit einem Photometer nach MARTENS ergab 
Ig 9,570 224. 

Wiirde man die Interferenzanordnung fiir Reflexionsbeobachtungen 
an der zu untersuchenden Schicht umbauen®, dann lieBen sich nach 
frither angegebenen Formeln4 2 und k der Schicht bestimmen. Bei einer 
MeBungenauigkeit der Phasen von etwa + 6° betragt der relative Fehler 
der optischen Konstanten bei Metallen etwa 30%. Bei einer Ungenauig- 
keit in der Phasenmessung von etwa + 0,4° vermindert sich der relative 
Fehler der optischen Konstanten auf etwa 3%. 


Hamburg, Physikalisches Staatsinstitut. 


1 (€4) ist in Trommelteilen, ¢z in Grad angegeben. 

* FLEISCHMANN, R., u. H. Scnopprr: Z. Physik 130, 304 (4951). 

° D6RNENBURG, G., u. R. FLEIscHMANN: Z. Physik 129, 300 (1951). 
4 FLEISCHMANN, R., u. H. ScHopper: Z. Physik 129, 285 (1951). 
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Verwendung einer Savartschen Doppelplatte zur 
Herstellung eines phasengleichen Gesichtsfeldes. 


Von 
A. LINDBERG, Hamburg. 
Mit 1 Figur im Text. 


(Eingegangen am 6. Oktober 1951.) 


Das Interferenzstreifenbild einer Savartschen Doppelplatte zwischen gekreuzten 

Polarisatoren 1a8t sich mittels einer Sammellinse und einer die Polarisationsebene 

um 45° drehenden Vorrichtung derart abbilden, daB es dem eines Quarzkeils (opti- 

sche Achse parallel zur brechenden Kante) genau entspricht. Nach einfachen Ab- 

anderungen entspricht es sogar dem eines Quarzkeils mit veranderlichem Keilwinkel 
und relativ zur Keilkante gedrehter optischer Achse. 


In der vorstehenden Arbeit! ist ein Verfahren zur Messung absoluter 
Lichtphasen mitgeteilt. Es benutzt wesentlich die Umwandlung eines 
Interferenzstreifenfeldes in ein phasengleiches Gesichtsfeld mittels eines 
Quarzkeils, dessen brechende Kante parallel bzw. senkrecht zur opti- 
schen Achse geschnitten ist. Diese beiden Schnittrichtungen kommen 
beim tiblichen BABINET-Kompensator vor. Es werden aber auch andere 
Schnittrichtungen verwandt. Die vorliegende Mitteilung beschreibt die 
Verwendung einer SAvARTschen Doppelplatte an Stelle eines Quarzkeils. 

Sowohl der Quarzkeil, als auch die SAvART-Platte zeigen zwischen 
geeignet gekreuzten Polarisatoren ein Interferenzstreifensystem. Bei 
fliichtiger Betrachtung erscheinen beide gleichartig. Die genauere Be- 
trachtung zeigt jedoch, daB die Streifen beim Quarzkeil im parallelen 
Strahlengang als Kurven gleicher Dicke am Ort des Keils, bei der SAVART- 
Platte im konvergenten Strahlengang als ein spezieller Fall von Kurven 
gleicher Neigung im Unendlichen auftreten. Die Schwingungsrichtungen 
der Polarisatoren miissen im Falle der SAvart-Platte parallel bzw. senk- 
recht zur Richtung der Interferenzstreifen eingestellt werden, dagegen 
beim Keil unter 45° gegen die optische Achse des Quarzes. 

Entfernt man jetzt den Analysator, so ist das aus dem Quarzkeil 
bzw. der SAvART-Platte austretende Licht elliptisch polarisiert, wobei 
seine Exzentrizitat bei konstanter Helligkeit iiber das Gesichtsfeld hin- 
weg wechselt. Die Ellipsenachsen sind beim Keil unter 45° gegen dessen 
optische Achse geneigt, im Falle des ublichen BABINET-Kompensators 
also um 45° gegen die brechende Kante. Im Falle der Savart-Platte 
liegen sie parallel bzw. senkrecht zur Richtung der Streifen. 


, 1 FreiscHmann, R., u. H. Scuoprer: Z. Physik 131, 225 (1951). 
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Trotz dieser wesentlichen Unterschiede zwischen Quarzkeil- und 
SAVART-Platten-Streifen gelingt es, letztere ebenso wie erstere nutzbar 
zu machen. Es gelingt sogar auf einfache Weise, die SAVART-Platte an 
Stelle eines Quarzkeils zu verwenden, dessen optische Achse in der Keil- 
ebene liegt und in dieser beliebig gedreht sein kann. Man muB dazu die 
im Unendlichen liegenden Streifen der SAVART-Platte in die Brennebene 
einer Sammellinse abbilden. AuBerdem mu8 man die Ellipsenachsen 
des aus der SAVART-Platte austretenden Lichtes mittels einer senkrecht 
zur optischen Achse geschnittenen Quarzplatte oder mittels eines //2- 
Blattes in die gewiinschte Richtung drehen. Wenn man die Eigen- 
schaften eines Quarzkeils anstrebt, dessen optische Achse um y° gegen die 
brechende Kante gedreht ist, so 
betragt die einzustellende Ver- 
drehung der Schwingungsrich- 
tungen (45+ y)°. So erhalt man 
> in der Brennebene der Linse, also 

foun 0) Z 5 A L' im Endlichen, bei Betrachten 
Piet PEsaiaton, K Oui: @Cuwenite, durch einen geeignet gedrehten 
(Brennweite /); S SAvARtsche Doppelplatte; A Ana- Polarisator ein Streifensystem. 
trator, Diese ther Fund AgebendasDurcla®. E's ist dem eines Quarzkeils 
unbedingt erforderlich.) der eingestellten Schnittrichtung 
gleichwertig. Man kann auch den 

Keilwinkel dieses 4quivalenten Quarzkeils und damit den eindeutig mit 
ihm verkniipften Interferenzstreifenabstand beliebig wahlen. Man muB 
hierfiir nur die Brennweite der benutzten Sammellinse geeignet wahlen. 

Die Richtigkeit dieser Uberlegung wurde mit einer Anordnung 
experimentell gepriift, die in Fig. 1 wiedergegeben ist. Mittels eines Pola- 
risators P und eines Quarzkeils K (optische Achse parallel zur brechen- 
den Kante) wurde ein Interferenzfeld erzeugt. Fiir diesen Teil der Ver- 
suchsanordnung hatte auch eine der Anordnungen der vorstehenden 
Arbeit (Doppelspalt oder Jamin-Interferometer) oder allgemeiner jede 
- Vorrichtung dienen kénnen, bei der zwei senkrecht zueinander polari- 
sierte Lichtbiindel bei Betrachten durch einen Analysator im Endlichen 
ein Interferenzstreifensystem liefern. Die Phasendifferenzen, die zur 
Streifenbildung AnlaB geben, wurden mit einer die Polarisationsebene 
um 45° drehenden Quarzplatte Q, einer Linse L der Brennweite { und 
einer SAVART-Platte S wieder abgebaut, d.h. das Gesichtsfeld wurde 
gleichphasig gemacht. Damit hat die Vorrichtung Q, L, S die Aufgabe — 
des Quarzdoppelkeils der vorstehenden Arbeit itbernommen. Tatsiichlich 
war das Gesichtsfeld hinter dem Analysator A von gleichformiger Hellig- 
keit. Seine Intensitaét schwankte periodisch, wenn entweder der Quarz- 
keil K oder die Vorrichtung Q, L, S in der Zeichenebene senkrecht zur 
Achse des Strahlengangs verschoben wurde. Fiir die Doppelspalt- — 
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Qe 


_anordnung der vorstehenden Arbeit ist die Vorrichtung Q, L, S auch ohne 
_drehende Quarzplatte Q anwendbar, wenn die beiden interferierenden 

_ Lichtbiindel nicht parallel bzw. senkrecht, sondern unter 45° zur Doppel- 
spaltrichtung polarisiert sind. Fiir die Jamry-Anordnung ist die Bei- 
behaltung der Schwingungsrichtung und damit die Verwendung einer 
45°-Quarzplatte zweckmiaBig. 

Die Vorrichtung Q, L, S der Fig. 4 unterscheidet sich in ihrer Wir- 
kung von der eines Quarzkeils dadurch, daB bei ersterer das Licht diver- 
gent, bei letzterem jedoch parallel austritt. Sollte dieser Unterschied 
stéren, so kann man ihn durch Verwendung einer weiteren Linse L’ 

_(s. Fig. 4) hinter der SAVART-Platte ausschalten, deren vordere Brenn- 
ebene die SAVART-Platte enthalten soll. 
_ Die beschriebene Vorrichtung gestattet, mit nur einer SAVART- Platte 
unter Verwendung einfacher Hilfsmittel die Eigenschaften eines Quarz- 
keils zu erreichen, dessen K eilwinkel veranderlich ist und dessen optische 
Achse in der Keilebene beliebig gedreht werden kann. Dafiir mu8 man 
den gegeniiber einem Quarzkeil umfangreicheren Aufbau in Kauf nehmen. 


_ Hamburg, Physikalisches Staatsinstitut. 
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Ein Parallelplattenzahler 
fiir Ultrastrahlungsmessungen. 
Von 
ANATOL SuSZKIN, Hamburg. 

Mit 4 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 15. August 1951.) 


Es wurde ein Parallelplattenzahler mit verstellbaren Plattenelektroden gebaut und 

die Abhangigkeit seiner Empfindlichkeit und seines fiir Zahlungen brauchbaren 

Spannungsbereiches von der Art der Fiillung, dem Druck und dem Elektroden- 
abstand untersucht. Es wurden die besten Arbeitsbedingungen ermittelt. 


§ |. Einfiihrung. 


Der Gedanke, fiir die kosmische Strahlung Zahler mit parallelen 
Plattenelektroden zu bauen, ist indirekt schon in dem Buch von KorrF [1] 
erwahnt worden. MADANSKY und Pipp [2], [3], [4], MADANsSKy und 
WIEDENBACH [5] und gleichzeitig KEUFEL [6], [7] haben Plattenzahler 
mit parallelen Plattenelektroden gebaut und zur Messung der Lebens- 
dauern von Kernzerfallsprodukten und von Mesonen verwendet. Aus 
diesen Veroffentlichungen kénnen folgende Angaben iiber die Konstruk- 
tion und die Eigenschaften der gebauten Plattenzahler entnommen 
werden: 


Plattenzihler von MADANSKY und Mitarbeitern. 


Arbeitsoberflache: von 1,1 bis 43,5 cm?; Elektrodenabstand: 1 bis 5 mm; 
Fillung: Argon + 10% Butan bei Drucken von 10 bis 100 mm Hg-Saule; Schwel- 
lenspannung fiir die Funkenbildung von 1000 bis 5000 V; Aufbauzeit des Impulses: 
bis 3- 10°-® sec; keine Angaben iiber den fiir Zahlungen brauchbaren Spannungs- 
bereich; Ansprechwahrscheinlichkeit: 10% bei Uberspannungen unter 200 V. 


Plattenzdhlery von KEUFEL. 


Arbeitsoberflache: 35 cm?; Elektrodenabstand: 2,5mm; Fiillung: 0,5 Atm- 
Argon -+-6mm Hg-Saule Xylen; Schwellenspannung fiir die Funkenbildung: 
1500 V; Aufbauzeit des Impulses: 5 - 10-9 sec; fiir Zahlungen brauchbarer Span- 
nungsbereich: 1500 V; Steigung in diesem Bereich: 4% auf 100 V; Ansprech- 
wahrscheinlichkeit: iiber 90% bei einer Uberspannung von 500 V. 

Mapansky und Prpp [2] haben noch darauf hingewiesen, daB die Aufbau- 
zeit des Impulses bei einer VergréBerung des Elektrodenabstandes bis iiber 10mm : 
zunimmt und da8 auch die Ansprechwahrscheinlichkeit durch eine VergroBerung 
der Uberspannung erhéht werden kann. Dabei hangt die maximale Uberspannung 
vom Material und vom Bearbeitungszustand der Elektrodenoberflache ab. 


Um die Kenntnis der Plattenzahler zu erweitern und die giinstigsten 
Konstruktionsparameter zu ermitteln, wurden in dieser Untersuchung 
die Eigenschaften der Plattenzaihler und ihre Abhangigkeit von der Art 
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der verwendeten Gase bzw. Gas-Dampf-Mischungen, dem Druck und 
dem Elektrodenabstand behandelt. Dabei beschrinkt sich die vorlie- 
gende Mitteilung zunachst auf die Untersuchung solcher Zihler in 
Koinzidenzschaltung. 


§ 2. Versuchsanordnung. 

Das Schaltbild der Versuchsanordnung, mit der die Eigenschaften 
des Plattenzahlers untersucht worden sind, findet sich in Fig. 4. Der 
Plattenzaihler wurde in einem Bleikasten aus 5 cm starken Bleiklétzen 
untergebracht. Der Kasten wurde zur Vermeidung einer Influenz des 


f 70-716 kV 
Kolngzidenz- ae 
i 


verstarker 


Hochsponnungs— 
gleichrichter 


Fig. 1. Schaltschema der Versuchsanordnung. PPZ = Parallelplattenzahler; ZR = Zahlrohr; 
ZW = Zahlwerk. 


Plattenzahlers auf das Zahlrohr mit 2mm starkem Al-Blech abgedeckt 
und geerdet. Zum gleichen Zweck wurden noch ein Papierkondensator 
von 0,1 pF und ein keramischer Kondensator von 3000 pF parallel zum 
Mantel des Zahlrohres geschaltet. Uber dem Bleikasten konnte ein 
Zahlrohr (Lange 100 cm, Durchmesser 6 cm, Argon-Methylal-Fillung, 
Einsatzspannung 1400 V) auf einem leiterahnlichen Holzgestell wahlweise 
in fiinf verschiedenen festgelegten Héhen von 26 bis 126 cm angebracht 
werden. Zur Messung der Zufallskoinzidenzen wurde das Zahlrohr aus 
dem Gestell herausgenommen und neben den Bleikasten ungefahr in 
gleicher Hohe mit dessen Rand gelegt. 

Die Impulse des Plattenzadhlers und des Zahlrohres wurden mittels 
eines Koinzidenzverstarkers mit Untersetzer gezahlt. Das Auflosungs- 
vermogen der Zahlanordnung betrug nur etwa 0,06 sec. Die mittleren 
Zeitabstinde zweier Koinzidenzen beliefen sich aber in1 Minimum auf 
etwa 2sec, so daB die MeBergebnisse nicht wesentlich durch die Auf- 
lésungsgrenze beeinfluBt wurden. 

Die Konstruktion des Parallelplattenzahlers ist durch Fig. 2 und ihre 
Satzbeschriftung beschrieben. Sehr wesentlich war eine genaue Parallel- 
ausrichtung der Plattenelektroden, um eine maximale Ausnutzung ihrer 
Oberflichen zu erreichen. Die Arbeitsflachen der Plattenelektroden 


236 ANATOL SUSZKIN: 


wurde bis auf einige w genau plan geschliffen und nachgelappt. Die 
Réander der Arbeitsflachen der Elektroden waren abgerundet, die GroBe 


zur Hochsponnungs — 

ee quelle 

Fig. 2. Schnittzeichnung des Plattenzahlers. 7 Plattenelektroden; 2 Metall-Faltenbalg; 3 Stellschrauben 

mit Randelmuttern und Spiralfedern; 4 Hartgummiring; 5 Eisenplatte; 6 Hartgummiplatte; 7 Glaszylinder; 
8 Gummidichtungsringe, 


der Arbeitsoberflache einer Elektrode betrug bei einem Plattendurch- 
messer von 12cm ungefahr 90 cm?. Schraubverbindungen am Zahler 
wurden nach auBen mit Picein abgedichtet. 


S 


Houtighelt der Koinzidenzen tir zwe/ 
Jithlrohre 


Moutighelt der Koinldenzen zwischen 
Lihlrobr und Platenzbhler 


5 50 75 70 tm 5 
ewel Lohlrohren 
Abstand 0 zwis 5 
che? Z5pIrabr und Plottensihler 
Fig. 3. Die Abhangigkeit der Koinzidenzhaufigkeit vom Abstand. Kurve J linke Ordinate fiir zwei Zahl- 
rohre, Kurven 2 rechte Ordinate fiir Zahlrohr und Plattenzahler, und zwar fiir zwei verschiedene 
Ansprechwahrscheinlichkeiten des Plattenzahlers. 


§ 3. Die Ergebnisse. 


a) Priifung des Ansprechvermogens des Plattenzihlers. 


Um die Eignung des Plattenzahlers fiir Messungen im Bereich der 
kosmischen Strahlung zu priifen, wurde die Abhangigkeit der Koinzidenz- 
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haufigkeit N, vom Abstande D zwischen dem Plattenzihler und dem 
Zahlrohr bestimmt und eine Absorptionsmessung mit 10 cm starken Blei- 
schichten durchgefiihrt. Die mittleren statistischen Fehler waren dabei 
kleiner als 6%. Die Fig. 3 zeigt mit der Kurve 1 den Einflu8 des Ab- 
standes D zweier Zahlrohren auf die Anzahl der Koinzidenzen/sec. 
Die Kurven 2 zeigen den EinfluB des Abstandes D zwischen einem 
Plattenzahler und einem Zahlrohr auf die Haufigkeit der Koinzidenzen, 
und zwar fiir zwei verschiedene Werte der Ansprechwahrscheinlichkeit 
des Plattenzahlers. AuBerdem sind durch die zur Abszisse parallelen 
Geraden die Haufigkeiten der Zufallskoinzidenzen fiir Plattenzihler und 
Zahlrohr (untere) und fiir zwei Ziahlrohre (obere) angegeben. Dabei 
wird jede Koinzidenz, die nicht durch die Wirkung desselben Teilchens 
in beiden Zahlvorrichtungen entstanden ist, als Zufallskoinzidenz gezahlt. 
Aus dem iibereinstimmenden Verlauf der drei Kurven kann man schlieBen, 
daB es sich bei den Koinzidenzen in allen drei Fallen um die gleiche 
Ursache, d.h. um kosmische Strahlung handelt. 

Die Absorptionsmessungen mit einer 10 cm dicken Bleischicht, die 
sich zwischen dem Plattenzahler und dem Zahlrohr befand, ergab fiir die 
Haufigkeit der Koinzidenzen und den Absorptionseffekt folgende Werte: 


Tabelle 1. 


Abstand Haufigkeit der Koinzidenzen 


* ae , Mittlerer 
Datum der zwischen ; Absorptions- eae 
Parallelplatten- ee mit 10cm ffekt sorptions - 
pests zahler und | °bne Bleischicht | Byeischicht : effekt 
min~? taint ——— 


4. 6,7-+0,6 5,4+0,4 ]| 0,23+ 0,11 
10. 5. 54 11,9+0,3 10,1+0,2 | 0,18+ 0,04 | 0,21-+0,07 
At. +5251 4255 +053 10,4+0,5 0,21 + 0,07 
Dabei ist: 
Haufigkeit der Koin- \ wt { Haufigkeit der Koin- 
Absorp ticnicatiok ts zidenzen ohne Bleischicht zidenzen mit Bleischicht 


Haufigkeit t der Koinzidenzen mit Bleischicht 


Aus den Zahlenwerten der letzten Spalte geht klar hervor, daB ein 
Absorptionseffekt in der GréBe (21 -+ 7)% vorhanden ist. Absorptions- 
messungen mit gewodhnlichen Zahlrohren ergaben fiir die gleiche Blei- 
schicht etwa 25%. 


b) Die Eigenschajten des Plattenzdhlers. 


Die Ansprechwahrscheinlichkeit des Plattenzahlers kann man aus 
einem Vergleich der Kurven 1 und 2 in Fig. 3 erhalten. Berticksichtigt 
man die Tatsache, daB der Langsquerschnitt des Zahlrohres sich zur 
Arbeitsflache des Plattenzahlers wie 600:90 = 6,7 verhilt, so ergibt sich, 
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daB die optimale Ansprechwahrscheinlichkeit des Plattenzahlers uiber- 
schlagsweise einen Wert von mehr als 90% [(102+10)]% des gewohn- 
lichen Zahlrohres besitzt?. 

Will man den fiir Messungen brauchbaren Spannungsbereich des 
Plattenziihlers ermitteln, so muB man beachten, daB ein Plattenzahler 
als ein Kondensator mit Vorschaltwiderstand eine gewisse Zeitkonstante 
besitzt, die der meBbaren Impulshaufigkeit eine obere Grenze setzt 
und einen Sattigungswert entstehen l4Bt, bei dem das Verhaltnis der 
Zahl der durch ionisierende Teilchen ausgelésten Impulse zur Zahl der 
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Fig. 4. Einflu8 der Spannung auf die mit dem Plattenzahler gemessene Koinzidenzhaufigkeit 
fiir verschiedene Fiillgase. 


durch Eigenentladung entstehenden Impulse die Durchfithrung der 
Messungen beeintrachtigt. 

Die Fig. 4 zeigt zwei Kurven fiir CO, + Alkohol und eine fiir Ar + 
Alkohol, die den optimalen Arbeitsbedingungen des Plattenzahlers (Ta- 
belle 2) entsprechen, bei denen die Ansprechwahrscheinlichkeit und der 
fiir Zahlungen brauchbare Spannungsbereich am gréBten sind. Hierbei 
sind die CO,-Kurven je dreimal und die Ar-Kurven je zweimal gemessen 
und dann gemittelt worden. Der fiir Zahlungen brauchbare MeBbereich 
von etwa 1300 V und die Kurvensteigung von 1,5%/100 V fiir die Ar- 
Alkohol-Mischung stimmen verhaltnismaBig gut mit den von KEUFEL 
fiir seinen Zahler angegebenen Werten iiberein. Erwahnenswert ist, daB 
unter diesen optimalen Bedingungen die Funkenbildung zum ersten Male 
einsetzt, und zwar sowohl fiir die Fiillung mit CO, + Alkohol als auch 
mit Ar -- Alkohol. Daraus kann aber noch nicht entnommen werden, | 
da bei Mischungen anderer Gase immer die optimalen Bedingungen 
fiir gr6Bte Ansprechwahrscheinlichkeit, groBen Zahlbereich und kiirzeste 
Aufbauzeit des Impulses zusammenfallen. Bei den Kurven ist auch 


* In dem angegebenen Fehlerwert ist der Einflu8 der Anderung des Raum- 
winkels_ beriicksichtigt worden. 
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der gesamte MeBfehler angegeben, dessen Mittelwert sich bei einem 
mittleren statistischen Fehler von weniger als +6% auf +14% belauft. 
Innerhalb dieser Fehlergrenze lassen sich die Kurven reproduzieren. 
Der mogliche Fehler bei der Wiedereinstellung eines bestimmten Elek- 
trodenabstandes betragt 3 bis 5% und bei der Wiedereinstellung des 
Druckes 3%. Ein Vergleich dieser Zahlen mit den GesamtmeBfehlern 
zeigt, mit welcher Genauigkeit man beim Bau und bei der Anwendung 
des Parallelplattenzaihlers verfahren muB. 

Die Lebensdauer des Plattenzahlers, die von dem Verbrauch der 
Alkoholmolekiile abhangt, konnte nicht exakt gemessen werden. Um 
einen Anhaltspunkt zu geben, sei mitgeteilt, da8 man wahrend einer 
Woche in einer Betriebszeit von etwa 30 Std mit einer Impulshaufigkeit 
von etwa 200/min arbeiten kann. Dabei ist es notwendig, die Spannung 
im Plattenzahler taglich nachzuregeln. 

An dem Eingangswiderstand von 10 MQ des Verstarkers erreicht die 
Spannungsspitze 50 bis 400 V; dem entspricht eine Stromspitze von 
5 bis 40 A. Die Impulshdhe ist auch von den Arbeitsbedingungen des 
Plattenzahlers, insbesondere Druck und Elektrodenabstand abhangig. 
Da der Vorschaltwiderstand (Léschwiderstand) etwa 200 MQ betragt, 
1aBt sich die Spannungsspitze durch Erhdhung des Eingangswiderstandes 
des Verstarkers oder des Oszillographen noch vergréBern. 

Die Impulshaufigkeit des Plattenzahlers hangt von der Temperatur ab. 


c) Abhdngigkeit der Eigenschaften des Pilatienzahlers von der Fiillung 
und dem Elektrodenabstand. 


Tabelle 2 gibt orientierende Angaben. Sie enthalt Mittelwerte fiir 
die Koinzidenzhaufigkeit, ferner Angaben iiber den fiir Zahlungen 
brauchbaren Spannungsbereich (Intervall), und zwar fiir verschiedene 
Gase und Mischungen vom Typ Gas-+ Alkohol bei verschiedenem 
Druck und Elektrodenabstand. Aus dieser Tabelle 2 ergeben sich fol- 
gende Schliisse: 

1. Bei einer Fiillung des Plattenzahlers mit retnem Gas oder reinem 
Alkoholdampf ist die Ansprechwahrscheinlichkeit nicht so groB wie bei 
einer Fiillung mit Alkohol-Gas-Gemischen. Vergleicht man z.B. die 
Werte der mittleren Koinzidenzhaufigkeiten bei 4 kV Arbeitsspannung 
fiir reines CO,-Gas (Spalte 7 oben) und ein Gemisch von CO, + Alkohol- 
dampf von Sattigungsdruck bei Zimmertemperatur (38,5 mm Hg, Spalte 9 
unten), so sieht man, daB die Beimischung des Alkoholdampfes_ eine 
Erhéhung der gemessenen Koinzidenzhaufigkeiten von 1,08 auf 11,0 
Koinzidenzen/min, d.h. eine Erhéhung des Ansprechvermogens des 
Plattenzihlers um etwa einen Faktor 10 bewirkt. Das deutet darauf hin, 
daB die Lichtquanten, die bei der Entladung entstehen und durch die 
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942 ANATOL SUSZKIN: 
Alkoholmolekiile absorbiert werden, auch bei der Funkenbildung wie 
bei der TowNsEND-Entladung eine Rolle spielen. 

2. Die erreichbare GréBe des fiir Zahlungen brauchbaren Spannungs- 
bereiches in reinem Alkoholdampf und in Alkoholdampf-Gasgemischen 
(man vgl. Spalte 11 oben mit 2 und 9 unten mit allen itbrigen Spalten) 
zeigt, daB die Léschwirkung der Alkoholmolekiile sich auch im Platten- 
zahler bemerkbar macht, so daB die Léschung der Funken und der 
TowNSEND-Entladung im Plattenzaihler nicht nur von der GréBe des 
Vorschaltwiderstandes, sondern auch von der relativen Menge des Alko- 
holdampfes in der Mischung abhangt. 

3. In Ubereinstimmung mit friiher durchgefiihrten eigenen Mes- 
sungen mit y-Strahlen zeigen die Zahlen fiir Argon, daB die Ansprech- 
wahrscheinlichkeit des Plattenzahlers bei einem Elektrodenabstand von 
ungefahr 10 mm ein Maximum besitzt (bei einer Fiillung von CO, ist 
dies Maximum weniger ausgepragt). 


SchluBfolgerung. 

4. Der hier beschriebene Plattenzahler hat eine Ansprechwahrschein- 
lichkeit fiir ionisierende Teilchen der kosmischen Strahlung, die bei 
giinstigsten Bedingungen mindestens 90% der Ansprechwahrscheinlich- 
keit eines 4quivalenten Zahlrohres erreicht. Der fiir Zahlungen brauch- 
bare Spannungsbereich betragt optimal 1500 V. In diesem Bereich 
steigt die Impulshaufigkeit bei einer Spannungserhdhung von 100 V 
am Zahler um etwa 1,5%. Die mittlere Haufigkeit der Koinzidenzen 
1aBt sich in diesem Bereich mit einem mittleren Fehler von etwa 10% 
reproduzieren. 

2. Die Ansprechwahrscheinlichkeit und der fiir Zahlungen brauch- 
bare Spannungsbereich hingen beim Plattenzahler stark von der Art 
der Fiillung, vom Plattenabstand, vom Druck und der Betriebsspannung 
ab. Im Bereich der Betriebsspannungen bis etwa 10 kV liegt der optimale 
Wert des Plattenabstandes bei etwa 10 mm. 

3. Fiir das gewohnliche Zahlrohr ist kennzeichnend, daB die Elek- 
tronenwanderung bis in den Lawinenbereich erfolgt. Das ist bei dem 
Plattenzaéhler vermieden. AuBerdem geht, wie die Beobachtung der 
Entladungsform gezeigt hat, bei optimalen Bedingungen beim Platten- . 
zihler die Lawinenbildung in die schnellere Funkenbildung iiber und 
daher [8] gewahrleistet der Plattenzahler kiirzere Zeiten der Impuls- 
bildung. Das war schon an Hand der Aufnahmen der Impulse mit 
Hilfe des Oszillographen in Arbeiten von KEUFEL und MADANSKY und 
Mitarbeitern gezeigt. 


Diese Arbeit wurde im Physikalischen Staatsinstitut Hamburg auf 
Anregung von Herrn Prof. Dr. E. BacGE durchgefiihrt.. Fiir viele 


f~ en . amiga 
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Diskussionen bin ich ihm zu groBem Dank verpflichtet. Fiir die Bereit- 
-stellung der Mittel danke ich dem Direktor des Instituts, Herrn Prof. 
Dr. R. FLEISCHMANN. 

_ _Herrn Werkmeister WERNER gebiihrt mein Dank fiir seine unermiid- 
liche Hilfe beim Aufbau der Apparatur. Herrn Dr. Horr (Firma Philips, 
Hamburg) und Herrn Orr (Firma R. Finemann, Hamburg) danke ich 
bestens fiir ihr standiges Entgegenkommen bei der Durchfiihrung dieser 
Arbeit. 
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Wellenmechanismhe Theorie 
der Kristalloberfliiche unter dem Einfluf 
der Metallelektronen. 


Von 
Kurt ARTMANN, Hamburg. 
Mit 4 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 20. September 1951.) 
Die Goopwinschen Rechnungen! (Lésung der ScHRODINGER-Gleichung fir den 
begrenzten Kristall mittels der Methode des gebundenen Elektrons) werden aus- 
gebaut, indem erstens die Raumgittey-Eigenschwingungen ausfiihrlicher behandelt 
werden. Zweitens werden fiir die Oberfldchenzustande im entarteten Fall dadurch 
bedeutend iibersehbarere Ergebnisse gewonnen, daB vereinfachende Annahmen tiber 


gewisse Austausch- (bzw. Coutompsche) Integrale gemacht werden. Auf diese 
Weise wird der Zusammenhang mit einer Arbeit von SHOCKLEY? hergestellt. 


I. Physikalisch-anschauliche Theorie. 
$1. Problemstellung. 


Nach I. Tamm? befindet sich eine Elektronenwelle im Oberflachen- 
zustand eines seitlich begrenzten Kristallgitters, wenn die SCHRODINGER- 
Gleichung des Einelektronenproblems 


h2 


2M 


Ap + (E—V)p=0 (1.1) 


eine Lésung besitzt, die nur in Nahe der Kristalloberflache wesentlich 
von 0 verschieden ist. Das Kristallpotential V (x, y, z) ist im Kristall- 
inneren (x > 0) dreifach periodisch; und es ist V=0 im Vakuum (x <0). 

Der Tammsche Grundgedanke ist spater unter anderen von MAuE4, 
GoopwIn!, SHOCKLEY? und Statz® weiter ausgebaut worden. Da diese 
Verfasser zum Teil zu sehr verschiedenen Ergebnissen gelangt sind, so 
sollen in dieser Arbeit die Goopwrnschen Rechnungen, bei denen die 
Naherungsmethode des gebundenen Elektrons benutzt wurde, in folgenden 
Richtungen weitergefiihrt werden: 

Erstens: Neben den Oberfldchen-Eigenschwingungen sollen auch die 
(den ganzen Kristall durchziehenden) Rauwmgitter-Eigenschwingungen — 
rechnerisch ausfiithrlich behandelt werden, weil die Raumgitter-Eigen- 


Goopwin, E. T.: Proc. Cambridge philos. Soc. 35, 205, 221, 232 (1939). 
SHOCKLEY, W.: Phys. Rev. 56, 317 (1939). 

8 Tamm, I.: Phys. Z. Sowjet. 1, 733 (1932). 

4 Mauve, A.: Z. Physik 94, 717 (1935). 

5 Sratz, H.: Z. Naturforschg. 5a, 534 (1950). 
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schwingungen die Oberflachen- Eigenschwingungen an Anzahl weit iiber- 
wiegen. Auf diese Weise wird gezeigt, daB die Eigenfunktionen des Fin- 
elektronenproblems zugleich als Harrrer-Funktionen des Vielelek- 
tronenproblems angesehen werden kénnen (§ 2c, § 6b). Ferner ist nach 
unseren Rechnungen (§ 4, § 7) die elektrische Leitfahigkeit von Halb- 
leitern auf dem erlaubten Energieband in den obersten Atomschichten 
bedeutend geringer als im Metallinneren. Bei Existenz von Oberflachen- 
zustanden tiberwiegt in den obersten Schichten jedoch deren Strom. 
Zweitens: Im entarteten Fall (§ 3, Teil III) kénnen wir durch eine Ver- 
einfachung der Rechnung die 

Oberfléchen-Eigenschwingun- V(x) 

gen bedeutend ausfiihrlicher re o(te) 

behandeln als Goopwin. Es qd jad ad td 


- ie etek aa sae ie we 
gelingt so, den Zusammen- va xe > ye Us) ) Uf) 


hang mit der Arbeit SHOCK- 
LEYs herzustellen, deren Er- A\ {\ a /\ la 
gebnis auBerdem in einer Fig. 1. Der Potentialverlauf V (%) (ausgezogene Kurve). Die 
véllig neuen Art physikalisch *htton Koren sn le Ft Ue) do Ene 
anschaulich interpretiert Potentialtopis @,(t,). 
wird (§3b). 

Die Ergebnisse dieser Arbeit sollen in den §§ 2 bis 4 der mathematisch 
strengen Begriindung (Teil II und III) vorangestellt werden. 


§ 2. Anschauliche Darstellung des nichtentarteten Falles. 


a) EinfluB des Raumgitters auf die Materiewelle. Die DE BROGLIE- 
Welle der ,,gebundenen“ Valenzelektronen tritt bekanntlich infolge 
Tunneleffekts zunachst an Intensitat geschwacht von einer Potential- 
mulde des Kristalles zur benachbarten tiber. Hier verstarken sich die 
Wellen durch Interferenz, wenn die Elektronenenergie EF in Nahe des 
Eigenwertes EF, der Einzelmulde liegt. Wegen der Gleichheit aller inneren 
Mulden ,,friBt‘‘ sich auf diese Weise die Materiewelle auf einem erlaubten 
Energieband durch alle Mulden hindurch. Wir bezeichnen deshalb die 
Wellen eines erlaubten Energiebandes als Rawmwellen. Das erlaubte 
Energieband ist durch N-fache Aufspaltung des Eigenwerts EF, des Einzel- 
: atoms entstanden, wenn N die Anzahl der Kristallatome ist. 

b) EinfluB der Randmulde auf die Materiewelle. Wegen Fehlens des 
linken Nachbaratoms ist die Randmulde /=0 von den inneren Mulden 
(L=1, 2,3,...), die alle die gleiche Gestalt besitzen, verschieden (Fig. 1). 
Wenn die Randmulde in ihrer Form stark von den inneren Mulden ab- 
: weicht, so ist ihr Eigenwert wesentlich verschieden von denen der inneren 
, Mulden und liegt deshalb nicht mehr auf dem erlaubten, sondern auf dem 
verbotenen Energieband, und zwar iiber dem erlaubten Energieband. — 
| Bringt man nunmehr die Randmulde mit den inneren Mulden in schwache 


es 
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Kopplung, so kann sich die. Materiewelle wegen der V erschiedenheit der 
Mulden nicht mehr von der Randmulde aus ins Kristallinnere ausbreiten. 
Es entsteht so auf dem verbotenen Energieband ein Wellenvorgang, 
dessen Intensit’it praktisch nur in der Randmulde und ihren nachsten 
Nachbarn von 0 verschieden ist, und der von dort aus nach beiden Seiten 
hin exponentiell abklingt. Der Grundgedanke dieser Betrachtungen geht 
auf Tamm! zuriick. Deshalb nennen wir die Oberflachenwellen, die dann 
auftreten, wenn die Randmulde wesentlich von den.inneren Mulden ver- 
schieden ist, TAMMsche Oberflachenwellen. 

Weicht die Gestalt der auBeren Mulde immer weniger von der Gestalt 
der inneren Mulden ab, so nahert sich der Eigenwert der Oberflachen- 
welle dem oberen Rande des erlaubten Bandes, in das er schlieBlich 
hereinfallt. Dann existiert die Tammsche Oberflachenwelle nicht mehr. 
Im Eindimensionalen ist der Energiewert der Oberflachenwelle diskret ; 
im Dreidimensionalen liegt ein Spektrum vor. 

c) Der Ladungs-Summensatz. Da die Oberflachenwellen auf Kosten 
der Raumwellen (des erlaubten Bandes) existieren, so ist die Giiltigkeit 
des folgenden Ladungs-Summensatzes verstandlich (§ 6b): Die Summe 
der Intensitaten (Ladungen) alley Raumgitter-Eigenschwingungen des 
erlaubten Energiebandes besitzt fiir alle Mulden denselben Wert, falls 
keine Oberflachen-Eigenschwingungen existieren. Anderenfalls besitzt die 
Summe der Ladungen alley Raumgitter-Eigenschwingungen des erlaub- 
ten Bandes vermehrt um die Summe der Ladungen aller Oberflachen- 
Eigenschwingungen fiir alle Mulden denselben Wert. 

Die Giiltigkeit dieses Satzes ist die Voraussetzung dafiir, daB die 
einzelne Loésung y der SCHRODINGER-Gleichung (1.1) des Einelektronen- 
problems auf das stets vorliegende Vielelektronenproblem (aller Valenz- 
elektronen) angewendet werden darf. Denn beim seitlich begrenzten 
Kristall, bei dem sich die einzelne y-Funktion aus einer nach rechts 
und einer nach links laufenden Welle zusammensetzt?, besitzt die Intensi- 
tat ||? der einzelnen Eigenschwingung an den verschiedenen Mulden 
verschiedene Werte [vgl. (6.3)]. Andererseits setzt sich beim Einelektro- 
nenproblem das periodische Potential V, das auf das herausgegriffene 
Valenzelektron wirkt, zusammen aus dem periodischen Potential der 
Atomriimpfe und dem Potential V’ herriihrend von der Ladungsdichte 
aller tibriger* Valenzelektronen. Das Potential V beim Einelektronen- 
problem darf deshalb nur dann als periodisch angesetzt werden, wenn 
die Summe der Ladungsdichten aller Eigenschwingungen der Valenz- 
elektronen — soweit sie von Elektronen besetzt sind — fiir alle Mulden 


1 Tamm, I.: Phys. Z. Sowjet. 1, 733 (1932). 
* Vel. (4.2), (5.3), (9.7). 


* Wegen der groBen Anzahl der Valenzelektronen ist es gleichgiiltig, ob das 


herausgegriffene Elektron abgezogen wird oder nicht. 
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1=0,1,2,... den gleichen Wert ergibt. Nur dann kann sich beim 
HartreE-Verfahren fiir das von der Ladungsdichte aller Valenzelektro- 
nen herriihrende Potential V’ wiederum derselbe Wert ergeben, von dem 
ausgegangen wurde. 

DaB dies der Fall ist, wird im § 6b fiir ein vollbesetztes Energieband 
(einschlieBlich der eventuell vorhandenen Oberflachenzustande) nach- 
gewiesen (Isolatoren). Im Gegensatz zu anderen theoretischen Arbeiten 
erfahrt deshalb die Isolatoroberfliche nach unserer Auffassung keine 
negative Aufladung infolge der Oberflachenzustiinde. — Fiir elektrische 
Leiter, bei denen das erlaubte Energieband nur feilweise besetzt ist, gilt 
der Ladungs-Summensatz zwar nicht mehr in aller Strenge, aber er laBt 
sich praktisch (d.h. in sehr guter Naherung) aufrecht erhalten (§ 6c). 


§ 3. Anschauliche Theorie des entarteten Falles. 

a) Die Bedingung fiir das Auftreten der TAMMschen Oberfldchenwelle. 
Der Ubergang vom nichtentarteten zum entarteten Fall soll gedanklich 
dadurch vollzogen werden, da8 sich unserem erlaubten Energieband 
von oben her ein zweites erlaubtes Energieband nahert, das durch N- 
fache Aufspaltung eines zweiten, héher gelegenen Energieniveaus E,, des 
Einzelatoms entstanden ist. Hierbei soll die Breite der Energiebainder 
und die Deformation der AuBenmulde stets die gleiche bleiben; und zwar 
soll im Unterabschnitt a die AuBenmulde in ihrer Gestalt so stark von 
den Innenmulden abweichen, da8 im nichtentarteten Fall, d.h. bei groBer 
Energiedifferenz E,—E, die TAmMsche Oberflachenwelle des unteren 
Bandes existiert. Sie liegt dann zwischen den beiden Bandern. Dann 
beeinfluBt die Existenz des obeven Energiebandes die Tammsche Ober- 
flachenwelle des unteren Energiebandes so, daB sich die Energie der TAMM- 
schen Oberflachenwelle immer mehr dem oberen Rande des unteren 
Energiebandes nahert. Wenn sich die beiden Energiebander hinreichend 
nahe gekommen sind, fallt die Oberflachenwelle schlieBlich in das untere 
Energieband hinein und existiert dann nicht mehr. Bildlich gesprochen 
driickt das obere Energieband die TAmmsche Oberflachenwelle in das 
untere Energieband hinein, wenn die Energiedifferenz E, —E, abnimmt 
und schlieBlich von der GréBenordnung der Bandbreite wird. Die TAMM- 
sche Oberflichenwelle zwischen den beiden erlaubten Energiebindern ext- 
stiert nur dann, wenn sich die beiden Bander nicht zu nahe gekommen sind. 

In Fig. 4, in der die Abszisse g im wesentlichen gleich '/,mal E, —F, 
ist, sind die erlaubten Energiebander schraffiert eingezeichnet. Der Fall 
A >1 bedeutet starke Deformation der Randmulde, der hier vorliegen 
soll. Man erkennt, daB die Tammsche Oberflachenwelle, die durch die 
Kurve 6 baw. c gekennzeichnet ist, allmahlich in das untere Energieband 
hineinriickt, wenn |q| d.h. E,—E, kleiner wird, und daB die Tammsche 
Oberflachenwelle fiir |g|<1 nicht mehr existiert. 


* 
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b) Die Bedingung fiir.das Auftreten der SHOCKLEYschen Oberflachen- 
welle. Im entarteten Fall gibt es nach SHOCKLEY! einen zweiten Typ 
von Oberflachenwellen zwischen den beiden erlaubten Energiebandern. 
Die Bedingungen fiir das Auftreten der SHOCKLEYschen Oberflachenwelle 
sind genau die umgekehrten wie fiir die TAMMschen, namlich 1. geringe 
Deformation der AuBenmulde und 2. geringer Abstand der beiden er- 
laubten Energiebander. 

Im entarteten Fall 1aBt sich die Lésung der Gl. (1.1) im /-ten Poten- 
tialtopf naherungsweise in der Form 


—_ -[D, (4) + A- Dy (r))] (3.4) 


darstellen. r, ist der Ortsvektor des Elektrons vom Kern des /-ten Atoms 
aus gerechnet. @, bzw. @, ist eine normierte s- bzw. /-Funktion des 
Einzelatoms (Eigenwert E, bzw. E,), die nach dem Rande des Topfes 
hin abklingt (Fig. 1). Der Parameter A besitzt fiir die verschiedenen 
Energiewerte E verschiedene Werte. Im Gegensatz zum Unterabschnitt a 
soll hier die Randmulde nur sehr wenig (bzw. gar nicht) in ihrer Gestalt 
von den inneren Mulden abweichen. 

Einerseits entspricht es der Annahme einer Oberflachenwelle, daB 
die Intensitat nur im Randtopf (bzw. seinen nachsten Nachbarn) wesent- 
lich von 0 verschieden sein soll. Wegen der (naherungsweisen) Gleichheit 
alley Mulden miiBte sich die Materiewelle andererseits infolge Tunnel- 
effekts entsprechend § 2a ins gesamte Kristallinnere ausbreiten. Deshalb 
konnte bei geringer Deformation der AuBenmulde keine Oberflachen- 
Eigenschwingung bestehen. Im entarteten Fall tritt aber ein Ausnahme- 
fall ein, den es bei Nichtentartung nicht gibt, und der die Existenz einer 
Oberflachenwelle bedingt: Es kann namlich die Wahrscheinlichkeit Q, 
dap das Elektron von der l-ten Mulde zur benachbarten (l+-1)-ten Mulde 
dibertritt, ber passendem Energie-(A-) Wert verschwinden. 

Diese Ubertrittswahrscheinlichkeit Q ist bekanntlich proportional 
dem Austauschintegral 


2= fw Ya (V—U (444) dt. (3.2) 
Hierbei ist U (r;) das Potential des /-ten Einzelatoms (Fig.1). Das Kri- 
stallpotential V ist als die Summe der Einzelpotentiale U (r;) anzusehen. 
Wenn in (3.2) die Werte (3.1) eingesetzt werden, so kommt 


Q= cone rile (t;) - ®, (t44) - (Vi— U (43) ar 
+A f D,(r,)- D,(ti44)°(V—U (y44)) de + 
Sie Af D, (141) : PD, (ti) Uf Geo U (ty) Be 


aT th HPA pi Po (th Beltre se (Va City) dh 
1 SHOCKLEY, W.: Phys. Rev. 56, 31 (1939). 


(3-3) 


Wellenmechanische Theorie der Kristalloberflache. 249 


Die Produkte ®,(r;) -®,(v;,4), ®,(r)) -@,(t)44),... sind nur im Gebiet 
zwischen den beiden Atomen wesentlich von 0 verschieden. Da hier 
einerseits der Faktor V —U (r;) nach Fig.1 nicht 0 ist, und andererseits 
die Funktionen ®, (1;),...,®, (vt), ,) nur in Kernnahe Nullstellen besitzen, 
so ist jedes der vier Integrale von (3.3) += 0 und besitzt die GrdBenord- 
nung von 4 eV}. 

Im nichtentarteten Fall (A= 0 bzw. A= ov) reduziert sich die Summe 
auf das erste bzw. letzte Glied, so daB Q + 0. Im entarteten Fall kann 7 
jedoch auch Werte von der GréBenordnung — 1 annehmen, so daB fiir solche 
4-Werte alle vier Terme von (3.3) die gleiche GréSenordnung besitzen. 
Nach § 10d besitzen gewisse 7-Werte (E-Werte) die Eigenschaft, daB sich 
die vier Terme der rechten Seite von (3.3) gegenseitig fortheben, so daB 
(= 0 fiir diese A-Werte (E-Werte). Das hat dann das Auftreten von 
Oberflachenzustanden zur Folge, und zwar auf dem verbotenen Energie- 
band, das die beiden erlaubten Energiebander trennt. Genau wie die 
TammMsche Oberflachenwelle ist auch die SHOCKLEYsche Oberflachen- 
welle im Eindimensionalen diskret, im Dreidimensionalen ein Spektrum. 


AuBer 2=0 muB noch eine zweite Bedingung fiir das Auftreten der 
SHOCKLEYschen Oberflachenwelle erfiillt sein, nadmlich: Da nach dem 
Vorangegangenen / 2 —1 fiir die Oberflachenwelle, so liegt ihr Energie- 
wert £ ungefahr in der Mitte zwischen den beiden erlaubten Bandern. 
Ist der Abstand der beiden erlaubten Energiebander gvof im Verhaltnis 
zu ihrer Breite, so ist die Energie E der Oberflachenwelle auch wesentlich 
verschieden von den diskreten Energiewerten EF, bzw. E,, durch deren 
Aufspaltung die beiden Bander entstanden sind. Da andererseits bei 
unserem Niaherungsverfahren des gebundenen Elektrons die y-Funktion 
der Kristallwellen nur Energien E besitzen kann, die nicht allzu sehr 
von E, und E, abweichen, so kann die SHOCKLEYsche Oberfldachenwelle 
nur dann existieren, wenn die beiden erlaubten Energiebander, zwischen 
denen sie liegt, hinreichend nahe beteinander liegen. 


In Fig. 4 bedeutet A < 1 den hier vorliegenden Fall schwacher Defor- 
mation der AuBenmulde. Man erkennt, daB die SHockLEYsche Ober- 
flachenwelle (Kurve d) im Gegensatz zur TAmmschen Oberflachenwelle 
nur fiir |g|<1, d.h. fiir kleine Werte von E,—E, existiert. Ferner 
gehGrt die SHockLEysche Oberflachenwelle dem oberen Energieband an?*, 


1 Vgl. z.B. Mott u. Jones: The theory of the properties of metals and alloys, 
Kap IJ. Oxford 1936. 

2 Das heiBt, die Anzahl der Raumgitter-Eigenschwingungen im unteren erlaub- 
ten Energieband ist gleich der Anzahl der Kristallatome; und die Anzahl der Raum- 
gitter-Eigenschwingungen im oberen erlaubten Energieband ist gleich der Anzahl 
der Kristallatome minus der Anzahl der (SHocKLEyschen) Oberflachen-Eigen- 
schwingungen. Letztere ist von der GréSenordnung der Anzahl der Oberflachen- 


atome. 
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und nicht beiden Bandern, wie SHOCKLEY meinte. Auf diesen Umstand 
hat bereits Statz! hingewiesen. 

Die GréBe A, die einerseits ein MaB fiir die Deformation der AuBen- 
mulde ist, und die andererseits nach unseren Rechnungen das Kriterium 
dafiir ist, ob die Tammsche (A > 1) oder die SHocKLEYsche (4 <1) Ober- 
flachenwelle existiert, liegt nach GoopwIn nicht allzuweit vom Werte 1 
entfernt. Das heiBt, daB bei gewissen Kristallen die Tammsche, bei ande- 
ren Kristallen die SHocKLEYsche Oberflachenwelle auftritt. AuBerdem 


gibt es Kristalle ohne Oberflachenzustande (vgl. Tabelle 2 des § 10). 


Energie 


Fig. 2. Uberlappung der 
Tammschen Oberflachen- 
zustande (T.0.) mit dem 
oberen erlaubten Energie- 
band (0, R.). Das obere und 
untere (u.R.)  erlaubte 
Energieband sollen sich 
nicht tiberlappen, so daB 
der Kérper beim Fehlen der 
Oberflachenzustande  kei- 
nerlei Leitfahigkeit besitzt. 


c) Die Oberflichenzustdnde als Ursache der Ober- 
fldachenleitfahigkeit von Isolatoren. Beim Isolator ist 
das untere erlaubte Energieband zusammen mit den 
(eventuell vorhandenen) TamMschen Oberflachen- 
zustanden voll besetzt, das obere erlaubte Energie- 
band mit den (eventuell vorhandenen) SHOCKLEY- 
schen Oberflachenzustanden leer, wenn man zu- 
nachst annimmt, daB die Oberflachenbander sich 
nicht mit den erlaubten Energiebandern tiberlappen. 
Nun ist auch bei Isolatoren eine solche Uberlap- 
pung durchaus méglich. Das heiBt, es kénnen bei 
denjenigen Isolatoren, deren A > 1 ist, die Energie- 
werte der TAmMschen Oberflachenwelle des unte- 
ren Bandes fiir gewisse Werte des Ausbreitungs- 
vektors gréfer sein als die Energiewerte des oberen 


erlaubten Energiebandes bei anderen Werten des 
Ausbreitungsvektors der Kristallwellen?. Dann werden die tiefsten 
Platze des oberen erlaubten Energiebandes besetzt sein auf Kosten der 
obersten Platze der Tammschen Oberflachen-Eigenschwingungen des 
unteren Bandes (Fig. 2). Entsprechend sind fiir Isolatoren, deren A <1, 
im Uberlappungsfall die untersten SHocKLEYschen Oberflachenzustande 
besetzt auf Kosten der obersten Plitze des unteren erlaubten Energie- 
bandes. 

Die elektrische Leitfahigkeit solcher Isolatoren wird dann einerseits 
durch die Elektronen dieser teilweise besetzten Oberflachenbander be- 
' wirkt, zum anderen Teil durch die entsprechenden Elektronen bzw. 
Locher der erlaubten Energiebander. Da die Wellenfunktion y eines 
Oberflachenzustands nur in Nahe der Kristalloberflache wesentlich von 0 
verschieden ist, so findet die durch die Elektronen der Oberflachenzu- 
stande hervorgerufene Leitfahigkeit in der Nahe der Kristalloberflache 
statt (= Oberflachenleitfahigkeit von Isolatoren). Nach § 2c hat diese 


1 Statz, H.: Z. Naturforschg. 5a, 534 (1950). 


= Diese Uberlappungsméglichkeit besteht nur im Dreidimensionalen, aber nicht 
im Eindimensionalen. Vel. § 10c. 
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Oberflachenleitfahigkeit keine Aufladung der Metalloberflache zur Folge. 
Die Leitfahigkeit in den erlaubten Energiebandern ist dagegen ein Rawm- 
effekt. Da aber einerseits die Anzahl der besetzten Raumgitter-Eigen- 
schwingungen von der Gr6éSenordnung der Anzahl N, der Oberflachen- 
atome ist, und sich diese Elektronen andererseits gleichmaBig itber den 
ganzen Kristall verteilen, so ist die Stromdichte dieses Raumeffekts um 
einen Faktor ~ N,/N ~ 10-8 kleiner als die des Oberflicheneffekts. Die- 
ser Leitungsmechanismus weicht von SHOCKLEYs Erklarung ab (vel. §11). 


§ 4. Der Anti-Skin-Effekt auf dem erlaubten Energieband 
von Halbleitern. 

Wir sehen zunachst von Oberflachenzustanden ab und betrachten 
ein fast leeres erlaubtes Energieband (Halbleiter), von welchem nur die 
untersten Platze von Elektronen besetzt sind. Dann laBt sich bekannt- 
lich die Elektronenenergie £ in Kristallinneren (x > 0) in folgender Weise 
durch die Komponenten k,, k,, k, des Ausbreitungsvektors darstellen: 

ne 


2m» 


E=>— E+}: (k2 + k24+ k2)<0. (4.1) 
£ =—E,, ist der untere Bandrand; / ist die Freiheitszahl, die nahe bei 4 
liegt, und die wir der Einfachheit halber gleich 1 setzen. Da andererseits 
das Kristallpotential V0 fiir <0 (Vakuum), so verhalten sich die 
Elektronen wie freie Elektronen im abschnittweise konstanten Potential- 
feld' V= 0° fir** <0) V >= —£, <0 fir'x'> 0. 

Die Lésung der SCHRODINGER-Gleichung (1.1) im Kristallinneren be- 
steht aus einer gegen die Kristalloberflache laufenden Welle und deren 
Reflexionswelle, und lautet bekanntlich 


pati cilly y the 2). fe the® + R pike*} 
21 


(4.2) 


_ |kz|— #2 — 2m, Ey h 
|Ry| + Vi — 2m, RG (ie 


Fiir die Elektronen nahe des unteren Bandrandes ist ki <2mgE,,:h-?, > 


Rw —1, so daB 
jp |? = sin? k,. x. 


Summiert man |p|?, d.h. die Ladungsdichten bei festem Orte x tiber 
alle Energie-(k,-) Werte, die von Elektronen besetzt sind, so kommt 
dies im wesentlichen auf eine Integration des Ausdrucks (4.2) bei festem x 
iiber k, vom Werte 0 bis zu einer oberen Grenze ky = =k,, heraus, wobei 
k,d<A. Setzt man noch «=/-d (d= Gitterkonstante, / = Nummer 
des Atoms), so ergibt sich fiir die Summe S, der Ladungsdichten aller 
besetzter Eigenfunktionen am J-ten Atom bis auf einen unwesentlichen _ 
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konstanten Faktor 
Re 
Sites - f sin? h, Madhgea 
0 


sin 2 hy d (4.3) 
2°lkyd 

Fiir groBe J, d.h. weit im Kristallinneren wird S; 1 unabhangig 
von J, wahrend fiir die ersten Nummern /=0, 1, 2,... die rechte Seite 
von (4.3) wegen k,d <1 gegen 0 geht. Das heiBt, die Ladungsdichte und 
daher auch der Strom} eines Halbleiters nimmt von einem konstanten Wert 
im Inneren auf einen Wert 0 in Nahe der Kristalloberfldche ab. Dieser 
»Anti-Skin-Effekt ist eine Folge davon, daB sich fiir die Elektronen in 
der Nahe des unteren Bandrandes die einfallende (e''~*****v9**=)) und 
reflektierte (— e' *=*+*u»+*=#)) Materiewelle in den obersten Atomschichten 
gegenseitig durch Interferenz zerst6ren. 

Die Abklingkonstante, d.h. die Anzahl ] der Oberflachenatome, langs 
derer der Strom des Halbleiters wesentlich zum Rande hin abfallt, be- 
tragt nach (4.3) groBenordnungsmaBig 


= 1 
Lye = 


rE (4.4) 


Dies 14Bt sich ersichtlich auch in der Form 


schreiben. Mit d=2-10°8 cm wird numerisch h?/(2m,)d?) » 1eV, wahrend 
h2k%/(2mo) beim Halbleiter bekanntlich die GréBenordnung xT (x = 
Bo.ttzMaAnNnsche Konstante, J = absolute Temperatur) besitzt. Deshalb 
wird bei Zimmertemperatur numerisch J 5, wahrend bei einer Tempe- 
ratur von 1° absolut numerisch J 2 100 wird. 

Dieser Anti-Skin-Effekt ist jedoch nur dann von Bedeutung, wenn 
nicht gleichzeitig ein Strom auf teilweise gefiillten Oberflachenzustanden 
nach dem Mechanismus des § 3c flieBt. Denn in den Randatomen 
(J=0, 1, ..., 5), im denen allein der Strom der Oberflachenzustinde und 
der durch den Anti-Skin-Effekt verringerte Strom der Raumgitter- 
Eigenschwingungen von Bedeutung ist, betragt die Anzahl der freien 
Elektronen der Oberflachenzustande my etwa 1/, bis 1/, je Atom. (Le 
nimmt nach dem Metallinneren exponentiell ab). Dagegen ist die Anzahl 


der freien Elektronen eines Halbleiters bekanntlich sehr klein, namlich 
AE 

von der GroBenordnung py (xT + 2mod2/h®)) +e 2*T je Atom, wenn 

AE den Abstand der beiden erlaubten Energiebainder bedeutet. Bei 


* Der elektrische Strom und das (zeitlich unveranderliche) elektrische Feld 
sollen hier in y- bzw. z-Richtung, d.h. parallel zur Kristalloberflache verlaufen. 
Beim Ansatz (4.2) ist ersichtlich der Strom in 4-Richtung identisch Null. 
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Zimmertemperatur ist numerisch etwa uj, 107°. Daher iberwiegt der 
Strom der Oberflachenzustande den Strom des Anti-Skin-Effekts in den 
obersten Atomschichten im Verhiltnis sup : iy 10°. 


II. Rechnerische Behandlung des nichtentarteten Falles. 
§ 5. Die Goopwinschen Ausgangsgleichungen. 


Den Goopwinschen Rechnungen ist ein einatomiger kubischer Kri- 
stall mit der (100)-Ebene als Grenzflache zugrunde gelegt. Die Atom- 
kerne befinden sich an den Stellen 


t=h-d=(ld,md,na). (5.1) 


d ist die Gitterkonstante. Es sei ry =r—}d der Ortsvektor des Elek- 
trons vom }-ten Kern aus gerechnet, ferner U (ty), ®, (ty), E, das Poten- 
tial (Fig. 1), die normierte radialsymmetrische! Eigenfunktion und der 
Energiewert des h-ten isoliert gedachten Atoms. 

Die Gl. (1.1) wird beim Naherungsstandpunkt des gebundenen Elek- 
trons durch den Ansatz 

y = 2) 4y®, (vy) — » isan. (Linn) (5.2) 
(6) (1, m,n”) 

gelést, wobei uber alle Kristallatome zu summieren ist. Die zunachst 
unbekannten Koeffizienten a,=4,,,,, lassen sich nach Einfiihrung des 
Ausbreitungsvektors {= (k,, k,, k,) mittels der tblichen Stérungsrech- 
nung nach GOoDWIN in der Form schreiben: 


ap =4n,= et (mkzd+nkyd) ‘ (A etlkad a B Eat ae) i (5.3) 


Entsprechend (4.2) stellt (5.3) die Superposition einer gegen die Kristall- 
oberflache (/=0) laufenden Welle und ihrer dort entstandenen Refle- 
xionswelle dar, deren Amplitudenverhaltnis nach GOODWIN 

B eeyee *" 


ERT AY papas 4 a 


_ betragt. Hierbei sind ¢,, y, die folgenden Austausch- bzw. CouLomBschen 


falls § und §’ benachbarte Atome. 


Integrale, die weder von der Atomnummer (/, m, ) noch von den Kom- 
ponenten k,, k,, k, des Ausbreitungsvektors abhangen: 


[D, (ty) - B, (ty) (V — U (tg)) dt = — a, | 
falls = §’ und § kein AuBenatom, d.h. /=/'=0, 
sini a NES 
falls § = h’ und § AuBenatom, Cale) a—— (On o 
Ss 
a,— a, = €&, >0. | 


1 Aus diesem Grunde der Index s am E£,. 
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(Bei ,,benachbarten‘’ Atomen stimmen zwei der Indizes iitberein (2:BR 
1=l', m=m’), wahrend die dritten Indizes sich um + 1 unterscheiden). 
Die Vorzeichen auf der rechten Seite von (5.5) [sowie den spateren For- 
meln (8.3), (8.4)] sind so gewahlt, daB alle «,, y,,... >0. Fir unsere 
Theorie ist der Umstand von Bedeutung, daB «, = «,, weil das Kristall- 
potential in der 4uBeren Halfte der Randmulde von der Periodizitat im 
Inneren abweicht. — Die Energie E besitzt denselben Wert wie beim 
unbegrenzten Kristall, naémlich 


E =E,—«,— 2y, (cosk,d + cosk,d + cosk,d). (5.6) 


In (5.3) miissen k,, k, reell vorausgesetzt werden, damit q,,,,, fiir alle 
m,n (—co<m<-+ oo, —co<n<-+ oo) endlich bleibt. Aber k, darf 
wegen J> 0 auch komplex sein. Bei reellem k, durchzieht die Materie- 
welle den ganzen Kristall (Raumgitter-Eigenschwingung). Da e,, y, 


reell sind, so ist 
se i= 1 bei reellem k,. (5.7) 
Die Materiewelle wird wegen E <0 an der Kristalloberflache totalreflek- 
tiert. In Nahe des unteren Bandrandes ist k,d <1, so daB B/A wy —1, 
und yx 0 fiir die ersten Nummern /, wie bereits in (4.2) benutzt wurde. 
Denn das R des § 4 entspricht hier dem A/B. 
Bei komplexem k, darf ohne Beschrankung der Allgemeinheit 


Sm ky> 0. )et=4) <4 (5.8) 


vorausgesetzt werden. Damit dann der zweite Term von (5.3) fiir 1+ co 


nicht wie |e~'’*=¢| gegen oo geht, muB 
B ee 
| = 0 fir komplexe k, (5.9) 


verlangt werden. Aus (5.4) folgt dann die Bestimmungsgleichung 


gihed = Us (5.10) 
fiir k,. Ftir diesen Wert von k, existiert im Kristall eine (TamMsche) 
Oberfldchenwelle, weil die a,,,,, in (5.3) nur fiir die ersten Nummern / 
wesentlich von 0 verschieden sind. Der Ausdruck (5.10) erfiillt aber nur 
dann die Voraussetzung (5.8), unter der er hergeleitet wurde, falls 


E> Ys. (5.44) 


(5.11) ist die analytische Bedingung dafiir, daB im nichtentarteten Fall 
die (TAMMsche) Oberfldchenwelle auftritt. Nach (5.5) ist e,=«,—o, um so 
groBer, je mehr die 4uBere Mulde in ihrer Gestalt von den inneren Mulden 
abweicht, so da die (TAMMsche) Oberflachenwelle nur dann auftritt, 
wenn die Randmulde hinreichend stark deformiert ist (vgl. § 2b) 
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Durch Einsetzen von (5.10) in (5.6) ergibt sich fiir die Energie der 
(Tammschen) Oberflachenwelle nach Goopwin: 


EO) = E,— a, +, Gate ‘ “| 2y, (cos ky d + cosk,d). (5.12) 


Wegen y, >0, ¢, > 0 liegen diese Werte iiber den Werten (5.6) der Raum- 
gitter-Eigenschwingungen. 


§ 6. Der Ladungs-Summensatz (Rechnerische Begriindung zu § 2c). 
a) Die Ladungsdichte der einzelnen Eigenschwingung im Toff (1, m, n) 
ist nach (5.2), (5.3) von m, » unabhangig und gleich 


B 
7 : —— \2. | ptlkyd 
L, = |@ika\- = A Cree a A 


en ithed (6.1) 
Hierin ist fiir B/A der Wert (5.4) eingesetzt zu denken. Der jetzt noch 
offene Proportionalitatsfaktor |A|? ist so festzulegen, daB die Summe o 
der Ladungsdichten tiber alle Potentialtépfe (/, m, m) einen festen Wert, 
etwa 1, annimmt. Da (6.1) von m, » unabhangig ist, so liefert die Summa- 
tion tiber m bzw. den Faktor N,- N,, wenn N, bzw. N,(-> oo) die An- 
zahl der Kristallatome in y- bzw. z-Richtung sind. Die Summation iiber 
den Index 7 ist von 0-bis N, (+ c) zu erstrecken: 


— Dudes A?-N-N.- > {eta (te—at) |B)’. ,—ita he— Ki) 4 
A 


l,m,n — f (6.2) 
oe B ew ild (ke +x) aE z) eitatte #2} 4. 
A 


Bei einer Eigenschwingung des erlaubten Energiebandes ist k, reell, so 
daB sich bei der Summation die beiden letzten Glieder fortoszillieren. 
Da ferner nach (5.7) | B/A| =1 bei reellem,, so ist | A|? = 1/(2-N,-N,-N,)= 
4/(2N); und folglich ist die Ladungsdichte L, einer einzelnen Eigen- 
schwingung im Potentialtopf (/, m, m) nach (6.1), (6.2), (5.4): 


1 ; Bi View 2 ‘ , 
L, = L,(k,) == —_—. etthed 1 ae e€ ilkyd | 


2N 


i hx d dnd 
4 +42 = estyse wgithed 2 2s MYs."e a evet 
17 
Fe i en a 


bei reellem k, (erlaubtes Band). | 


Bei einer Oberflachen- Eigenschwingung (k, komplex) folgt durch 
Einsetzen von (5.9), (5.10) in (6.4) bzw. (6.2) 


110» =|4p(E) baw. |Aj?-N,-N,- y= 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 131. : 17 
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so daB die Ladungsdichte der einzelnen Oberflachen-Eigenschwingung 
im Potentialtopf (/, m, m): 


Lio) — aa 1 ~ (22) (2s 14 bei komplexem h,. (6.5) 
Im Gegensatz zum unbegrenzten Kristall hangt die Ladungsdichte der 
einzelnen Eigenfunktion beim seitlich begrenzten Kristall nach (6.3), 
(6.5) von der Nummer / des Potentialtopfes ab (vgl. § 2c). 

b) Beweis des Ladungs-Summensatzes bei voll besetztem erlaubten 
Energieband. Da die Eigenschwingungen des erlaubten Energiebandes 
(5.6) im fRaum mit konstanter Dichte praktisch kontinuierlich verteilt 
sind, so erhalt man die Summe S, der Ladungsdichten aller Eigenschwin- 
gungen des erlaubten Energiebandes im herausgegriffenen Topf (/, m, m) 
durch Integration des mit N - (d/2 2)? multiplizierten Ausdrucks (6.3) 
liber dk, -dk,-dk, von —a/d bis + a/d. Da der Integrand nicht von 
k, und k, Vines so liefert die Integration tiber dk, dk, den Faktor 
(n/a). Da bei der Integration tiber dk, der zweite ‘und dritte Term 
von (6.3) den gleichen Beitrag liefern, so kommt 


n/a a/d 


sores tRyed 
sb Ey gies f tb) dk 1-2. | as LARS ET ef 
os : as+yse * y 


—a/d —a2/d 


unabhangig von m und n. 

Das letzte Integral laBt sich ersichtlich als geschlossenes Integral 
liber den Einheitskreis § der komplexen &-Ebene (e'**?— &) darstellen, 
so daB 


( Piss * Es - vsé 21, 
Der Integrand besitzt einen Pol an der Stelle = —y,/e,, der fiir E> Y, 
innerhalb des Einheitskreises liegt und dann den Beitrag 


ae Est Ys 21 —|1 —(#4)) Yoh 
= Paro: eee se & (2) » 1 E34, 


liefert. Fiir e,<y, liegt der Pol dagegen auBerhalb des Einheitskreises, 
so dab 
a falls e,<y, 
r ve] (20) (6.7) 
S=1—[1—(22)'] (24) 5 falls Es>Vs- 
Da nach (5.11) einerseits e, > y, die Bedingung fiir das Auftreten der 
Oberflachen-Eigenschwingungen ist, und andererseits die Summe der 
Ladungsdichten aller N, : N, Oberflachen-Eigenschwingungen im Topf 
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(1, m, n) nach (6.5) 1 ae ‘). i. betragt, so ist (6.7) [zusammen 


mut (5.11), (6.5) ) die mathematische Formulierung des im § 2c angegebenen 
Ladungs-Summensatzes fiir ein voll besetztes Band. 

c) Der Beweis des Ladungs-Summensatzes bei teilweise gefiilltem er- 
laubten Energieband wird unter der iiblichen vereinfachenden Annahme 
gefiihrt, daB in der unteren Bandhilfte naiherungsweise cos Rey gt = 
=1—4h%, , d® gesetzt werden kann, so daB sich dort der Energieaus- 
druck (5.6) aut 


E=E,—«,— 6y, + y, k? a2, ki = ki + k2 + p? (6.8) 


vereinfacht. 
Bezeichnet nach FERMI 
1 


F (k,,k,, k,) = 


ghey Ae 


(6.9) 


rsd pn a at +k2—k?®) 


die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB eine Eigenschwingung (von zwei spin- 
verschiedenert Elektronen) besetzt ist, so ist die Summe der Ladungs- 
dichten aller Stic boat ) Ergenschwingungen im Topf (1, m, n) 


- fF (hy, hy, R,) -L,(k,) dh,-dh,-dh,. (6.10) 


Hierin ist fiir die Ladungsdichte L,(k,) der einzelnen Eigenschwingung 
der Wert (6.3) eingesetzt zu denken. Unter der Annahme, da8 die Grenz- 


energie 4 
E Grenz = Y, 42k” > “eT (6.11) 


ist, die mit Ausnahme der Halbleiter praktisch stets erfiillt ist, verein- 
facht sich F naherungsweise auf F =1 fiir k<k, F=0 fiirk > k, so daB 


Nd@ 
Si = Gan | Lilke) dhe dh, dk, 19742) 


wobei die Integration iiber alle Eigenschwingungen, deren k<h (d.h. 
tiber das Innere der FERMI-Kugel) zu erstrecken ist. Deshalb ist 


+h 

. sel ee rae Ee 

= oar J L,(h,) -(B — B2) dh, 
a 9 


Oder wenn fiir L,(k,) der Wert (6.3) eingesetzt wird 


B a &s + Ys Qilked . RR dhye 64 ) 
S= 6 7? sae fake + oar : 


47% 
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Die Anzahl N’ der Eigenschwingungen innerhalb der FERMI-Kugel steht 
mit der Integrationsgrenze k bekanntlich in der Beziehung 
ca igh aie (6.14) 


 eaeanteth? gaan 

in der die Freiheitszahl des Bandes nicht eingeht. y ist die Anzahl der 
besetzten Platze des Bandes je Atom (bei den Alkalien ware » = $, bei 
den Erdalkalien ware gréBenordnungsmaBig » = 4 zu setzen). 


Da einerseits nach GooDWIN ¢,/y, nicht sehr weit von 1 entfernt liegt, 
und sich andererseits der Spezialfall ¢,=y, mathematisch besonders 
einfach behandeln laBt, so beschranken wir uns bei der Auswertung von 
(6.13) auf den Spezialfall e,=y, und erhalten unter Benutzung von (6.14) 
und unter Verwendung der Abktirzung 


y= O77 


rey 4 (2b +1) 98 ithe sin (21 +1) ¥! 
SS eat : e008 (2 t 4) 93 —- Spent } . (6.15) 


202 (21+1) 


Fiir 7 co (d.h. im Kristallinneren) geht S; nach (6.15) gegen den 
(von / unabhangigen) Wert 


Nach Tabelle 1 weicht S; in den obersten Tépfen von diesem asympto- 

tischen Wert nur um Betrage <1 ab. Das heiBt, auch die Gesamtladung 

in den obersten Tépfen weicht von der 

Tabelle 1. S; als Funktion (konstanten) Gesamtladung der inneren 

ele a Topfe um einen Betrag ab, der klein 

gegen die Ladung des Elektrons ist. 

Das heiBt der Ladungs-Summensatz gilt 

praktisch auch fiir ein teilweise besetztes 
Energieband. 


Da sich die Elektronenenergie bekanntlich 
in Nahe des obeven Bandrandes entsprechend 
(6.8) darstellen 1aBt, so gilt (6.13), (6.15) auch 
fiir ein fast volles Band, wobei N’ bzw. y= N’/N die Anzahl der Lécher bezeich- 
net. Da bei den Erdalkalien die Anzahl der Elektronen des oberen Bandes gleich 
der Locher des unteren Bandes ist, und da ferner in (6.15) die Freiheitszahlen beider 
Bander nicht eingehen, so gilt der Ladungs-Summensatz fiir die Erdalkalien in 
Strenge. Hierbei ist allerdings unser Formalapparat, der nur fiir den nichtentarteten 
Fall gilt, tiberansprucht worden, weil bei den Erdalkalien eine Entartung von s- 
und -Funktionen vorliegt. Die Rechnungen des Teiles III werden allerdings 
unsere Ergebnisse nachtraglich bestatigen. 


Brno 
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$ 7. Die Stromverteilung an der Metalloberfliche 
(Rechnerische Begriindung zu § 4). 

Es sei ein (zeitlich unveranderliches) elektrisches Feld in z-Richtung 
eingeschaltet. Soweit der vereinfachte Energieausdruck (6.8) gilt, ist 
dann genau wie beim unbegrenzten Kristall der gesamte Strom (aller 
Valenzelektronen) in z-Richtung J“) proportional der gesamten Ladungs- 
dichte (aller Valenzelektronen). Aus Griinden der Raumersparnis soll 
vom Beweis abgesehen werden. 

Bezeichnet daher J© den Gesamtstrom in z-Richtung fiir /= oo, d.h. 
im Metallinneren, so ist ‘der Gesamtstrom im /-ten Potentialtopf bei teil- 
weise (y= N’/N) gefiilltem erlaubten Energieband im Spezialfall e,=y, 
nach (6.15) 


I) = 1) {1 pS leos (20 1) 34> 22 eal (7.4) 


(20+ 1)258 (21+) 98 


Obwohl im Giiltigkeitsbereich des vereinfachten Energieausdrucks 
(6.8) Proportionalitat zwischen Gesamtstrom und Gesamtladung herrscht, 
ist der Einflu8 der Metalloberflache auf den Strom aus zwei Griinden 
bedeutend gréBer als auf die Ladungsdichte. Erstens: Zum Beweis des 
Ladungs-Summensatzes im § 6b muBte gezeigt werden, daB die Differenz 
S,—S,, klein gegen 1 ist. Beim Strom muB8 dagegen sinngemaB der 
Quotient S,:S,,=I\):1Q beurteilt werden, der fiir ees y in den ober- 
sten Atomschichten [(2/ + 1) >} s 4] nach (7.1) 1): w& fy (21 +1)? <A 
wird. Zweitens: Bei den Erdalkalien kompensierte sich die Ladungs- 
dichte der Locher des unteren Bandes genau gegen die Ladungsdichte 
der Elektronen des oberen Bandes. Der Stvom hat dagegen (genau wie 
beim unbegrenzten Kristall) in beiden Bandern das gleiche Vorzeichen. 

Bei Halbleitern ist v so klein, daB (6.11) und daher auch (7.1) ungiiltig 
wird. Zur Berechnung des Stromes bei Halbleitern hat man in (6.10) 


sd? 
Ep B+ +R2) 


fiir F die BoLTzMANN-Verteilung F = const -e— einzusetzen. 
Setzt man auBerdem in (6.10) fiir L, den auf «,/y,=1 spezialisierten 
Ausdruck (6.3) ein, so kommt (wegen der Proportionalitat von Gesamt- 
strom und Gesamtladung) fiir den Gesamtstrom im I-ten Potentialtopf: 
+00 +00 +00 _ vad" (k2- 4. 2 +2) 
Jes consis [anf f (1 hat ea Sah er Sa * “dk, dk, ak, 


SO) OD) On). 


. “rT 
as : Tp lO olga peel nck Ys | , ( Zune) 


Da numerisch y,21 eV, so ist xT/y,<1. Demnach nimmt der Ge- 
samtstrom bei Halbleitern auf dem eens Energieband von einem 


f 
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konstanten Wert J im Inneren auf den Wert a0 in der Randmulde 
(/=0) ab langs einer Anzahl von 


Atomen (Anti-Skin-Effekt, § 4). 


III. Rechnerische Behandlung des entarteten Falles. 


§ 8. Die Goopwinschen Ausgangsgleichungen. 

a) Die allgemeinen Ausgangsgleichungen. Wesentlich neue Gesichts- 
punkte treten auf, wenn die Bandbreite vergleichbar mit der Energie- 
differenz E,—E, zweier benachbarter (p- und s-) Zustande eines Einzel- 
atoms ist. Dann muB8 die Wellenfunktion in jedem Kristallatom als die 
Uberlagerung der s-Funktion und aller drei #-Funktionen DY), DY), DY) 
dargestellt werden. Wegen der rechnerischen Kompliziertheit verein- 
fachen wir mit Goopwin die Betrachtungen dahin, daB nur die Uber- 
lagerung mit einer der drei p-Funktionen, namlich mit der (um die x- 
Achse rotationssymmetrischen) Funktion OY) =@, in Rechnung gestellt 
wird. Durch diese Vereinfachung geht von den grundsdtzlichen Ergeb- 
nissen der Theorie, auf die es hier alleine ankommen soll, nichts verloren. 

Zur Lésung der Gl. (1.1) wird entsprechend (3.1), (5.2) der Ansatz 


V2 ays (ts) + 2 Oo Pp (ty) = 


= mn ®s (see) ar 2 Dimn Pp Tiesal 


1, m,n (2, m, ) 
gemacht, wobei tiber alle Kristallatome zu summieren ist. Die unbe- 


kannten Koeffizienten ay, by lassen sich entsprechend (5.3) in der Form 
schreiben 


(8.1) 


ay = Ayn = UY" Ce Oe ) by a Sim n re b; Cid Ld Sie (8.2) 
wobei die a, 6, neue unbekannte Koeffizienten sind, die jedoch nur 
noch von dem even Index / abhangen. Wir benutzen die folgenden 
Integrale, die genau wie (5.5) weder von der Atomnummer J, m, ” noch 
von den Komponenten k,, k,, k, des Ausbreitungsvektors abhangen: 


Jp (ty) + Dy (ty) (V—U (ty)) dt =— a, 
falls h =’ und § kein AuBenatom, d.h. /= 1’ +0, 


= — a, 
falls h =’ und } AuBenatom, d.h. /=/' =0, ‘ : 
santas == yy (84) 
falls } und ’ in x-Richtung benachbart, 
Fr Oyo Mp 


falls } und §’ in y- bzw. z-Richtung benachbart. 
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J®, (vp) + P, (ty) (V—U (ty)) dt = Xp =O 
falls f=’ und § kein AuBenatom, d.h. /=/' ==") 


=— a» 
falls = 6’ und § AuBenatom, d.h. /=/l'/ =o, ¢ (8.4) 
a : =LYsp 
falls ) und §’ in x-Richtung benachbart, 
d-h. J’=141, m’'=m, n’'=n. 
Fiihrt man auBerdem die Abkiirzungen 
Ns = E,—a, — 2y,(cosk,d + cosk, a), 
Np = Ey — % — 26,(cosk,d + cosk,d), P 
Ns = E, — a; — 2y,(cosk,d + cosk, d) , cue) 
Np = Ep — a — 26,(cosk,d + cos k, d) 
ein, die wegen (5.5), (8.3) die Beziehung 
Ns — Ns = bs, Np — Np = &p (8.6) 


befriedigen, so geniigen die unbekannten Koeffizienten a,, b, und die 
Energie E nach der iiblichen Stérungstheorie den folgenden allgemeinen 
Grundgleichungen: 


E —y;) 4= —Y;s (4).4 3A G) + Vou (O141 — 2441), Ea; 


( (8.7) 
(E = 7) 0) = —¥5 5 (4141 — %-1) + Yp (O41 +5-1), 2>0, (8.8) 
(E — 7s) a, = —¥,4, + Yep Oy — Hsp ies (8.9) 
(E — np) by = = Yep 41 + Vp Oy — Hsp Aq - (8.10) 


In diesen Grundgleichungen tritt nur noch der Index / auf. Die Indizes 
m, n sind durch den Ansatz (8.2) abgespaltet worden. 

b) Die spezialisierten Grundgleichungen. Die Lésung des Systems 
(8.7) bis (8.10) fiihrt bei beliebiger Wahl der Koeffizienten y,, y,, Ys», 
Lp» Ns» Np» Ns» Np Hach Goopwin zu keinem tibersichtlichen Ergebnis. 
Da die drei Integrale y,, y,, y,, die gleiche GréBenordnung und das gleiche 
Vorzeichen besitzen, so rechnen wir hier den speziellen Fall 


Vs=Vp=Vsp = 1 (8.11) 


durch, der eine weitergehende Spezialisation der Goopwinschen An- 
nahme y,-y,7p ist. Indem wir hier die Integrale y,, yp, y,p, die ja 
- die Dimension einer Energie besitzen, gleich 1 setzten, driicken wir von 
nun an alle Energien in Einheiten der y, aus. Da numerisch y,~1 eV, 
so betragt unsere Energieeinheit numerisch etwa 1 eV. Die Kein e Hen Nps 
Ne» Np» sind von nun an ebenfalls dimensionslose GréBen, 
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Da ferner die drei auf die Kristalloberflache beziiglichen Gré6Ben 

Ns — Ns = Es» Np —Np = Ep» Mp die gleiche GréBenordnung und das gleiche 
Vorzeichen besitzen, so beschranken wir uns hier auf den Spezialfall 
Ns — Ns =p = Np = tsp = A> 0. (8.42) 


Durch die beiden Spezialisationen (8.11), (8.12) vereinfacht sich die 
rechnerische Behandlung des Gleichungssystems (8.7) bis (8.10) bedeu- 
tend, ohne daB rein physikalisch gesehen etwas gegeniiber dem Fall ver- 
lorengeht, daB etwa die drei GréBen (8.12) nicht genau, sondern nur 
nahezu einander gleich sind. Mit (6.11), (8.12) geht (8.7) bis (8.10) uber 
in die folgenden spezialisierten Grundgleichungen: 


(E — 7.) @)= — 424-41 + 041-—5-1, L>0, (8.13) 
(EZ — Hp) = — 43+ 414+ O41 + %-1, l>0, (8.14) 
(E —7, — A) ay = —a,+6,—Aby, (8.15) 
(E —7, — A) bd) = — ay + 0, Aa. (8.16) 


$9. Die aligemeine Losung der speztalisierten Grundglerchungen. 


a) Beim unbegrenzten Kristall sind die Gl. (8.13), (8.14), bei denen 
jetzt der Index / von — co bis + oo lauft, zu l6sen!. Fiihrt man die Ab- 


kurzung 
o = hid (9.1) 


ein, so geht (8.13), (8.14) durch den Ansatz 
a, = eto, b= A- eile, (9.2) 
liber in die beiden Gleichungen 
(E —n,) =e? (A — 1) —e*®(A +1), 
(E —n,)- A= (A — 1) + e-F°(0 £4); 


fiir die Energie E und die in (9.2) eingefiihrte GréBe 2. Nach Einfithrung 
der Abkiirzung - 


q=4( — %;) 
=4(E,—E,) —t (a, —a.) +4 (y, — 0,) (Cosk, a + cos k, a) | 


lautet die Lésung von (9.3) 
E =} (4, +m) £21 + ty (ip — 175)? +4 (tp —7,) - COSH = 
=4(yst+ mp) +24 +92) (1 + ge"), me 
1 ihuabanch wae lr Cee ee 


sin w sin o 


(9.3) 


(9.4) 


' Vgl. z.B. Mott u. Jones: The theory of the properties of metals and pra. 
Kap II. Oxford 1936, 
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Das obere (untere) Vorzeichen gehért stets zum oberen (unteren) Ener- 
gieband. 

6) Berm einseitig begrenzten Kristall wird das System (8.13) bis (8.16) 
entsprechend (5.3) gelést durch den Ansatz 


a,=A-el™ 4 Be-ilw —- — A (Agile __ Be-ite) (9.7) 


mit 4 aus (9.6). B/A ist das noch zu bestimmende Amplitudenverhiltnis 
von einfallender und reflektierter Welle. Setzt man (9.7) in die beiden 
Gleichungen ein, die durch Subtraktion bzw. Addition von (8.15), (8.16) 
hervorgehen, so erhalt man die beiden Gleichungen 


B[E —7, — A(E —n,) +2e-1°(A + 4)] - 
Is lp (9.8) 
+A E — Ns a ge en 
B[E —n, 24 +4(E —n, —2A)] + 
. see (9.9) 
LAE y.— 24 — UE —ng=—2A)] =0 


von denen (9.8) wegen (9.3) von selbst erfiillt ist. Driickt man in (9.9) 
E und 4 mittels (9.5) (9.6) durch w aus, so erhalt man fiir das gesuchte 
Amplitudenverhialtnis 
; = Naot rgeé il + AV (1 tae” rel 1+4: sa oy -e@7to (9.10) 
$Va4eqeatqe%*) —Att+ qe”) 
Da der Energieausdruck (9.5) reell ausfallen muB, so ist die in (9.10) 
auftretende Wurzel positiv reell. 

Durch (8.2), (9.6), (9.7), (9.10) sind die im-—Lésungsansatz (8.1) auf- 
tretenden Koeffizienten a,,,,,, 0;,,,, durch die Atomnummer f = (/,m,n), 
den Ausbreitungsvektor f= (k,, k,, k,) und durch die beiden GréBen A 
und g ausgedriickt, welche die Rigenschatten des Kristalles charakteri- 
sieren. A ist nach (8.12), (8.6), (8.4), (8.3), (5.5) um so gréBer, je starker 
die Randmulde in ihrer Gestalt von den inneren Mulden abweicht. 
A hangt nicht vom Ausbreitungsvektor ab. g hangt zufolge (9.4) auBer 
von k,, k, von der Energiedifferenz E,—E, der Einzelatome ab. Mit 
dem gleichen AusmaB von Berechtigung, wie die Spezialisation (8.11) 
gemacht wurde, darf in (9.4) «,—=«, gesetzt werden. Da ferner 6, << y, 
[vgl. (8.3)], so kann mit y,=1 [vgl. (8.41)] der Ausdruck (9.4) auch in 
_ der vereinfachten Form 


g=}(E,—E,) + }(cosk,d + cosk,d), (9.41) 


geschrieben we rden. j 

Bei einem vorgegebenen Kristall hat E,—E, einen festen Wert. q 
nimmt dann alle Werte zwischen 4 (EF, = te und -f({E3=48;) =ha 
an, weil k,, k, unabhé angig voneinander alle Werte pecan +a/d an- 


nehmen kénnen. 
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§ 10.. Diskussion der Losungen. 

a) Einteilung in Rawmgitter- und Oberflichen-Eigenschwingungen. Da 
einerseits der Energieausdruck (9.5) reell ausfallen muB, und da anderer- 
seits g nach (9.11) reell ist, so muB w entweder reell sein (erlaubtes Ener- 
gieband), oder w bzw. w —x muB rein imaginar sein (verbotenes Energie- 
band). Fiir reelle w folgt aus (9.10) |B/A| =1 [Totalreflexion, vgl. (5.7) ]. 

Nennt man 

Emae OS eles (10.1) 
so muB auf dem verbotenen Energieband é reell sein. Setzt man ent- 
sprechend (5.8) 

|= |e |= etme] <1 (10.2) 
voraus, so muB, damit das Glied Be‘! bzw. —ABe-*!® in (9.7) fiir 
1+ co nicht wie |e~'’”| gegen oo geht, entsprechend (5.9) 

- = 0 auf dem verbotenen Energieband (10.3) 
verlangt werden. Die zugehorige y-Funktion klingt beim Fortschreiten 
ins Kristallinnere exponentiell ab (Oberflachen-Eigenschwingung). 
Durch Einsetzen von (10.3) in (9.10) folgt entsprechend (5.10) 


14+q-€4*FAVA+¢4 14+¢-é%=0, (10.4) 
Pape hes 
> TAS ge aS) ) (10.5) 
1—A®? _ 1-2? 42a? 
hi | See vee 2A q it poe (10.6) 


als Bestimmungsgleichung fiir das = e'*=4 der Oberfldchen-Eigenschwin- 
gung. Durch Einsetzen von (10.6) in (9.5) erhalt man schlieBlich fiir die 
Energie der Oberflachen-Eigenschwingung 


— 
E00) = = (ins + Mp) + 


1 SS]. (10.7) 
+ 4 ager + 2+24¢*+2(1—A4) it nese 


b) Einteilung in TamMsche und SHOCKLEYsche Oberfldchen-Eigen- 
schwingung. Einen Uberblick iiber die Lésungen (10.5) verschafft man 
sich durch Aufzeichnen der Funktion (10.5) in einer (€, g)-Ebene bei 
verschiedenen Werten des Parameters A (Fig.3). Wegen der Neben- 
bedingung (10.2) sind nur Kurvenpunkte im Streifen —1 <f<+1 
beizubehalten. Die Nebenbedingung (10.2) entspricht der Nebenbedin- 
gung (5.8) bzw. (5.11) im nichtentarteten Fall, | 
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Je nachdem A gréBer oder kleiner als 4 ist, ergeben sich zwei Typen 
von Kurven, die fiir die beiden speziellen Werte 4 —=2 und A = 4 in 
Fig. 3 eingezeichnet sind. Fiir A >1 besteht die Kurve aus drei Asten 
a, b, c; fir A<1 aus einem Ast d. Je nachdem die Funktion (10.5) die 
Gl. (10.4) fiir das obere oder untere 
Vorzeichen befriedigt, sind die Kur- 
ven in Fig. 3 dem oberen oder unteren 
Energieband zugeordnet worden. 

In Fig. 4 ist auf Grund von (10.7) 
die GréBe E— E>) — 4 (yn. Np)» 
welche nach (9.5) die Elektronen- 
energie E gemessen gegen die Mitte 
zwischen den beiden  erlaubten 
Energiebandern angibt, als Funk- 
tion von q bei verschiedenen Wer- 
ten von A(4d=2, bzw. A= }) ein- 
gezeichnet. Die Bezeichnung der 
Energiekurven (a, b, c, d) sowie ihre 
Zuordnung zum oberen bzw. unteren 
Band ist in Fig. 4 naturgemab die- meterwerte d=} Gian ave \ und 4=2 
selbe wie in Fig . 33 (ausgezogene Kurve). Nur zu den Kurvenpunk- 

Je nachdem A gréBer oder klei- ane meee TRS 
ner als 1 ist ergeben sich zwei Typen 
von Oberflachenzustanden, die TAMMschen und die SHOCKLEyYschen. 
Von den Tammschen Oberflachenzustanden sind die iibey dem oberen 
erlaubten Energieband liegenden Energiewerte (Kurve a) im folgenden 
ohne Interesse. In Tabelle 2 sind die verschiedenen Bedingungen fiir 
das Auftreten der beiden Typen von Oberflachenzustanden zusammen- 
gefaBt. In den beiden Fallen |g|<1, - 


(4*—1)- & 


E 
fiir die Para- 


Fig. 3. Die Funktion g = - 


ee Tabelle 2. 
A>1 und |g| >1, 4<1 existieren reraes 
keine Oberflachenzustande, weil | a> Ax! 
dann die Werte (10.6) die Nebenbe- pi, q easier 
dingung (10.2) nicht erfiillen. Die |g, TAs re 


Tammsche Oberflachenwelle (4 >1) 
gehért zum unteren, die SHocKLEysche Oberflachenwelle (4 <1) gehort 
zum oberen Energieband. Diese Zuordnung [gemaB (10.4)], die auf dem 
positiven Vorzeichen von A beruht [vgl. (8.12)], ware beim negativen 
Vorzeichen von A die umgekehrte. Wegen des Ubergangsfalles A =0, 
vgl. § 41. Man tiberzeugt sich leicht, daB der Energieausdruck (10.7) und 
die Nebenbedingung (10.2) fiir grofe g in die entsprechenden Ausdriicke 
(5.12) baw. (5.41) des nichtentarteten Falles iibergehen, wie es sein muB. 
c) Uberlappung von Energiebindern. Da nach (9.5) an den Grenzen 
der erlaubten Energiebainder w =0 baw.w=a, d.h. E=+2 |1+49]| ist, 
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so liegen in dem durch die'vier Hilfsgeraden E = +2 |1+ | begrenzten 
schraffierten Gebiet der Fig. 4 die erlaubten Energiewerte (Raumgitter- 
Eigenschwingungen). Eine Uberlappung des unteren und des oberen 
Bandes, die in der Darstellungsweise der Fig. 4 nicht zum Ausdruck 
kommt, kann folgendermaBen zustande kommen: Einerseits bedeutet 
die Ordinate FE in Fig. 4 die Energie gemessen gegen die Mitte 


Emitte = 4(n; +p) =4 (E, +E, — «5; — %) — (ys + 9p) (cos k, d + cos k, d) 


zwischen den beiden Biandern. Da Eyjtt. bei einer Anderung von fy, k, 
variiert, so kann unter Umstanden der tiefste Energiewert des oberen 
Bandes an einem Punkt des f- 
Raumes tiefer liegen als der héch- 
ste Wert des unteren Bandes. an 
einer anderen Stelle des f Raumes. 
Auf entsprechende Weise kénnen 
sich die Oberflachenbander mit 
den Raumgitterbandern tiberlap- 
pen, selbst dann wenn keine Uber- 
lappung der Raumgitterbander 
untereinander vorliegt. 

Da beim eindimensionalen 


Fig. 4. Die Energie E=E—4(ns+np) der Ober- 
flachenzustande. Die Kurven a, b, c gehodren zum s 
Wert A = 2 (Tammsche Oberflachenwelle). Die Kurve d Kristall das Glied cos k,d — COs kd 


gehért zum Wert 4 = 4 (SHockLeysche Oberflachen- beim Ausdruck fiir E i fortfallt 
i i ieba Mitte , 


welle). Schraffiertes Gebiet: Erlaubte Energiebander. 
so gibt es im Eindimensionalen 


keine Uberlappung. Da es ferner beim eindimensionalen Potentialtopf 
nur Hauptquantenzahlen, aber keine Nebenquantenzahlen, d.h. keine 
Entartung gibt, so lassen sich alle Betrachtungen des entarteten Falles 
(einschleBlich §3) nur im Dreidimensionalen, aber nicht im Eindimensio- 
nalen durchfiihren. 

d) Im Spezialfall A<41 geht die Bestimmungsgleichung (10.5) fiir 
das § = e'® = e'**4 der Oberflachenwelle iiber in = —g; und daher wird 
dann nach (9.6): A= —1. Andererseits nimmt der Ausdruck (3.3) fiir 
die Ubertrittswahrscheinlichkeit Q mit den Bezeichnungen i Formeln 
(5.5), (8.3), (8.4) die Form an 


sie mat mice 
Dee als t+ Avia — Ay + Py = PLA Ys tM yp}, 


oder mit den Spezialisationen (8.11) die Gestalt 


1 
i= may {=1+ 27}. 


Dieser Ausdruck verschwindet ersichtlich fiir 2——1. Deshalb kann 
fir kleine A die Bestimmungsgleichung (10.4) bzw. (10.7) fiir das & bzw. 
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die Energie der (SHockLEyschen) Oberflachenwelle auch in der Form 
Q=0 dargestellt werden (vgl. § 3b). 

e) Einteilung der Kristalle nach dem Auftreten von Oberflachenzustanden. 
Nach (9.11) schwankt die GréBe g bei einem fest vorgegebenen Kristall 
entsprechend den Sas ia k,-, k,-Werten zwischen 4 (E,—E,) —1 
und } (EF, —E,) +1. Es sei ohne Bex feonieane der Allectainhett BPS Me, 
vorausgesetzt. Baas lassen sich die Kristalle in zwei Klassen bin eile 
ndmlich 1. Kristalle mit E,—E,<8. Bei ihnen nimmt g¢ nach (9.11) 
sowohl Werte <1 als auch >1 an. Nach Tabelle 2 besitzt ein solcher 
Kristall sicher Oberflachenzustinde, unabhangig davon ob A gréBer oder 
kleiner als 1. Bei den Kristallen, deren Le. oy ee g = tiuralle 
k,, k,. Ein solcher Kristall besitzt nur dann Oberflachenzustande, falls 
A>1. — Da wir in allen Rechnungen nur die Entartung der s-Funktion 
mit ®{" beriicksichtigten, aber die Entartung mit Ol”) und O) ver- 
nachlassigt hatten, so besitzt diese Klassifizierung nur quantitative 
Giiltigkeit. 

}) Der EinfluB der Oberflachenzustande auf die Ladungsverteilung und 
die elektrische Leitfdhigkeit ist bereits im §3c im Vorwege diskutiert 
worden und ist im entarteten Fall praktisch die gleiche wie im nicht- 
entarteten Fall. Entsprechend § 6b gilt im entarteten Fall in aller Strenge 
der folgende Ladungs-Summensatz, auf dessen Beweis aus Griinden der 
Raumersparnis verzichtet werden soll: Die Summe der Intensitaten 
(Ladungen) aller Raumgitter-Eigenschwingungen betdey Bander vermehrt 
um die Summe der Ladungen der (eventuell vorhandenen) Oberflachen- 
Eigenschwingungen besitzt fiir alle Mulden den gleichen Wert. — Sind 
die Bander nur teilweise besetzt, so gilt der Ladungs-Summensatz nicht 
mehr in aller Strenge, aber er 14Bt sich praktisch aufrechterhalten. 

Ferner lassen sich alle Rechnungen des Teiles II, soweit sie sich auf 
schwach gefiillte Bander (§ 6c, § 7) bezogen, auf den entarteten Fall (Erd- 
alkalien) iibertragen. Die betreffenden Ergebnisse des § 6c beruhten ja 
nach § 4 im wesentlichen darauf, daB in der Nahe des Bandrandes, d.h. 
fiir w =k,d=0 bzw. a das Amplitudenverhiltnis B/A ~ —1 war. Das 
ist mach (9.10) ersichtlich auch bei Entartung der Fall. 


§ 11. Vergleich mit den Arbeiten anderer Verfasser. 


Uber Goopwin hinaus gewannen wir folgende Ergebnisse: Anschau- 
liche Darstellung der SHockLEyschen Oberflachenzustande (§3b, c), 
Ladungs-Summensatz, Ausdehnung auf das Vielelektronenproblem (§6), 
Anti-Skin-Effekt (§ 4, § 7), sowie bei den Oberflachenzustaénden im ent- 
arteten Fall die folgenden iibersehbaren Endformeln (10.6), (10.7), Fig. 4, 
Tabelle 2. Letzteres gelang durch die vereinfachenden Annahmen (8.11), 
(8.12) iiber die Austausch- bzw. Coutompschen Integrale. 
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Das Ergebnis der SHocKLEYschen! Arbeit muB bei uns fiir den Spe- 
zialfall A = 0 enthalten sein, weil SHOCKLEY den Fall véllig undeformierter 
Mulde behandelt hat (allerdings mit der Zellenmethode). Tatsdchlich 
ist unsere Bedingung |q|<1 fiir das Auftreten der SHocKLEYschen Ober- 
flachenwelle (im Falle A <1) nach Fig.4 identisch mit der SHOCKLEY- 
schen Bedingung, daB sich die beiden erlaubten Energiebander gekreuzt 
haben sollen. — Die Diskussion von (10.4) lehrt ferner, daB fiir A >0 alle 
SHOCKLEYschen Oberflichenzustinde dem oberven Band, und fiir 4<0 
dem unteren Band angehoren, wahrend im Ubergangsfall A =0 die eine 
Halfte der SHocKLEYschen Oberflachenzustande dem oberen, die andere 
Halfte dem unteren Band angehért. Sieht man, wie SHOCKLEY, zunachst 
von der Uberlappung der Oberflachenbander mit den erlaubten Energie- 
bandern ab, so sind die Oberflachenzustande nur im Ubergangsfall A =0 
halb besetzt (= Oberflachenleitfahigkeit von Isolatoren). Nach unserer 
Auffassung beruht deshalb der SHocKLEYsche Leitungsmechanismus auf 
der singularen und irrealen? Annahme 4=0. Fiir A + 0 kénnen sich 
die Oberflachenzustande nach unserer Auffassung (§ 3c) nur dann an 
der elektrischen Leitfahigkeit beteiligen, wenn sie sich mit den erlaubten 
Energiebandern tiberlappen. 

DaB die (SHocKLEYschen) Oberflachenzustande beim Diamanten nur 
aus dem oberen Energieband austreten, hat (in Ubereinstimmung mit 
unserer Theorie) bereits Statz* mittels der Zellenmethode errechnet. 
Ein weiterer Vergleich mit der Arbeit von STATz ist nicht méglich, weil 
STATZ sein Hauptergebnis auf Grund einer numerischen, nicht in allen 
Einzelheiten mitgeteilten Rechnung gewinnt. 


Hamburg, Institut fiir Theoretische Physik der Universitat. 


1 SHOCKLEY, W.: Phys. Rev. 56, 317 (1939). 
2 Nach Goopwin liegt A nicht allzu weit vom Wert + 1 entfernt. 
8 Statz, H.: Z. Naturforschg. 5a, 534 (1950). 
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Eine Bemerkung zur Auswahl 
der physikalisch brauchbaren Lésungen 
der Schrédinger-Gleichung. 
Von 
G. FALK und H. MARSCHALL. 
(Eingegangen am 27. Oktober 1951.) 
Die Arbeit befaBt sich mit der Auswahl physikalisch brauchbarer Lésungen bei 
kugelsymmetrischen Problemen. Insbesondere dient eine im Rahmen der Quanten- 
mechanik motivierte SchluBweise dazu, solche Lésungen der ScCHRODINGER-Glei- 


chung auszuschlieBen, die zwar quadratisch integrierbar sind, jedoch im Koordi- 
natennullpunkt einen Pol erster Ordnung besitzen. 


Bei der Berechnung der stationaren Zustande des Wasserstoffatoms 
fiihrt der Separationssatz 


0 (0,9,9) =~ 2 e*¥, (8.9), = hr (1) 
fiir die Wellenfunktion u zu der folgenden Gleichung fiir 7(o): 
d* 7 aS ee ae ETA) > 
de “ogy A Te 2 )x = 0 (2) 
Dabei sind die Abkiirzungen 
2m em 
R2 = UT |E ’ x= Tages 


benutzt. Bei einer in der quantenmechanischen Literatur haufig an- 
gewandten Lésungsmethode (Polynommethode) schlie8t man nun fol- 
gendermaBen: Die Fundamentalgleichung von (2) fiir die Stelle 9 =0 
hat die beiden Wurzeln 4, =/+1 und «%,=-—l. Die zugehérigen Par- 
tikularlésungen y, und 7, beginnen also in ihrer Entwicklung wie 9'** 
bzw. o~/, und damit kann die letztere fiir / > 1 mit dem Hinweis auf die 
nicht mégliche quadratische Integrierbarkeit ausgeschlossen werden. 
Fiir ]=0 versagt dieser SchluB jedoch, so daB eine einheitliche Begriin- 
dung fiir die AusschlieBung der zweiten Lésung fehlt’. 
Ahnliche Schwierigkeiten treten bei der Berechnung der stationaren 
Zustande eines in einer Kugel mit undurchlassigen Wanden eingeschlos- 
senen Teilchens (Potentialkugel) auf. Die allgemeinen Lésungen lauten 


dann 
u(r, 3, Q) = The 1 Ji (kN) ) + Cy Jury ( (27) Yim (9,9) » 


1 Vgl. etwa SOMMERFELD, A.: Atombau und Spektrallinien, 2, Aut, 2- Bes 
Braunschweig 1944. — KRAMERS, H. A.: Quantentheorie des Elektrons und der 


Strahlung, Leipzig 1938. 


270) G. Fark und H. MARSCHALL: 


wobei man wiederum nur die BEssEL-Funktionen /;,, als Losungen 
zulaBt. Die AusschlieBung der J_,) (kv) kann fiir 7>0 durch die Nor- 
mierungsbedingung begriindet werden, wohingegen diese Begriindung 
fiir den Fall J/=0 entfallt. 

Es ist das Ziel der vorliegenden Arbeit zu zeigen, daB die angefiihrten 
Harten vermieden werden kénnen, im ersten Fall durch Vervollstandi- 
gung der SchluBweise (und Beseitigung eines vermutlichen Trugschlusses), 
im zweiten durch Verscharfung der ,,Randbedingungen“ im Sinne der 
quantenmechanischen Grundprinzipien (Hermitizitat des Impulsopera- 
tors). 


1. Wasserstoffatom. 

Bei Lésung von Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit auBer- 
wesentlichen Singularitéten durch Potenzreihenansatz erhalt man bei 
ganzzahliger Differenz der Wurzeln der Fundamentalgleichung — hier 
Oy —& = 2/41 — im allgemeinen nur eine Partikularlésung!. Dies ist 
hier in der Tat der Fall, wovon wir uns iiberzeugen wollen. Fiir den 
Ansatz 


to = Ot" Dia, 0", (3.a) 
y=0 
ti = 0" Db 0” (3b) 
v—0O 
erhalt man aus (2) die Rekursionsformeln 
gga 
a, = 2 vy ) Ay—1) (4a) 


A ae, 

b, = 2= a eae byl, § (4b) 
mit A= 21+ 1. (3a) fiihrt mit (4a) zu der iiblichen Lésung, fiir welche 
man aus bekannten Griinden Abbrechen erzwingt (Polynommethode), 
Das unendliche Gleichungssystem der 6, besitzt fiir 6) == 0 offensichtlich 
keine Lésung, weshalb y, in der Form (3b) nicht existiert oder anders 
ausgedriickt: ohne die Voraussetzung 6, += 0 fithrt (4b) mit (3b) eben- 
falls zu der Lésung (3a) [formale Ersetzung von » durch y+ A in (4b)], 
Wie aus der Theorie der Differentialgleichungen bekannt ist, hat in 
diesem Fall die zweite Partikularlosung yx, von (2) die Gestalt 


#2 = loge +e! v(0), (5) 

wobei v(0) = 0 endlich ist. 
Die in (5) auftretende logarithmische Singularitat ist fiir die Nor- 
mierungsforderung belanglos. Die Normierung kann (fiir ]=0) héch- 


1 Eine Ausnahme davon bilden bekanntlich die BrssEL-Funktionen zu halb 


zahligen Indizes. i 


is 


> rey Le yn . ~ “2 S - Fs 2 7 
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stens durch das Verhalten des zweiten Gliedes in (5) fiir groBe o gestért 
werden. Dies la8t sich jedoch einfach bestimmen: denn ist 4%, eine Par- 
tikularlésung von (2), so gilt bekanntlich fiir eine zweite 7%, die Beziehung 
2 %1— Xi A2 = const -e?2, 

wobei die Striche Ableitungen nach @ bedeuten. Nun sind y, und damit 
zi Polynome, weshalb fiir hinreichend groBe 9 entweder x, oder Y%> Wie e?? 
anwachsen mu8, d.h. aber, daB y, jedenfalls dieses Verhalten haben muB. 
Damit ist die Lésung aus Normierungsgriinden auszuschlieBen. 


2. Potentialkugel. 


Bei der Formulierung des quantenmechanischen Eigenwertproblems 
geniigt im allgemeinen die Hermitizitatsforderung fiir den HAmILTon- 
Operator sowie die Normierungsbedingung fiir die Eigenfunktionen zur 
eindeutigen Festlegung des Lésungssystems. Das vorliegende Beispiel 
der Potentialkugel zeigt jedoch im Fall /=0 sehr deutlich, daB die ge- 
nannten Forderungen selbst bei Vorgabe einer Randbedingung (Ver- 
schwinden der Wellenfunktion auf der Kugeloberflache r= R) unter 
Umstanden nicht hinreichend sind. Dieser Mangel kann durch eine zu- 
satzliche Randbedingung (etwa die Forderung der Endlichkeit der Lé- 
sung im Nullpunkt) behoben werden, ohne daB jedoch eine derartige 
Zusatzbedingung im Rahmen der Quantenmechanik motiviert werden 
kann. Eine phystkalisch begriindete Zusatzbedingung ist jedoch die Her- 
mitizitdtsforderung fiir den Impulsoperator, und diese geniigt, wie wir nun 
zeigen wollen, zur eindeutigen Bestimmung.des Eigenfunktionssystems. 

Bilden die wu), m,,... mit u,(R)=0 die Gesamtheit der Lésungs- 
funktionen des Eigenwertproblems (d.h. eine vollstandige Basis des 
HILBERT-Raumes) und ist 


(uy, U,) = [ uy u,dt = Our, 
R 


wobei & das von der Kugel mit dem Radius R umrandete Gebiet be- 
zeichnet, so besagt die Hermitizitat der Impulskomponenten p, = = a 
usw., daB 

(uy, Ps Uy) a (Py Uy Uy) - 
Wegen der Vollstandigkeit des Systems der u, kann ,u, nach den u, 
entwickelt werden. Ersetzt man daher in der vorstehenden Gleichung 


u, durch p,u,, so gilt analog 
(Uy, p Uy) = (Px Uy, Px Uy) : (6) 


Dieselben Schliisse gelten fiir p, und p,, so daB (6) in koordinatenfreier 
Schreibweise erweitert werden kann zu 


fu® Au,dt =— f (grad uy, gradu,) dt. (7) 
& Boh: 
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Wie man sofort sieht, ist dies wegen der Randbedingung w,() =0 mit 
dem GreEENschen Satz identisch. Ersetzt man in der linken Seite von (7) 


so folgt 


(hie 2 pe? 
9 
— Vim 
E; == [\gradw,|*dz. (8) 
55 bl 
R 
Nehmen wir nun an, daB die uns besonders interessierende (normierte) 


Loésung 
1] /ho = (ko”) COS hig 
by == rs 5 ee = =|x ea (9) 


iA 


im System der u, enthalten sei, dann miiBte nach (8) 
4 2 
_ 4ah® Ouy \* 5 
Fare ar ule ees 
0 


sein. Durch Einsetzen von (9) iiberzeugt man sich leicht, daB das Inte- 
gral nicht existiert. Mithin kann w, nicht in dem Lésungssystem der u, 
enthalten sein. 

Erganzend sei noch auf das Beispiel des dreidimensionalen harmo- 
nischen Oszillators hingewiesen: Separiert man die dazu gehérige SCHRO- 
DINGER-Gleichung in Kugelkoordinaten, so existieren fiir =O zwei 
quadratisch integrierbare Lésungen, von denen die eine sich bei r=0 | 
regular verhalt, wahrend die zweite dort einen Pol erster Ordnung hat. 
Diese Lésung ist aus den angefiihrten Griinden wiederum auszuschlieBen: 
Bekanntlich gilt 


E=— > futAudr+ futVudr, 
wobei V~ 7? das Oszillatorpotential bezeichnet. Nach (7) mu8 daher 
i | 
B=, graduPdc+ futVude (10) 


sein, d.h. wegen der Endlichkeit von fu*Vu dr fihrt (10) mit der bei 
y=O0 singularen Lésung zu einem Widerspruch. 

Die benutzte SchluBweise kann stets zur AusschlieBung einer Funk- 
tion dienen, welche quadratisch integrierbar ist und im Nullpunkt einen 
Pol erster Ordnung besitzt und fiir die tiberdies [uw Au dt existiert. 

Herrn Professor FLUGGE danken wir fiir das der Arbeit entgegen- 
gebrachte Interesse. 


Marburg, Institut fiir Struktur der Materie. 
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On the Viscosity of Fluids According 
to the Kinetic Theory. 


By 
C. TRUESDELL*. 


(Eingegangen am 27. August 1951.) 


1. Introduction. 


Now that there is some re-awakened interest in the connection between 
the gross theory of fluids and that based upon molecular speculations, it 
is perhaps worthwhile to take account of the general quality of results 
which can be obtained from the kinetic theory, quite apart from details 
of averaging or methods of integration. In this note I wish to discuss 
two of the celebrated results of MAXWELL! for gases: (1) the two viscosity 
coefficients A, uw are connected by the ,,SToKEs relation“ 34+ 24 =0, 
(2) the viscosity ~ is independant of density but is proportional to the 
square root of the temperature. In the first part I draw attention in 
particular to the predominant effect of the choice of the basic definitions 
of stress and temperature—an effect so strong that in a sense one may 
say that the kinetic theory assumes rather than proves that 3A+2u=0 
or 3A+2u= 0, as the case may be. In the second part I show from 
dimensional considerations that the very idea of a molecular model for 
a fluid carries with it the assumption that both the viscosity coefficients 
depend but weakly on the density, and that only by supposing the inter- 
molecular forces very strong can we obtain any other dependence upon 
temperature than an approximate proportionality to its square root. 


PartI. The Stokes Relation. 


2. Viewpoint. 


A hydrodynamical theorem. In this part we consider only those results 
of the kinetic theory which are consistent with the NEWTON-CAUCHY- 


Poisson law . , , 
| bj = 10; — Adi; —2 04; (1) 


* This paper was prepared under Navy Contract No. N 6 onr—180, Task 
Order V, with Indiana University. 

1 MaxwELL, J. C.: Illustrations of the dynamical theory of gases. Phil. Mag. 
(4) 19, 19—32, 20, 21—37 (1860) = Papers I, 377409. See Prop. XIII. 

MaxweELL, J.C.: On the dynamical theory of gases. Phil. Trans. roy. Soc. 
Lond. (A) 157, 49—88 (1867) = Papers 2, 26—78. See p. 69 of the latter. 
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of the classical theory of viscous fluids. Here p;; is the pressure tensor, 
p is the pressure (shortly to be explained), 2 and yw are be two coeffi- 
cients of viscosity, and d} is the rate of deformation: d,; =4$(v,;+%,,), 
where v, is the velocity ae That is, our viewpoint is to suppose the 
basic law (1) already somehow derived from the kinetic theory. The quan- 
tities occurring in (1) must then have been previously expressed by 
certain definitions in terms of molecular actions. We discuss the effect 
of those definitions on the existence or non-existence of the relation 
34+2u=0. We make no attempt to consider circumstances in 
which (1) is invalid because of extraordinary gas conditions or ex- 
treme rarefaction, or is modified by the addition of higher order 
approximations. 

First, however, we take note of the meaning of the pressure ~. In 
the phenomenological theory it is usually assumed that e, the internal 
energy per unit mass, is functionally dependent upon the density @ and 
the temperature @ through a caloric equation of state: e=e(o0, O), or, 
equivalently, e=e(0, 7), where 7 is the specific entropy. The form of 
the caloric equation of state may vary from one fluid particle to another, 
or, in the case of a mixture, may depend upon the concentrations of the 
various substances, but it is independent of whatever motion the fluid 
may undergo. The thermodynamic pressure z is defined by 


Q/n 


and hence is a function of state: n=2(0, Q). The pressure # in the 
NEwTON-CAUCHY-PoIsson law (1) is usually (but not unavoidably) taken 
as the thermodynamic pressure: =z. But in general f is not equal 
to the “‘mean pressure,“ 


p™ = 443. (3) 


From (1) we have immediately a relation between the two pressures, viz. 


3(6" —p) =—GA+2u)dge=4+GA+2W 22, (4) 


where D/Dt denotes the material derivative. 


It is trivial to remark that, the fluid being supposed pei eomaiae 
if p=p™ then 34+2u=0, and conversely. We can, however, estab- 


lish a more general and interesting result, as expressed in the following 
theorem : 


4 i both the pressure p and the mean pressure p™ be functions of state, 


then in a compressible fluid obeying the basic viscosity law (1) the STOKES 
relation 34+-24=0 must hold and the two pressures are equal. To prove 
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this theorem we need only observe that if both p and pb” are functions 
of state, so also is their difference, whence bp”) —p is independent of di. 
The left side of (4) thus remains constant when d; is varied, and conse- 
quently each side of (4) must vanish independently. 


3. MAXWELL’s definivions. 
Let c; denote the velocity of the molecules relative to the mean 


motion of the gas, and let a bar denote a mean value. Then MAXWELL’s 
definitions of the pressure tensor and the temperature are} 


pis = 0 66; , (5) 
3RO=c'e,. (6) 

By (5), (3), and (6) we have 
£m =RoO, (7) 


and hence #”) is a function of state. By the theorem of § 2 follows then 
that according to MAXWELL’s definitions of stress and temperature and in 
so faras MAXWELL 's theory is consistent with the NEWTON-CAUCHY-POISSON 
viscosity law (1), if the pressure p be a function of state at all, it must 
equal the mean pressure, and the STOKES relation 32+-2u4=0 must hold. 
Consequently also by (7) we have =RQ@, so that the gas must obey 
the perfect gas law. 

Note that we have not used any definition of internal energy or of 
pressure # to obtain this result. From (5) and (6) alone it follows that 
if the gas is to obey (1) and if it is to have any thermal equation of state 
b=? (oe, OQ), then the only such equation consistent with the assumptions 
is p=Ro@, and further only the special case of (1) in which 34+ 2u=0 
is consistent with the assumptions. These facts are quite independent 
of the nature of the intermolecular force law, the collision assumptions, 
the accuracy with which various quadratures are effected, and other 
similar details which occupy the major part of works on the kinetic theory. 
It is often stated that the SToxEs relation 3A+ 20 is proved from 
the kinetic theory of monatomic gases, but the foregoing analysis shows 
that it would be more accurate to say that in accepting the notions of 
stress and temperature customarily adopted in the theory of monatomic 
gases one assumes that if such a gas be a viscous fluid at all, then it must 
obey the SToxEs relation. 

We may put the foregoing conclusion in another way: if the kinetic 
theory is to describe a viscous fluid possessed of a thermal equation of state 


Boce Eu. (63), (102), of the second memoir cited in Note 1, on p. 273. 
6 
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b=ph/(o, O), then to avoid the STOKES relation 34+ 24 =0 it must relin- 
quish one or the other or both of MAXWELL’s definitions (5) and (6). 


Now the usual discussions of the kinetic theory give the impression 
that to describe polyatomic gases it is sufficient to take rotational and 
vibrational energy! into account, but our result shows this impression 
to be false. To obtain an independent second coefficient of viscosity 
(long known experimentally? to exist for polyatomic gases), one must 
abandon either the idea that stress in a gas arises mainly through trans- 
port of linear momentum by molecular convection {definition (5)] or the 
idea that temperature is a manifestation of mean kinetic energy of trans- 
lation only [definition (6)], or both these ideas. In the rest of part I of 
this note we shall analyse the means by which various authors have 
obtained from the kinetic theory values other than. —2 yz/3 for the coeffi- 
cient 2. We omit, however, any discussion of certain heuristic or “ phy- 
sical’ arguments* not amenable to the ordinary tests of logic. 


1 MAXWELL’s original derivation of the Stoxes relation is criticised by Y. 
RocarpD, L’hydrodynamique et la Théorie Cinétique des Gaz, Paris, 1932, pp. 


54—56. While RocarpD observes that the StoxEs relation follows directly from | 


the basic definitions customarily employed, he emphasizes the definition of internal 
energy, which, as shown by the analysis in the text above, need not be used at 
all in the present connection. 

2 Need for experimental test of the SToKEs relation was pointed out by M. Smo- 
LUCHOWSKI, Sur les phenoménes aérodynamiques et les effets thermiques qui les 
accompagnent, Bull. Int. Acad. Sci. Cracovie 1903, 143—182, esp. §§ 2, 24—25, 
and by M. Brittourn, Lecons sur la viscosité des liquides et des gaz, Paris, 2 vols., 
1907, see § 30. The effect of the value of A on the absorption of sound had been 
noted earlier by J. Steran, Uber den Einflu8 der inneren Reibung in der Luft 
auf die Schallbewegung, Sitzgsber. Akad. Wiss. Wien 532, 529—-537 (1866); the 
classical result of KtrcnHorr, Uber den Einflu8 der Warmeleitung in einem Gase 


auf die Schallbewegung, Ann. der Phys. 134, 177—193 (1868) = Ges. Abh, I, | 


540—556, see § 3, which is always misquoted, contains both coefficients A and wm. 
Among those who have remarked that sound absorption measurements indicate 
that the SToKEs relation is not generally valid we cite L. MANDELSTAM and M. LEon- 
rovic, Uber die Ultraschallabsorption und iiber einige damit zusammenhangende 
optische Erscheinungen, C. R. (Doklady) Akad. Sci. SSR (2) 3 = 12, 111—114 
(1936); L. Tzsza, Supersonic absorption and SToKEs’s viscosity relation, Phys. 
Rey. (2) 61, 531—536 (1942); H.O. KNESER, Druck- und Schubviskositat in 
Gasen, Ann. Phys. (6) 6, 253—256 (1949). The subject is not closed, however, 
and in a memoir now in preparation I discuss non-linear absorption and disper- 
sion from a phenomenological standpoint. 


3 E. g. Busemann, H.: § 7 of the article Gasdynamik, Handbuch der Experi- 
mentalphysik 4, 341—460 (1931). The present paper does not attempt to analyse | 


all attempts at constructing a kinetic theory of the second viscosity coefficient; 
a brief summary is given in § 61 A of C. TRUESDELL, The mechanical foundations 
_ of elasticity and fluid dynamics, to appear in J. of Rational Mechanics a. Analysis 
I, Nos..1 a, 2 (1952). The present paper is in some respects an amplification of 
a part of this section. 


a, 
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4. ENSKOG’s definitions. 
In his theory of dense gases ENsKoG! modifies MAXWELL’s definition 
a . 3 (t) = E 
of stress. Denoting (5) by #\), Enskoc in effect puts 


(t) c) = 
bij = pis + by, (8) 


where #;; represents the rate of transfer of momentum through collisions. 
Temperature is still defined by (6), but now neither (7) nor p=Ro0 
holds, and in fact ENsKocG obtains 


p=ReO(1+ box), | (9) 


where no general expression for x is given, but for small bo there is an 
expansion 
%=1+ 300 + 0-2869 0? b? + ---. (10) 


be 


To a first approximation (9) is the VAN DER WAALS equation of state, 
providing intermolecular forces be negligible. For the viscosity coeffi- 
cients ENskoc obtains? 


w= py | : box 0-7614b 0 7\], (11) 
A+ % = 1-002 Wy x 8? G7, (12) 


where ji), the viscosity at ordinary densities, is proportional to a. 
From (11) and (12) we may show that 
ri —i+a 


heaton : where «= 


0:6012 b? 9? ¥? 
G+ Ebon? Mel 


The ratio A/u is an increasing function of bey, so that for the range 
O0< boy< ~ we get® —2/3< Aux +0-649. The value A=0 is attained 
for bo y=1-82. CHAPMAN and CowLtNG? find that (11) agrees well with 
experimental data on nitrogen at 50°C under pressures up to 1000 atm. 
The quantity bev, which they determine from experimental data, does 
not exceed the value 1-74 in the whole range of the experiments, and 
thus according to these experiments and to (13) it would take a pressure 
in excess of 1000 atm. before 2 would become positive for nitrogen at 


1 EnsKkoc, D.: Kinetische Theorie der Warmeleitung, Reibung und Selbst- 
diffusion in gewissen verdichteten Gasen und Flissigkeiten, Kungl. svenska 
Vetenskapsakad. Handl. 63, No. 4 (1922). See also Ch. 16 of S. CHAPMAN and 
T. G. Cowiinc, The Mathematical theory of Non-uniform Gases. Cambridge 1939. 

2 In the theory of dense gases constructed by RocarpD, however, the STOKES 
relation holds. See Appendice I, op. cit. Note 1, p.276. 

3 Enskoc, D.: Die durch innere Reibung und Warmeleitung verursachte 
Schallabsorption in Gasen und Fliissigkeiten. IVA 1944, 303—308 (1945). 

4 Il.c. Note 1, p. 277, see § 16. 
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50°C. From the sound absorption data of four observers! at about 
20° C and 1 atm. pressure one may obtain, however, the following values 
for the ratio A/u: —2/3,.—0-35, +-0:03, =-0:09. A kinetic theory ex- 
planation for the good agreement in ys despite values of A which are cer- 
tainly too small is that the rotational energy of the molecules may afford 
only a slight correction to , but certainly furnishes a major part of the 
value of 4. This explanation is not contradicted by the expansion (10) 
for small 69, which yields from (11) and (12), to the lowest order in be, 
the results 


= po|4 + (bo), ea 9 — = + 1-002 8 g? 


showing that at low densities ENsKoc’s formulae (which neglect ro- 
tational degrees of freedom), while affording a first order correction to p, 
give only a second order correction to 4. 


5. KOHLER’S definitions and assumptions. 


KOHLER? in his theory of polyatomic gases retains MAXWELL’s defi- 
nition (5) of stress, but modifies the definition (6) of temperature. His 
basic idea is to associate a partial temperature with each molecular 
degree of freedom, relating each partial temperature to the corresponding 
partial internal energy by equipartition. In particular, letting e and e” 
be the translational and rotational energies per molecule, he defines 


‘ Measurements of the absorption coefficient usually include the ratio k = «,/a,, 
where a, is the “classical’’ absorption coefficient of KircHHOFF under the added 
assumption that the Stokes relation holds and «, is the measured value. Let 
x, = %,-+a,, where a, is the part arising from heat conduction and «, is the part 


arising from shear viscosity only. Let /=«,/x,. Then from the original formula 
of KrrcHHorF it follows that 


AL + Ge na—y 2 

lb 3 

For the common gases 0:24 </<0:71; hence even a rather small value of k—1 
yields a positive value of A. The figures given in the text were calculated by means 
of the above formula from data given in Part III, Tables I and IV, of Rosert T. 
BEYER, A review of sound absorption in fluids, Brown University Research Analysis 
Group Report, March 1951. 

The formula written above, however, is not valid unless all quantities are 
extrapolated to zero frequency. The values of 4 given in the text are thus probably 
too small, and indeed much of the apparent agreement between the “‘classical’’ 
theory and experiment reported by some observers may be due to compensating 
errors in the theory — a fact reflected by the occasional measured values of ab- 
sorption which are Jess than the ‘‘classical’’ value. I shall set forth this matter 
in detail in a memoir now in preparation. 

2 KouLer, M.: Reibung in maBig verdiinnten Gasen als Folge verzogerte Ein- 
stellung der Energie. Z. Physik 125, 715—732 (1949). See Teil II, § 1: 
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oO”), 0, and O by 


row, s7—lrom, -— + MIT ro 


5 , 


glk 


(14) 


Ny | Go 


f being the number of rotational degrees of freedom. Thus 0) is given 
by (6). From (14) follows at once 


3 (0) — 0) + (0 — 6) =o. (15) 


KOHLER then makes four assumptions: 
I. That if «”) be put into MAXWELL’s equation of transfer, most of 
the terms may be neglected, yielding 


Dpe™ 
oc, —— = tate of change of ¢) through collisions. (16) 
ST. That* 
60 =e eo”) — 9” 
| collisions ~ a, (17) 


¢ 


where T is a “relaxation time.‘ 
III. That? 
Doe” De 
(Paina fal en 
IV. That “Nun kann man D@/Dt naherungsweise ersetzen durch die 
adiabatische Temperaturanderung bei der Volumanderung“: 
DO 2 


r= yup OU (19) 


We begin by pointing out that the first three assumptions may be 
replaced by one simpler one. For the only consequence of (16), (17), 
and (18) which KouLer actually needs to use is the single relation*® 


DO a —@") 
pore (20) 
1 This assumption is motivated by a similar result for the partial ‘‘temperatures”’ 
corresponding to the three translational degrees of freedom, derived earlier by 
Kouier from the CHAPMAN-ENSKOG second approximation (near equilibrium) to 
the distribution function of a gas composed of point molecules. 

2 This assumption is falsely explained by the statement ,,Nun werde der Unter- 
schied zwischen 9) und @ als so klein angenommen, da8 man links mit geniigender 
Genauigkeit D@()/Dt durch DO/Dt ersetzen kann“, while in fact the difference 
between @(”) and @ is completely irrelevant: in view of (14), (18) expresses the much 
less plausible assumption that the rotational and total energies for a given material 
point in the mean motion rise and fall together at about the same rate, regardless 
of their values. 

3/(20) follows by elimination among KoxLER’s equations (16c), the following 


equation, and (15b). 
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From (14), (19), and (20) Kourer’s final result follows quickly. For 
directly from (15), itself a consequence only the definitions (14), since 
MAXWELL’s definition (5) is not modified we have 


p™ = RoO 
f Y 

= Re[o + (0 -0%)| (21) 
f O- 8 


where =Ro@ is the static ideal gas pressure corresponding to 0. 
Hence by combining (19) and (20) we obtain KouLER’s formula 


pm) =p c — 2.5 _ rv, (22) 
whence he concludes [c/. (4)] that 
Zaihnes Paretd wat 


Thus KouLer’s result follows at once from his definitions (5) and (14) 
and from the two purely phenomenological assumptions! (19) and (20)- 


Let us now examine these assumptions from a phenomenological 
viewpoint. The central role of (19) in KOHLER’ analysis is plain: how 
else is the term in v' introduced? Now first, not only does (19) follow 
from the assumption that the entropy of each particle remains constant, 
but conversely, since ¢ ~ O and p=Ko@, it follows directly from (19) 
and from ordinary thermodynamics that each material point in the mean 
motion is moving isentropically. That is, (19) is equivalent to isentropic 
motion. From the energy equation follows then (the thermal conduc- 
tivity x being approximated as constant) that 


®O+2V70=0, (24) 


where ®-is the dissipation function. The assumption (19), in reality 
suitable only for quasi-static processes, can hold only for the very special 
class of motions satisfying (24). Since ® > 0 and x >0, the temperature 
@ is a subharmonic function, and hence in these motions the greatest 
temperature must always be found on the boundary, while the equations 
of gas flow should certainly be general enough to describe the motion 
of a warm gas forced through cold bounding surfaces. But more serious 


1 That (19) is purely phenomenological in character becomes evident if we 
write numerical coefficient in the form 1—y, where y is the ratio of specific heats. 
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than this is the ad hoc character of (19): its introduction avoids the 
necessity of deriving the basic law (1) from the kinetic theory framework. 
This derivation, which should be the first step in any theory of viscosity, 
has apparently never been accomplished for polyatomic gases. 


The assumption (20), [which we have already remarked to be a con- 
Sequence of KOHLER's assumptions (16), (17), (18)], or its equivalent 


DO ~=—s- @- 9 
Dae es (25) 


is of the nature of a simple law of diffusion. The meaning of 1 as a re- 
Jaxation time appears clearly from the two following special cases: if 


DO”/Di=0, then 
0= 00+ (0,—0) el, (26) 


while if DO™/Dt—0, then 


0=0+4(0,—OM)e I, (27) 


That is, if the rotational energy carried by a material point of the mean 
motion remain constant, the temperature at that point must in time 
either increase or decrease! steadily beyond all bounds, while if the trans- 
lational energy remain constant, then 9 0) and hence by (15) it fol- 
lows that 0") + 0” also. If one considers the past instead of the future, 
the two conclusions are interchanged. 


Now the conditions just considered as examples are in themselves 
not unnatural. They are easiest illustrated, however, by certain extreme 
cases. If the gas molecules are smooth rigid spheres not initially in rota- 
tion, we shall have 0”) — 0 always, but from KOHLER s results (45) and (26) 
we should then conclude 0” = (1+ 4/)@ and O— oo, so that the mole- 
cules occupying any given material point would have to move faster and 
faster on the average. If, on the other hand, each molecule were set 
spinning without translational motion, from the laws of mechanics it 
follows that there would be no collisions, each molecule would conserve 
its own angular velocity, and hence 0) =0, 0 =const., but from (27) 


follows 0” = (1 a =} @->0, so that all molecules would slow down. In 


these extreme cases, then, KoHLER’s assumptions contradict the laws of 
mechanics. 


1 It is possible that O(*) >O, since by (15) we have 


oO) — (: + t) @ when 0”) =o. 
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An objection based solely upon the foregoing extreme cases would 
not be strictly just; such an objection would be partly analogous to 
LOSCHMIDT s incorrect criticism of the BortzMaANN H-theorem in that 
the extreme cases refer to specially ordered situations which are really 
excluded in the formulation of BoLTzMANN’s integro-differential equa- 
tion. However, KouLEr’s results are not derived from any rigorous gas 
theory, being founded in part on heuristic considerations to which the 
type of special argument just given would seem applicable. In any case 
the irreversibilities indicated in general by (26) and (27) are not related 
to any experimentally known or physically plausible phenomenon. 


We have seen that KoHLER’s equation (20) leads to rather dubious 
conclusions, and thus his derivation of a second coefficient of viscosity 
cannot be accepted. The fault no doubt lies in the mixing of kinetic 
theory arguments with phenomenological assumptions [especially (19)]. 
His final result (23), however, is in itself plausible enough and may pos- 
sibly be derivable in another way. The objections given above apply 
a fortiori to KOHLER’s analysis of viscosity arising from combined rotation 
and vibration of the molecules!. The subject is difficult. Apparently 
no systematic rigorous kinetic theory of polyatomic gases yet exists. 


6. On the definitions of temperature and pressure. 


Professor H. GRAD has pointed out to me that one may consider two 
possible definitions of pressure as well as of temperature, as follows: 


= f 3 . 
PIO, BU) peste Ae OM, £) = Ro O®, p9=Roed, (28) 


where / is now the total number of degrees of freedom of a molecule. 
If we retain MAXWELL’s definition (5) of stress, then p“)—~™). There 
are now four possible pairs of definitions, leading to the consequences 
indicated in the following table (in which it is assumed f >3, so that 
the gas is polyatomic): 


PX) 3A+2u=0 3A+2u>0 
No caloric equation of state No caloric equation of state 
XO) 3A+2u=0 . 3A+2u>0 
Caloric equation of state Caloric equation of state 


don pi city Lei dl, r§r2) 


On the Viscosity of Fluids According to the Kinetic Theory. 283 


From this table it appears that of the four possibilities only the one 
actually adopted by KOHLER can give us both two independent coeffi- 
cients of viscosity and a caloric equation of state. 

In reality, however, entirely too much (as in several other aspects 
of the kinetic theory) has been made a matter of mere definition. The 
definitions just discussed force the kinetic theory to yield us willy-nilly 
either a perfect gas or something very like it, whatever may be the mole- 
cular distribution, while in fact a careful kinetic theory treatment should 
tell us when a fluid composed of molecules may be regarded as a perfect 
gas and when it may not. Let us therefore consider whether definitions 
of the type (28) are physically reasonable. 

First, does the kinetic energy of internal degrees of freedom affect 
the temperature ? Consider a vessel of polyatomic gas whose temperature 
is to be measured by a gas thermometer whose thermometric fluid is a 
monatomic gas (point molecules). 


Case I. Both sets of gas molecules are at rest initially, but motion 
is started by applying a twist to each molecule (say by a magnetic field). 
Since there is no translatory motion, the polyatomic molecules never 
strike the walls of the gas thermometer, which thus continues to read 
Q=0. While this example would indicate that rotational degrees of 
freedom do not contribute to temperature, it refers to a specially ordered 
situation, and thus may be discarded as irrelevant. 

Case II. The polyatomic gas is initially in motion, and the gas ther- 
mometer is then introduced. 2 

Case IIA. The wall of the gas thermometer is a flexible, impermeable, 
but smooth membrane. Then the vibrational motion of the polyatomic 
molecules can be transferred by impacts on the wall in part into trans- 
latory motion of the molecules of the gas thermometer, but the rotational 
motion cannot. Hence rotational energy of the molecules does not 
contribute to the temperature. 


Case IIB. Same as IIA, except that the wall of the gas thermometer 
is rough. Then the wall is deformed laterally by impacts of the spinning 
molecules, and since it is also deformed inward, some of its lateral motion 
can be converted into translatory motion of the molecules in the gas 
thermometer. Hence both translational and rotational energies contri- 
bute to the temperature. 

The foregoing ideal situations indicate the difficulty of deciding 
_ whether the energy of internal motions affects the temperature at all. 
Supposing, however, that it does, there is no valid reason to assume 
linear relations of the type (14). These expressions are indeed motivated 
by the classical equipartition theorem, which refers in the first place 
only to degrees of freedom which enter the HAMILTONIAN quadradically, 
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but secondly, applies only to equilibrium, not to a streaming gas or to 
a gas at a bounding wall, and hence can give us little or no information 
about an actual thermometer reading. 

The proper definition of pressure in a gas in motion is even more 
difficult to reach by physical considerations. 

Similar difficulties occur in the rational foundation of thermodyna- 
mics. As was remarked long ago by Grpss, the complete theory is diffi- 
cult to formulate logically in terms of pressure and temperature, but 
much easier in terms of energy and entropy. The same is true in prin- 
ciple in the kinetic theory. The internal energy is given directly by the 
structure of the molecules, and is the most natural quantity of the whole 
theory. For a polyatomic gas, the molecular distribution function is a 
function of the internal parameters of the molecules, and in averaging 
there must be integrations with respect to these also. The specific entropy 
7, is then given by BoLTzMANNs definition 


n = — kiogf. (29) 


We then have a perfectly definite, though difficult, mathematical prob- 
lem: for a given molecular model in a given state of flow, does there or does 
there not exist a caloric equation of state e=e(y, 0)? If the answer be 
negative, we must not expect there to be a temperature in the thermo- 
dynamic sense, for the gas does not constitute even locally a thermo- 
dynamic system. If the answer be positive, pressure is defined by (2), 
temperature by O=(@e/@y),, and all thermodynamical relations are 
valid for the streaming gas. Solution of the problem just posed, however, 
requires facing up to the appropriate BOLTZMANN equation, which most 
writers on the kinetic theory try to avoid. Although MAXWELL was able 
to answer this question positively for monatomic gases in the neighbor- 
hood of equilibrium, so that from this viewpoint his formula (6) for the 
temperature is derivable as a theorem, rather than to be assumed as a 
definition, it does not seem likely that evasions like (14) can give a satis- 
factory solution for polyatomic gases. 


Returning once more to the work of KOHLER, we must note that the 
remarks of this section concerning the actual reading on a thermometer 
are not strictly relevant to the discussion of his definitions. He does 
not intend that any of his “temperatures” 0, 0, @” represent phys- 
ically measurable quantities; rather, they are simply parameters to aid — 
in an approximate description of non-equilibrium configurations, and 
his assumptions are to be tested indirectly by their quantitative con- 
sequences in gas dynamics and acoustics}. 


1 I am obliged to Professor Konter for a personal communication to this 
effect. 
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7. The definitions of BorN and GREEN and of KirKwoop. 
In their theories of transport processes, both Born and GREEN! and 
KiIRKWooD? add to the MAXWELLIAN stress (5) a second part #\) depend- 
ing upon the intermolecular forces: 


big = Pi) + BH? , (30) 
while retaining MAXWELL ’s definition (6) of temperature. The momentum 
transfer stress pi) predominates in the gaseous state, while in the liquid 
state, toward which both theories are especially directed, the intermole- 
cular stress pi is the greater. Both theories as actually formulated neglect 
internal molecular degrees of freedom, and hence are to be considered 
appropriate to monatomic fluids. The results of BorN and GREEN, besides 
being expressed in a most awkward and but meagrely explained dyadic 
symbolism, are presented in a highly condensed form, miserly of print 
but spendthrift of the reader’s time and effort. I am not sure I fully 
understand their assumptions. They employ distribution functions for 
pairs, triples etc., of molecules, but apparently it is the stress and tem- 
perature derived from the ordinary distribution function for single mole- 
cules which they regard as indentifiable with gross observables. They 
do attack a problem analogous (7.e. for monatomic liquids rather than 
for polyatomic gases) to that stated at the end of § 6, obtaining a positive 
result in the form of quite general equations of state?. 


The definitions of BORN and GREEN are thus sufficiently general for 
them to obtain two independent coefficients of viscosity, vet their result 4 
implies the STOKEs relation. How can this be? The reason, I believe, 
may be found in the details of their method of integrating the BOLTZMANN 
equation. This method, which I am unable to distinguish from that of 
M. BritLourn®, consists in assuming that the distribution function may 
be expanded in a series in the quantities p, v;, 0 and f; (/; being the 
extraneous force field) and their space derivatives of all orders, which is 


1 Born, M., and H. S. GREEN: A general kinetic theory of liquids. I. The mole- 
cular distribution function. Proc. roy. Soc. Lond. (A) 188, 10—18 (1946). II. Equili- 
brium properties. Proc. roy. Soc. Lond. (A) 189, 103—117 (1947). III. Dynamical 
properties. Proc. roy. Soc. Lond. (A) 190, 456—474 (1947). IV. Quantum mechanics 
of fluids. Proc. roy. Soc. Lond. (A) 191, 168—181 (1947). The kinetic basis of 
thermodynamics. Proc. roy. Soc. Lond. (A) 192, 166—180 (1948). V. Liquid He IT. 
Proc. roy. Soc. Lond. (A) 194, 244—258 (1948). A General Kinetic Theory of 
Liquids. Cambridge 1949. 

2 KirKwoop, J. G.: The statistical mechanical theory of transport processes. 
J. chem. Phys. 14, 180—201 (1946). See eq. (26). 

Bens Chee Lie 99 Os, 0,009 

4 Op. cit. I1l, eq..-(4:12): 

5 Brittouin, M.: Théorie moléculaire des gaz. Diffusion du mouvement et 
de Venergie. Ann. Chim. (7) 20, 440—485 (1900). 
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arbitrarily arranged in order of increasing combined order and degree of 
derivatives. This being done, stress may be determined by integration. 
Now they Jist! among the variables which may occur both the deviator 
and the trace of d,,; in the form they actually asswme for the second 
approximation?, however, only the deviator and not the trace occurs. 
From (4) it is then evident that 2 can then have no other value than 
—2y/3. Had Born and GREEN added a term p oportional to the trace 
of d;; in their assumed expansion, it seems possible that they might have 
obtained the full expression (1) with an independent value of A. 


It is to be hoped that the SroxeEs relation is not inherent in BORN 
and GREEN s theory, since from the experimental data even for monatomic 
liquids? it is not certain that 32+ 2u—0. The foregoing remarks indi- 
cate, however, the inaccuracy BRILLOUIN s method of treating the BoLtTz- 
MANN equation, a method tantamount to assuming the general form* 
of stress and heat flux expansions in advance. If the general form be 
correctly stated, then indeed this method can give numerical values for 
the coefficients, but the method itself is rather an interpolation than an 
integration method and cannot check the completeness and generality 
of the forms themselves, not to mention conditions for their validity. 


In their quantum theory of liquids®> Born and GREEN obtain a static 
pressure different from the mean (‘kinetic’) pressure. It is difficult 
to see, however, how this can be regarded as primarily a quantum effect, 
since by (4) it is equivalent to 3A-+ 2u = 0, while in CO, and NO, at 
S.T.P., where surely no quantum effects are significant, experimental 
data® indicates A~100u. 


The observations of the three previous paragraphs seem to be borne 
out by the theory of KrrKwoop. Starting from assumptions and defi- 
nitions which are quite similar to those of Born and GREEN, but using 
a different and more scrupulous method of approximate solution, KirK- 

1 The trace of d;; is the quantity called b in the list (4.1) of op. cit. III. 

Ay Open eLLEweqy (4i2)¢ 

3 It is sometimes stated that experimental data on sound absorption in mon- 
atomic liquids (Hg, liquid He above the 4 point, liquid A) confirms the SToKEs 
relation, The experimental data (e.g. BEYER, 1. c. footnote 1, p. 278, see part IV A) 
seem to me to indicate a value not far below A=o in all three cases. There is also 
the possibility of compensating errors mentioned in footnote 1, p. 278. 

4 In C. TRUESDELL, A new definition of a fluid. II. The MaxweELiIaNn fluid, 
J. Math. pures appl. (9) 30, 111—155 (1951), it is shown that this method ofexpansion 
may be applied directly to the theory of fluids considered as continuous media, 
thus determining the general form of stress and heat flux even for anisotropic 
fluids, to any approximation desired. _ 

© OD ie Gitwel View Sedo: Vigu S03, 

® Cf. L. Tisza, op. cit. footnote 2, p. 276. 
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woop, Burr, and GREEN! obtain an explicit formula for 2+ 24/3, 
expressed as a definite integral in terms of the radial distribution func- 
tion. There is no indication whatever that this integral should vanish 
except in the gaseous state when intermolecular forces are negligible. 
Since there is divergence in theory and uncertainty in experimental 
data as to whether the Sroxkes relation holds in monatomic liquids, it 
is most desirable that precise measurements of sound absorption and of 
acoustical streaming be taken for as many such liquids as possible. 


8. IRVING and K1RKWoOD's definitions. 

The very general definitions of Irvinc and Krrkwoop? do not fall 
within the scope of the present note, since they deal with general® en- 
sembles in phase space and their definitions of stress and internal energy 
refer to phase averages. These authors do not discuss the thermo- 
dynamics of media in motion (apart from the general energy transport 
equation), nor do they define temperature except for a system in equili- 
brium. The only pressure they introduce is the mean pressure p), 
There is no doubt, however, that their results can ultimately be applied 
to the theory of viscosity. 


Part II. The dependence of viscosity on state. 
9. A dimensional formula and its consequences. 


The very nature of the NEwton-CAucuHy-Polsson viscosity law (1) 
implies that ~ cannot depend upon the motion of the fluid, but must at 
most depend upon @ and 9. The relation ~= (0, O) will be determined 
by whatever dimensional constants the fluid possesses. These are the gas 
constant R (or some other standard entropy), the molecular mass m, 
the molecular diameter o, and, possibly, a constant K of the dimensions 
of force. The last, K, does not occur in the models consisting of point 

_ molecules or rigid spheres, but does occur in a law of central forces, 
_ SUTHERLAND’s model, etc. Hence 


z= Ty, On Bs thy Bt) ne - (31) 


1 Kirkwoop, J.G., F. P. Burr and M.S. Green: The statistical mechan- 
ical theory of transport processes. III. The coefficients of shear and bulk vis- 
cosity of liquids. J. chem. Phys. 17, 988—994 (1949). Correction 18, 901—902 
(14950). See eq. (45) as corrected. 

2 IrvING, J., and J. Kirkwoop: The statistical mechanical theory of transport 
processes. IV. The equations of hydrodynamics. J. chem. Phys. 18, 817—829 
mg ae is one way, however, in which approximations may have been intro- 
duced unawares: 6-functions are employed in a purely formal manner which may 
not be justifiable except for a class of especially smooth distributions. I owe this 
observation to Professor GRAD. 
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or, in dimensional form, . 
M M L2 ML 
g eat 2 
(PM) 9. te: gag ML, ar] =o (32) 
Since this relation connects seven quantities composed of four funda- 
mental units, it must reduce to one connecting 7—4=3 dimensionless 
ratios: 


Mo m is ae 
lesrae ote le . (33) 
Hence the only possible type of formula for the viscosity is? 
-—™ Ro 00° Ko 
aie i( mm’? mRO]" G4) 


From this result we draw certain general conclusions. First, in any 
model where the nature of the intermolecular forces can be neglected 
even at collisions, the dependence of viscosity upon temperature cannot 
follow any other law than u ~ ye. For example, no other dependence of 
viscosity on temperature is possible in gas model consisting of rigid 
spheres, since in the specification of this model no such force constant 
as K occurs. Enskoc’s formula (11), based upon the hypothesis of rigid 
spheres, is of precisely this type: 

inde BOSE (35) 
the function / being dimensionless and the VAN DER WAALS constant b 
being of the dimensions of o?/m. To obtain a viscosity which is a decreas- 
ing function of temperature, as in a liquid, it is necessary to let the 
effect of intermolecular forces predominate over that of pure momentum 
transfer. 

Second, the ratio @o3/m is essentially that of the effective volume of 
the molecules to the volume of the space occupied by the fluid. Now 
unless there be some special reason for the function f in (34) to be extra- 
. ordinarily sensitive to small variations of its first argument, the depen- 
dence of viscosity on density in any ordinary conditions of fluid flow 
will be weak. For ina gas go0°/m < 1, so that (34) becomes approximately 


=A71Re (1432), (36) 


1 The formula derived here is not to be confused with an old result of RAYLEIGH, 
according to which an inverse nth power intermolecular force law yields a viscosity 


varying as the (+ 3)/(2m — 2) power of the temperature, providing the viscosity — 


be assumed at the outset to be proportional to a product of powers of mass, random 
velocity, and intermolecular force. Lord RayLrrcH: On the viscosity of argon as 
affected by temperature, Proc. Roy. Soc. Lond. 66, 68—74 (1900); H. LancHaar, 
Dimensional Analysis and Theory of Models, see Example 8, pp. 41—42. New York 
a. London 1951. 
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where A and B are nearly constant dimensionless functions of Ko/mRO, 
and thus the density term appears as a small correction even for large 
percentage changes in density. In a liquid, however, the argument just 
given no longer applies at all, but in ordinary flow conditions the density 
is nearly constant, so again the dependence of viscosity on density may 
be neglected. These conclusions fail for a highly compressed gas or for 
a liquid subjected to extreme pressures, and of course a great change in 
viscosity may be expected to accompany a change of phase. 

For gas dynamics, however, we may with confidence employ for all 


gases the formula 
ye) Ee: 


o2 


A 
j 


, (37) 


_ where « is approximately a dimensionless constant, more accurately a 
nearly constant dimensionless function of go0?/m and Ko/m RO. For the 
dynamics of liquids the more elaborate formula 


lt 


ae a a ee 


pao E815) (8) 


is required, where « is approximately a dimensionless constant and / is 
a dimensionless function. 

Finally it may be noted that from the various constants R, m, o, K 
it is impossible to form a constant having the dimension T. This property _ 
is common to the kinetic and to the continuum theory of that fluid which 
I have called the StoxesrAn fluid}, in which theory a necessary and 
sufficient condition for the viscosity coefficients of all orders to be inde- 


nt of pressure (or density) is p=p™. 


“T Trugspate, : A new definition of a fluid. I. 2 Be J. Math 
m1 pl. (9 29, 215—244 (1950). | PRG” Sa i é 
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Zeitschrift fiir Physik, Bd. 131, S. 290—304 (1952). 


Eine strenge Formulierung 
des klassischen Beugungsproblems. 
Von 
H. HOnt, Freiburg i. Br. 
Mit 1 Figur im Text. 


(Eingegangen am 1. Oktober 1951.) 
Dem Andenken ARNOLD SOMMERFELDs gewidmet. 


Im Jahre 1896 hat A. SoMMERFELD mit der Behandlung der Lichtbeugung an der 
vollkommen leitenden Halbebene das erste Beispiel eines streng losbaren Beugungs- 
problems gegeben (Methode der verzweigten Lésung der Wellengleichung auf einer 
zwei- bzw. p-blattrigen RremMaNNschen Flache). Die mathematische Eleganz, mit 
der SOMMERFELD das Problem gemeistert hat, ist seitdem in ahnlichen Fallen 
nicht wieder erreicht, geschweige denn iibertroffen worden. Eine Ubertragung der 
SOMMERFELDschen Methode auf die Beugung am Spalt ist bis heute nicht mdglich 
gewesen. Dagegen hat K. SCHWARZSCHILD (1902) im AnschluB an die SOMMER- 
FELDsche Untersuchung eine fiir alle Spaltbreiten konvergente Reihenentwicklung 
angegeben, durch welche das Problem der Lichtbeugung am Spalt wenigstens im 
Prinzip gelést wird, obwohl das Verfahren praktisch nur fiir Spaltbreiten, welche 
eine hinreichend groBe Zahl von Wellenlangen enthalten, verwendbar ist. Eine 
im mathematischen Sinne strenge Beugungstheorie (unter Zugrundelegung der 
skalaren Wellengleichung) fiir beliebig gestaltete Offnungen haben erst in jiingster 
Zeit (1947) LEvINE und SCHWINGER gegeben. Diese auf der Verwendung der 
GREENschen Funktion basierende Methode (welche auf die Lésung einer Integral- 
gleichung hinauslauft) hat SOMMERFELD in dem letzterschienenen Optik-Bande 
seiner ,,Vorlesungen tiber theoretische Physik‘‘ auf die Spaltbeugung 
: angewandt. 
Die vorliegende Untersuchung behandelt das klassische Beugungsproblem mittels 
Fourier-Darstellung der Wellenfunktion auf einem, wie uns scheint, noch direk- 
terem Wege. Die mathematische Formulierung des Problems fiihrt auf zwei simul- 
tane Integralgleichungen fiir beliebig gestaltete Spaltéffnungen des ebenen Beu- 
gungsschirmes, Es werden insbesondere die Abweichungen von der K1RcHHOFFschen 
Theorie der Beugung diskutiert. (Die anschlieBende Fortsetzung der Arbeit 
behandelt speziell die Beugung am Spalt?.) 


1, Einleitung. 


Von H. ScHEFFERs? ist die sch6ne Bemerkung gemacht worden, daB 
das HuyGcuens-Kircuuorrsche Prinzip der Elementarwellen fiir die 
Theorie der FRAUNHOFERschen Beugungserscheinungen entbehrlich sei 


1 Die Trennung des speziellen Teils der Untersuchung von dem allgemeinen 


ist nur aus d4uBeren (redaktionellen) Griinden erfolgt. (Siehe die unmittelbar 
folgende Arbeit.) 


* ScuerFers, H.: Ann. Phys. (5) 42, 211 (1942). 


Eine strenge Formulierung des klassischen Beugungsproblems. 291 


und durch das Fouriersche Integraltheorem ersetzt werden kénne. 
Hiernach laBt sich in der klassischen Beugungstheorie des Lichts die 
Verwendung der bekannten, auf dem GreEENschen Satze basierenden 
KircuHorrschen Integraldarstellung des HuyGHENSschen Prinzips all- 
gemein vermeiden; in mathematischer Hinsicht bedeutet dies, daB die 
Lésung der (skalaren) Ausbreitungsgleichung fiir die Lichterregung nicht 
nach Kugelwellen (HuyGHENssche Elementarwellen), sondern nach 
ebenen Wellen entwickelt werden soll. Das HuyGHuEenssche Prinzip der 
Elementarwellen kann somit durch den Fourrerschen Lehrsatz ver- 
treten werden — ganz ebenso, wie die NEwronsche These der spektralen 
Zerlegbarkeit des Lichts vom Standpunkt der Wellenoptik in diesem 
Theorem vollstandig aufgeht. 

So einleuchtend und iiberzeugend diese Bemerkung ist, so enthalt 
sie in der von SCHEFFERS dargebotenen Darstellung doch noch wesent- 
liche Liicken. Fiillt man diese Liicken folgerichtig aus, so erweist sich 
die Entwicklung der Lichterregung nach ebenen Wellen der KtrcHHOFF- 
schen Darstellung nicht nur etwa im Ergebnis als gleichwertig, sondern 
sogar als entschieden tiberlegen; sie fiihrt, wie im folgenden gezeigt werden 
soll, bei Zugrundelegung der skalaren Wellengleichung 4u-+ k? 1=0 
in sehr einfacher Weise zu einer strengen Formulierung des klassischen 
Problems der Beugung einer einfallenden ebenen Welle an einer oder 
mehreren Offnungen eines ebenen Diaphragmas. — SCHEFFERS ver- 


-zichtet darauf, die Lésung der Wellengleichung fiir die Lichterregung 


auch fiir denjenigen Halbraum, der die (im Unendlichen gelegene) Licht- 
quelle enthalt, in FourrERscher Weise anzusetzen. Tut man dies und 
halt man im iibrigen vorldufig an der KiRcHHOFFschen Annahme! fest, 
daB die Lichterregung an den offenen Stellen des Diaphragmas (in der 
Ebene desselben) dieselbe ist, wie wenn der Beugungsschirm nicht vor- 
handen ware, so sieht man zunachst, daB die beiden Lésungen vor und 
hinter dem Beugungsschirm nicht die genauen analytischen Fort- 
setzungen voneinander sein kénnen. Dies ist natiirlich ein Hinweis 


- darauf, daB die KircHHoFFsche Annahme nicht genau zutreffen kann. 


| 
| 


i i a. 


Die Fourtersche Darstellung 14Bt nun aber nicht nur die Art der Un- 
stetigkeit im analytischen Verhalten der so gewonnenen Naherungs- 
lésung in der Ebene des Diaphragmas leicht tibersehen, sondern fihrt 
dariiber hinaus auch dazu, den KircHHoFFschen Ansatz derart abzu- 
andern, daB die fiir die Halbraume zu beiden Seiten des Diaphragmas 
angesetzten Lésungen die genauen analytischen Fortsetzungen vonein- 
ander sind und im iibrigen die weiteren analytischen Bedingungen fir 
die Lésung der Wellengleichung, d.i. die Randbedingung auf dem Schirm 
und die SomMERFELDsche Ausstrahlungsbedingung, durchweg erfiillt sind. 


1 KIRCHHOFF, G.: Gesammelte Abhandlungen. Leipzig 1891. Siehe auch KircH- 


HOFFs Optik, 2. Vorlesung; Born, M.: Optik, § 46. Berlin: Springer 1933. 


20* 


999 H. HONL: 


Die hier gegebene Liésung des Beugungsproblems ist zunachst an 
die skalare Wellengleichung gebunden. Als Randbedingung am Schirm 
wird man das Verschwinden der Wellenfunktion w selbst oder ihrer 
Ableitung @u/@n in Richtung der Normalen des Beugungsschirmes vor- 
auszusetzen haben. Der letztere Fall entspricht z.B. der Reflexion und 
Beugung einer akustischen Welle an einer schallharten und schall- 
undurchlassigen (im tibrigen unendlich diinnen) Wand. Ein wichtiger 
Fall der Beugung elektromagnetischer Wellen an vollkommenen, unendlich 
diinnen elektrischen Leitern wird aber hierdurch mitumfaBt: Die Beu- 
gung einer optischen Welle am geradlinigen Spalt. Hierbei kann man 
bekanntlich! wegen der Symmetrieverhiltnisse des Problems im Falle 
der Randbedingung «=O die Wellenfunktion u mit der parallel zu den 
Spaltrandern schwingenden elektrischen Feldstarke des optischen Wellen- 
feldes, bei der Randbedingung éu/énu=—0O dagegen mit der ebenso 
schwingenden magnetischen Feldstarke identifizieren. Bei einer unter 
einem beliebigen Einfallswinkel auf den Spalt auftreffenden ebenen 
optischen Welle (Einfallsebene senkrecht zum Spalt) von beltebigem 
Polarisationszustande laBt sich das Wellenfeld somit stets nach diesen 
beiden ,,Hauptfallen‘ zerlegen; im allgemeinen wird das gebeugte Licht 
daher einen veranderten Polarisationszustand aufweisen. In der un- 
mittelbar folgenden Fortsetzung dieser Arbeit soll die Beugung des 
Lichts, bzw. HErTzscher Wellen von beliebiger Wellenlange, durch einen 
Spalt als wichtigste Anwendung der allgemeinen Theorie behandelt 
werden. In TeilI der speziellen Ausfiihrungen beschranken wir uns 
auf den Fall der Randbedingung «~=0, in einem folgenden zweiten 
Teile soll die Randbedingung 0u/éu=0 behandelt werden; beide Falle 
zusammen bilden die Grundlage fiir die Untersuchung der Polarisation 
des gebeugten Lichtes, wie wir ebenfalls in der Fortsetzung dieser Arbeit 
ausfiihren werden. (Auf die Beugung an der vollkommen leitenden 
Halbebene hoffen wir bei spaterer Gelegenheit eingehen zu kénnen.) 


Es sei besonders darauf hingewiesen, daB bei der vorliegenden 
Beugungstheorie die Unterscheidung zwischen den von den Offnungen 
ausgehenden, die Beugungserscheinungen hervorrufenden Rawmwellen 
und den sich langs des vollkommen leitenden Diaphragmas ausbrei- 
tenden (in unserem Falle stehenden) Oberfldchenwellen eine wichtige 
Rolle spielt. Die Verhaltnisse sind hier sehr ahnlich wie bei den von 
SOMMERFELD bei der Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in der 
drahtlosen Telegraphie eingehend untersuchten Vorgangen. 


In den letzten Jahren sind von mehreren Autoren strenge Lisungen 
des Beugungsproblems fiir spezielle Falle angegeben worden. So haben 


1 Vgl. z.B. SoMMERFELD, A.: Vorlesungen iiber theoretische Physik, Bd. 4 
(Optik), § 38. 
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LEVINE und SCHWINGER!, ebenfalls fiir die skalare Wellengleichung, 
eine Methode entwickelt, welche auf der Verwendung der GREENschen 
Funktion beruht und zur Aufstellung einer Integralgleichung fiihrt, der 
die Wellenfunktion zu geniigen hat. Die Autoren behandeln auf diesem 
Wege die Beugung skalarer ebener Wellen an einer kreisfOrmigen 
Offnung?, wahrend SoOMMERFELD in seinen ,, Vorlesungen iiber theoretische 
Physik*‘ dieselbe Methode auf die Beugung elektromagnetischer Wellen 
am Spalt anwendet. Im Gegensatz zu dem Ansatz von LEVINE und 
SCHWINGER sowie von SOMMERFELD vermeiden wir die Verwendung der 
GREENschen Funktion der Wellengleichung und kniipfen statt dessen 
unmittelbar an die Fourtersche Darstellung des Wellenfeldes an. Die 
Forderungen der Randbedingung sowie des analytischen Verhaltens der 
Wellenfunktion in der Offnung fiihren hierbei auf zwei simultane Integral- 
gleichungen fiir eine geeignet zu definierende FourtER-Transformierte 


des Wellenfeldes, wahrend die Ausstrahlungsbedingung automatisch. 


erfiillt ist. Da sich die Integralgleichungen fiir den geradlinigen Spalt 
bei einem geeigneten Reihenansatz fiir die Wellenfunktion in einfacher 
und tibersichtlicher Weise ohne erheblichen Rechenaufwand befriedigen 
lassen, wobei wir ganz von selbst auf den von SOMMERFELD auf funk- 
tionentheoretischem Wege erschlossenen Ausdruck fiir die Wellen- 
funktion innerhalb der Offnung zuriickgefiihrt werden, so mag eine aus- 
fiihrlichere Mitteilung unserer Methode und der mit ihr erzielten Ergeb- 
nisse (in der Fortsetzung der Arbeit), die sich im iibrigen mit denjenigen 
SOMMERFELDs nicht vdllig decken, gerechtfertigt sein. Es ist besonders 
hervorzuheben, daB unsere Reihenentwicklhing (im Gegensatz zu der- 
jenigen SOMMERFELDs) prinzipiell fiir beliebige Spaltweiten 6 giiltig 
bleibt, obwohl wir ebenso wie SOMMERFELD die Koeffizientenberechnung 
nur fiir den schnell konvergenten Grenzfall des ,,engen Spaltes“ kb< 1 
(k = 2z2/A) explizite durchgefiihrt haben; daB sich aber andrerseits auch 
der Ubergang zum KrrcHHorrFschen Grenzfall des ,,breiten Spaltes* 
kb>>1 einfach iibersehen 148t. In historischer Hinsicht mdge noch 
‘erwahnt werden, daB unsre Untersuchung (ebenso wie die SOMMERFELD- 
sche) als eine Weiterfiihrung bzw. Ergaénzung zu einer schon mehrere 
Jahrzehnte zuriickliegenden Arbeit von K. SCHWARZSCHILD 4 , Wie Beu- 
gung und Polarisation des Lichtes durch einen Spalt“ angesehen werden 
darf, in der zwar die Konvergenz einer bestimmten, im Grenzfall des 
breiten Spaltes rasch konvergenten Reihenentwicklung fiir beliebige 
Spaltbreiten in Strenge bewiesen, aber keine ausgefiihrten Rechnungen 
1 Levine, H., u. J. ScHwInGER: Phys. Rev. 74, 958 (1948); 75, 1423 (1949). 


2 Man vgl. auch H. Betue [Phys. Rev. 66, 163 (1944)], sowie J. MEIXNER 
[Z. Naturforschg. 3a, 895 (1948)]; beide Autoren behandeln die Beugung an der 


\ 


kreisférmigen Blende vom elektromagnetischen Standpunkt. : as 


3 SOMMERFELD: l. c. 
4 ScHWARZSCHILD, K.: Math. Ann. 55, 177 (1902). 
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fiir den dem Kircuuorrschen Fall entgegengesetzten vorwiegend inter- 
essierenden Fall des engen Spaltes mitgeteilt worden sind}. 

Endlich mége noch betont werden, daB experimentelle Unter- 
suchungen iiber die Beugung elektromagnetischer Zentimeter- und 
Meterwellen an metallisch leitenden Spalten von bequem zu hand- 
habenden Dimensionen sowohl von groBem praktischen wie auch von 
groBem theoretischen Interesse waren. 


2. Vorbereitendes. 
Darstellung des Wellenfeldes durch FOURIERsche Integrale. 


Es sei das Diaphragma, in dem sich eine oder mehrere Offnungen o 
befinden mégen, in der z-Ebene gelegen; in ihr werde ein beliebiger 
Punkt zum Nullpunkt des Ko- 
ordinatensystems x,y,z gewahlt 
(etwa innerhalb der Offnung, s. 
063, 7 Fig.1), die zu x, y gleichorientier- 
ten Koordinaten in der Ebene des 
Schirmes mégen andrerseits durch 
&,7 bezeichnet werden. Aus dem 
unteren Halbraum z< 0 falle eine 
ebene Welle 


Uy = eth (% x +Bo + Yo 2) (2.1) 


iS) 


&0, Ba, Po 


mit den Richtungscosinus a, fo, 


yo und der AusbreitungsgréBe 


Fig. 14. Normalenrichtung der einfallenden und k = 27 A ell (A = Wellenlange). 
gebeugten Welle. Von der Wellenfunktion u, welche 


die vollstandige Beschreibung von 
Reflexion ,und Beugung erméglichen soll, mu8 jedenfalls vorausgesetzt 
werden, daB sie erstens iiberall im Raume die Wellengleichung 


Au+ku=0 (2.2) 


befriedigt und zweitens einer gewissen homogenen Randbedingung auf 
dem Schirme geniigt; als letztere werde zunachst 


u=0 (2.3) 


gewahlt. Hinzu treten noch gewisse Forderungen iiber das Verhalten 
von 4% im raumlichen Unendlichen und an den Schirmrandern, auf die 
wir spater eingehen werden. 


1 Eine in der genannten Arbeit angekiindigte Fortsetzung, in welcher der 
Fall des engen Spaltes behandelt werden sollte, ist anscheinend nicht erschienen. 
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Stellen wir uns voriibergehend auf den Standpunkt der KircHHOFF- 
schen Naherung?, so ware nach (2.1) und (2.3) die Lichterregung in der 
€, 7-Ebene des Diaphragmas: 


[eth (ook Bo") innerhalb o 


VEN =] (2.4) 


0) auBerhalb o. 
Nach dem Fourterschen Integraltheorem laBt sich dann die an der 
Berandung des Diaphragmas diskontinuierliche Funktion (2.4) fiir die 
ganze £,7-Ebene gemaB dem Ansatz 


U(E,7) = i [A (a, B) etk(5+81) da dB (2.5) 
entwickeln, wobei die Integration tiber den ganzen reellen Wertebereich 
—co<a<-+ oo, —oo<f<-+ oo zu erstrecken ist. Aus (2.4) und (2.5) 
folgt daher 


A(a, B) = (5 y l| p—ikIla—ae) £+(B—B) 1) dE dy. (2.6) 
(o) 


Die Deutung der FourrerR-Transformierten A («, 8) zu U(é,7) ist 
sehr einfach. Machen wir namlich mit SCHEFFERS zunachst fiir die 
obere Halbebene z> 0 fiir die Wellenfunktion u(x, y, z) den FouURIER- 


schen Ansatz 


u(x,y,z)= ff g(a, B)ererterty) dadB, (2.7) 


a 


wobei die «,6,y mit Riicksicht auf die Wellengleichung (2.2) der 
Bedingung 


a? + B2 + y2 = 41 (2.8) 
zu geniigen haben, so geht (2.7) fiir x=& y=, z=0 ersichtlich in 
-+oo +00 ; 

u(é,n,0)= f f g(a, B) eb §+0 da dB (2.7 a) 


iiber. Diese Funktion ist aber ihrer Bedeutung nach mit U (&, 7), Gl. (2.5) 
gleichbedeutend; daher liefert der Vergleich der FourtER-Koeffizienten 
(wegen der Eindeutigkeit der Fourrerschen Integraldarstellung) 


& (at, B) = A (a, B). | (2.9) 


1. KiRcHHOFF nimmt an, daB auf der vom Lichteinfall abgewandten Schirmsceite 
gleichzeitig u = 0 und Gu/én = 0 gelte; nach bekannten Satzen tiber das analytische 
Verhalten der Lésungen von Wellengleichungen zweiter Ordnung miiBte hiernach die 
Wellenfunktion u iiberall identisch verschwinden. Bei den folgenden Uberlegungen 
wird die Annahme @u/@n=0 (neben u=0) auf dem Schirme vermieden. 
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Da nun g(a, f) fiir «2+ f2<1 nach (2.7) als die Amplitude einer durch 
die Richtungscosinus «, 8, y (y >0) gekennzeichneten ebenen Welle 
aufgefaBt werden kann, |g («, B)|? also proportional der bei der FRAUN- 
HOFERschen Beobachtungsweise auftretenden Intensitat in der durch 
a, B, y gegebenen Richtung sein wiirde, so werden Amplitude und Inten- 
sitat hierbei durch den Ausdruck (2.6) bestimmt. In der Tat ist nun 
(2.6) der bekannte Ausdruck fiir die Amplitude der Lichterregung bei 
der FRAUNHOFERschen Beugung gemaB der gewohnlichen Beugungs- 
theorie; von einer expliziten Anwendung des HuyGuHENsschen Prinzips 
ist bei dieser Ableitung nicht mehr die Rede. Jedoch halt diese Ab- 
leitung einer strengeren Kritik nicht stand, da die zugrunde gelegte 
KirCHHOFFsche Annahme (2.4), wie wir sogleich zeigen werden, zu 
einem Widerspruch mit der Wellengleichung (2.2) fihrt. 


Bevor wir hierauf eingehen, ist noch darauf hinzuweisen, daB der 
Wellenansatz (2.7), (2.8) nicht nur homogene, sondern auch inhomogene 
Wellen umfaBt. Da wir die Integrationen tiber « und f, um die An- 
passung an (2.5) zu erreichen — im iibrigen aber unabhdngig von der 
speziellen Annahme (2.4) —, notwendig tiber den gesamten reellen 
Wertebereich dieser Variabeln zu erstrecken haben, so fordert (2.8) 
zunachst die Fallunterscheidungen «?-+ 6? <1 und «?+ 6? >1. Bei der 
Vorzeichengebung 


“ig (ae aap ee (2.10) 


+iVor®+h—1=iy' fir o+62>1 


entspricht nun «+ 6?<1 einem Wellensystem, welches (bei dem vor- 
auszusetzenden Zeitfaktor e~*®’) einer Gruppe von in die obere Halb- 
ebene ausgestrahlten Raumwellen entspricht, wahrend sich fiir «? + f? > 4 
eine sich langs der Flache des (leitend anzusehenden) Diaphragmas 
ausbreitende Gruppe von Oberfldchenwellen ergibt, deren, Amplitude mit 
wachsendem positiven z abnimmt. Statt (2.7) kénnen wir daher fiir 
2=>0 ausfiihrlicher schreiben: 


u(x, ¥,2)—= ff g(a, B) ehextBy+79 da dB + 


e+ 21 


+ Sf S(t, B) eertP)—v'*da dB, 
a+ P2>1 


(2.7') 


wobei g,(«, 8) die Amplitudenverteilung der homogenen Raumwellen, 
a(x, 6) diejenige fiir die inhomogenen Oberflaichenwellen bedeutet. 
Offenbar ist diese Unterscheidung bei einer strengen Formulierung des 
Problems unerlaBlich. Auf die inhomogenen Wellen brauchte man bei 
der obigen (SCHEFFERSschen) Ableitung der FRAUNHOFERschen Beu- 
gungsformel nur deshalb nicht zu achten, weil man bei den FRAUNHOFER- 
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schen Beugungserscheinungen stets in groBer Entfernung vom Dia- 
phragma beobachtet. 

Der obengenannte Widerspruch wird nun offenbar, wenn wir jetzt 
dazu iibergehen, das Wellenfeld auch fiir die untere Halbebene z< 0 
in Fourrerscher Weise anzusetzen. Bezeichnen wir die Wellenfunktion 
dieser Halbebene mit (x, y, z), so haben wir 


u(x, y, z) = et ® (% *+Bo¥ +702) = eth (am x+Bo V—Yo2) a. 
+00 +00_ . (2.11) 
+ f [R(x f) ei er109-1) da dB, 
00) == 00) 


wobei die beiden ersten Glieder der einfallenden und reflektierten 
Welle, das FourtEr-Integral der riickgebeugten Lichterregung Rechnung 
tragen; letztere 1aBt sich nach (2.10) wieder in homogene und inhomogene 
Bestandteile zerlegen. Die reflektierte Welle ist hierbei mit einer um 
za gegentiber der einfallenden Welle verschobenen Phase angesetzt; 
beide Wellen zusammengenommen veradndern daher die Form der 
Stetigkeitsbedingung 


u (E,n, 0) = u(,y, 0) = U(E,n) (2.12) 


fiir die Wellenfunktion ~ bei z=0 nicht. Die Anpassung von u(x, y, z) 
an eine durch (2.5) gegebene, sonst aber beliebige Funktion U (&, 7) 
fiihrt daher auf 


(a, B) =g (a, B) =A (a, 8). (2:43) 


Im Sinne der gewdhnlichen Beugungstheorie bedeutet dies (in Uber- 
einstimmung mit der Erfahrung), daB die riickgebeugte FRAUNHOFER- 
sche Beugungsfigur dieselbe Amplituden- und Intensitatsverteilung zeigt 
wie die Beugung nach der oberen Halbebene. 

Wir berechnen jetzt die Normalenableitungen der Wellenfunktionen 
u und % zu beiden Seiten der Schirmebene z=0. GemaéB unseren An- 
satzen (2.7) und (2.11) haben wir, wenn wir (2.13) benutzen, 


(Ge ).no=#* i | yg (a, p) eheat+O da dB (2.144) 


+00 ; : 
ou : é ‘ ee . : 
(F)_ = 2é bro cttemsreon —ik ff y- g(x, B) e™ 5+8”) da dB (2.14 b) 


=o) 


——— 


und daher 


+oo 
(= )n0— (Ze). nai ff yao,p)everredadp—yyeriesna | (a4) 
Z2= = 


—_— 
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Die Differenz der z-Ableitungen (2.144) und (2.14b) unserer Teillosungen 
(2.7) und (2.11) fiir den oberen und unteren Halbraum verschwindet 
daher keineswegs an der Grenzflache z=0, im allgemeinen daher auch 
nicht in der Offnung. Wahrend also die Stetigkeit der Wellenfunktion 
selbst, Gl. (2.12), durch die Bedingung (2.13) leicht zu erfiillen ist, ist 
die analoge Forderung der Stetigkeit der ersten Ableitungen nach z auch 
innerhalb der Offnung wicht erfiillt. Daher kann ohne das Hinzutreten 
einer weiteren Bedingung die Wellenfunktion w nicht die analytische 
Fortsetzung von % sein, und umgekehrt. Dieser schwerwiegende Mangel 
muB sich dann geltend machen, wenn die Funktion A («, 6), und daher 
nach (2.9) und (2.13) auch g(a, 8), durch eine Forderung vom Typus 
der KircHHorFschen Annahme (2.4) bereits vollstandig determiniert ist. 
Man erkennt somit die Unvereinbarkeit der letzteren Annahme mit der 
Forderung der durchgangigen Befriedigung der Wellengleichung (2.2). 

Von hier aus ist es nunmehr leicht, zu einer Formulierung der 
Bedingungen des Problems zu gelangen, welche den inneren Widerspruch 
der KircuHorrschen Beugungstheorie vermeidet, wie wir im folgenden 
Abschnitt zeigen werden. 


3. Strenge Formulierung des Problems 
durch Aufstellung simultan zu erfiillender Integralgleichungen. 
Die KIRCHHOFFsche Theorie als Grenzfall. 


Seit den Arbeiten von PoINCARE! und SOMMERFELD? ist wohl- 
bekannt, daB das Beugungsproblem der Optik bzw. der elektromagne- 
tischen. Lichttheorie auf ein regulares Randwertproblem der mathe- 
matischen Physik hinauslauft. Wir werden im folgenden dieses Problem 
im AnschluB an SOMMERFELDs Behandlung der Lichtbeugung an der 
vollkommen leitenden Halbebene® mit der gehérigen Vollstandigkeit 
formulieren, wobei wir von vornherein die beiden hauptsachlich in Frage 
kommenden Randbedingungen fiir das Verhalten der Wellenfunktion u 
auf dem Schirm S: 

ou 
a) “u=0O, b) asl = 0 
gesondert behandeln wollen. Im Interesse einer méglichen Deutlichkeit 
diirften dabei einige geringfiigige Wiederholungen aus Abschnitt 2 kaum 
vermeidbar sein. 


1. Wir haben zunachst zu zeigen, da je eine Randbedingung zusammen 
mit den beiden Stetigkeitsforderungen fiir u und @u/dz innerhalb der 

1 Porncar#, H.: C. R. Acad. Sci., Paris 113, 515 (1891). 

2 SOMMERFELD, A.: Math. Ann. 47, 317 (1895). 

8 Vgl. hierzu insbesondere Vorlesungen iiber theoretische Physik, Bd. 4 (Optik), 
§ 38 (Streng lésbare Beugungsprobleme). 
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Offnungen o (in der Schirmebene z= 0) bet einem zweckmdpig zu wih- 
lenden Fourterschen Ansatz fiir das Wellenfeld notwendig und hin- 
veichend sind, um das Beugungsproblem sietSeiaien zu determinieren. 


a) Randbedingung auf S: u=0. 


Wir machen wie in Abschnitt 2 fiir die Wellenfunktion 1 bzw. 7 
den Ansatz: 


- fiir z> 0 (oberer Halbraum): 
. aie) Ife B) fMartPrt79 dg dB: (3.1) 


fiir z< 0 (unterer Halbraum) : . — 


“un = eth (am x+-Bo Y+7o%) eth (x %+Bo Y—%2) = 


$00 ; (3.4b) 
+ JL Bla, p)ehertOo-09 dna. 


a) Die Forderung der Stetigkeit von ~ innerhalb der Offnung o 
zusammen mit der Randbedingung «= 0 auf dem Schirme (also auBer- 
halb co) verlangt zunichst 


- (2,9, 0) = %(E,7,0) (3.2) 


in der ganzen &, n-Ebene (z-Ebene). Hieraus folgt dann weiter wegen. 
der Eindeutigkeit der Fourterschen ane one nach (3.14) 
und G.- 1 Ee 


fi ¢ 


Z (a, B) = g(2, B) (3.3) 


- B) Die Stetigkeitsforderung fiir 6u/éz ily ae fas 
ec (3.1) zunéichst © Vie daie Baas raise dies 


i -g(@, feet "dad ‘ scab peoiinll wrtyian) 0.3 sult 
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Die Bedingungen (A) und (B) stellen nun ein simultanes Integral- 
gleichungssystem fiir die Beugungsfunktion g(«,f) dar. Beztiglich 
y=y(a, B) gelten dieselben Bestimmungen wie in Abschnitt 2, vgl. 
(2.10). Da sich die beiden Bereiche der &, 7-Ebene, auf welche sich 
die beiden Integralgleichungen beziehen (,,innerhalb“ und ,auBerhalb“ o) 
zur vollstandigen &,7-Ebene erginzen, so darf angenommen werden, 
daB die beiden Integralgleichungen (A) und (B) die Funktion g(a, B) 
eindeutig bestimmen}!. 

Ersichtlich ist von einer speziellen Voraussetzung (entsprechend der 
KircuHorrschen Annahme) tiber das Verhalten der Wellenfunktion 
u=U(E,7) innerhalb der Offnung, analog (2.4), nicht mehr die Rede. 
Vielmehr kann das Verhalten dieser Funktion erst nach Auflésung des 
Systems der Integralgleichungen bestimmt werden. Nach (3.1a) und 
(3.2a) iibereinstimmend haben wir 


+00 
U (Em) = Sf g(a, B) ett” dad, 3.4) 


welche Funktion erst nach Kenntnis von g(a, ) als ,,lésendem Kern“ 
unserer Integralgleichungen ermittelt werden kann. 

Bevor wir priifen, ob durch g(«, 8) eine allen Bedingungen des 
Problems geniigende Loésung w bestimmt wird, untersuchen wir zunachst 
in analoger Weise den Fall der zweiten Randbedingung. 


b) Randbedingung auf S: du/on=0. 
An Stelle von (3.1a) und (3.1b) machen wir hier den Ansatz: 


fiir z= 0 (oberer Halbraum): 
+00 
u = ff h(a, B) &®r+by+79 dy dB; (3.5a) 


fiir z< 0 (unterer Halbraum) : 


U — et (%*+hon+02) a et (oo *+Bon+Vo2) + 


-++00_ 
+ ff h(a, B) e&kx+89-79) da dB. (3.5 b) 


a) Die Stetigkeit fiir « innerhalb der Offnung o: 
u(&, 7, 0) =u (é, 7, 0) 


} Ein strikter mathematischer Beweis fiir Existenz und Eindeutigheit der durch 
die Integralgleichungen (A) und (B) definierten Funktion g(x, B) unter allgemeinen 
Voraussetzungen ware sehr erwiinscht. Unsere Annahme erhalt vor allem dadurch 
eine Stiitze, daB sich beim Problem des Spaltes, wie wir zeigen werden, eine 
eindeutige Auflésung des Integralgleichungssystems ergibt. 
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verlangt 


= re . ; Hie 
Jf A(x, B) et E+8” da dB = 2eik(mE+Po”) +. Ff Hee, B)etFae+PdadB (3.6) 
JJ J 


oe) 
innerhalb o. 

B) Die Stetigkeit von @u/éz innerhalb o zusammen mit dem Ver- 
schwinden von @u/éz iiberall auf dem Schirme (auBerhalb o) verlangt 
zunachst 


ty h (a (a5+8") da dB = — if fc , B) et @5+F) day dB 


in der ganzen €,7/-Ebene; hieraus folgt nach dem Eindeutigkeitssatze 
der FourrER-Entwicklung 


h(a, B) = —h(a, B). (3.7) 
Daher ergibt sich aus (3.6) 
Sf h(8) (a, B) e*(@£+8n) da dB = ei f+") innerhalb o. (C) 
y) SchlieBlich ergibt die Randbedingung: 
(=) = (=) _.- 0 auBerhalb o (3.8) 


und daher iibereinstimmend nach (3.5a) und (3.55) 
Sf v(c, B) h(a, B) e* 8+!" dadB =0 auBerhalb o. (D) 


Die Integralgleichungen (C) und (D) fiir die Belegungsfunktion h («, f) 
determinieren auch im Falle der Randbedingung 6u/6n =0 das Problem 
vollstindig. Speziell innerhalb der Offnung wird die Lichterregung 


En) = ffh (x, B) fMLP do dB. 3.9) 


2. Wir gehen nunmehr dazu tber, zu untersuchen, ob und inwiewert 
durch unsern Lésungsansatz — wobei wir die eindeutige Auflésbarkeit 
der gewonnenen Integralgleichungssysteme voraussetzen — den physi- 
kalischen Bedingungen des Problems Geniige geleistet wird. Diese Be- 
dingungen garantieren in physikalischer Hinsicht die Eindeutigkeit der 
Lésung. Insgesamt sind vier verschiedene Bedingungen zu erfiillen*: 

a) Die Wellengleichung Au+k?u—0 kann im ganzen Raume als 
befriedigt angesehen werden. SchlieBen wir zuniachst die Schirmebene 


1 SoMMERFELD, A.: Vorles. ii. theoret. Physik, l.c. 
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z= 0 aus, so wird der Wellengleichung in den beiden Halbraumen z >0 
und z<0 durch den Fourterschen Ansatz insofern Gentige getan, als 
jede der ebenen (sowohl homogenen als auch inhomogenen) Partialwellen 
selbst Lésung der Wellengleichung ist. Vorauszusetzen ist dabei aller- 
dings, da sich bei den Fourrerschen Integralen nicht etwa von selbst 
Unstetigkeiten der Wellenfunktionen « bzw. “ oder ihrer raéumlichen 
Ableitungen einstellen, was jedoch — von den Schirmrandern abgesehen, 
vgl. unter d) — vom physikalischen Standpunkt sehr unplausibel ist. 
In der Trennungsebene z= 0 selbst wird aber die Stetigkeit von w und 
éu/éz innerhalb der Offnung durch unsre integralen Bedingungen gerade 
erzwungen. Nach bekannten Satzen iiber partielle Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung ist aber dann die Lésung w im unteren Halb- 
raum die genaue analytische Fortsetzung der Losung u fiir den unteren 
Halbraum, und umgekehrt; daher wird die Wellengleichung auch fiir 
alle Stellen der Offnung o in der Schirmebene z= 0 befriedigt. 


b) Die Randbedingungen u=0 bzw. @u/én=0 werden durch unsern 
Ansatz eo ipso erfiillt. Je eine der integralen Bedingungen, (B) bzw. (D), 
ist Ausdruck fiir die Randbedingung. 


c) Die Ausstrahlungsbedingung wiirde fiir den Fall, daB alle Licht- 
quellen im Endlichen liegen, besagen, daB sich das Wellenfeld im réum- 
lich Unendlichen analog der Lichterregung durch ausstrahlende Kugel- 
wellen (bzw. ausstrahlende Zylinderwellen im zweidimensionalen Fall) 
verhalt. In unserm Falle ist die aus dem Unendlichen des unteren 
Halbraumes einfallende Welle sowie die in diesen Halbraum zuriick- 
reflektierte Welle zu beriicksichtigen. Daher modifiziert sich die ge- 
wohnliche SOMMERFELDsche Fassung der Ausstrahlungsbedingung fiir 
den vorliegenden Fall zu: 


Limes (oe ihr) >0 | (10) 


T—> CO or 


(y Radius, gezahlt von einem innerhalb o gelegenen Anfangspunkt), 
wobei 


uU fiir den oberen Halbraum z >0 
V= uU — Eth (to *+Bo Y+Yy 2) +e eth (% *+Bo¥—Yo2) (10 a) 


fiir den unteren Halbraum z< 0 


(der Vorzeichenunterschied fiir z <0 entspricht den verschiedenen Rand- 
bedingungen). v ist also in beiden Fallen identisch mit den FouRIER- 
Integralen in den Darstellungen (3.1), (3.5a) bzw. (3.1b), (3.5b) der 
Wellenfunktion. Da diese Anteile aber gerade das abgebeugte Wellenfeld 
darstellen, das sich fiir hinreichend enge Winkelbereiche mit r-—> oo 
mehr und mehr dem Wellenfeld von Kugel- (bzw. Zylinder)wellen 


a er 
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annahern muB?, so darf auch die Ausstrahlungsbedingung als erfiillt 
angesehen werden. 

d) SOMMERFELD? und MEIXNER® haben schlieBlich darauf hinge- 
wiesen, daB eine Endlichkettsbedingung an der Schirmkante zu erfiillen 
ist. Diese Bedingung besagt physikalisch, daB der Schirmrand Energie 
weder abgibt noch aufnimmt‘. In der allgemeinen, von MEIXNER 
gegebenen (elektromagnetischen) Fassung verlangt diese Bedingung, 
daB die Energiedichte am Schirmrande raumlich integrierbar ist. Spe- 
ziell fiir die Randbedingung wv = 0 gentigt nach SOMMERFELD Endlichkeit 
und Stetigkeit der Wellenfunktion wu bis zum Schirmrande. 

Es scheint schwierig, das Erfiilltsein dieser letzteren Bedingung aus 
unsern Ansatzen in allgemeiner Weise zu begriinden. Man wird sich 
darauf beschranken miissen, die Erfiillung dieser Bedingung an den 
wenigen durchrechenbaren Beispielen zu bestatigen. So ergibt sich z.B., 
daB die Endlichkeitsbedingung fiir die Spaltrander ohne Hinzunahme 
einer weiteren Forderung nach unsrer Methode befriedigt wird (s. die 
unmittelbar folgende Arbeit). 

Nach dem Vorstehenden darf die Eindeutigkeit der Lésung als 
gesichert gelten. Trotzdem soll betont werden, da8 unsere Beweis- 
fihrung im Hinblick auf mathematische Strenge noch einige Liicken 
1aBt, die einstweilen nur durch eine Art ,,physikalischer Vernunft“ aus- 
gefiillt werden kénnen. 

3. Wir wollen schlieBlich noch zeigen, wie die KircHHoFFsche Theorie 
der FRAUNHOFERschen Beugung in unsern Formeln als Grenzfall ent- 
halten ist. 

Wir diirfen uns hierbei von der physikalischen Vorstellung leiten 
lassen, daB die streng berechnete Beugungsfigur von der durch die 
gewohnliche Theorie dargestellten im allgemeinen nicht erheblich ab- 
weichen wird und daB die Annaherung um so vollkommener sein wird, 
je groBer die Lineardimensionen der Offnung im Vergleich zur Wellen- 
lange A sein werden. Fiir hinreichend weite Offnungen dringt sich die 
gesamte in der oberen Halbebene beobachtbare Beugungsfigur aber 
immer mehr in die Richtung des einfallenden Strahles (Richtungscos. 
%», By und yy) zusammen, so daB g(«, 8) immer mehr einen 6-funktions- 


1 Bekanntlich l4Bt sich das Feld einer Kugelwelle bzw. eines gerichteten 
Wellenbiindels nach ebenen Wellen entwickeln. Umgekehrt stellen FouRIER- 
Integrale iiber Biindel von ebenen Wellen in hinreichender Entfernung vom 
,,Divergenzgebiet‘‘ (in unserem Falle von der Offnung) fiir hinreichend enge Winkel- 
bereiche Teile von Kugelwellen dar. 

2 SOMMERFELD, A.: l.c., S. 256. 


3 MEIXNER, J.: Z. Naturforschg. 3a, 506 (1948). ws 


4 Wegen des scheinbaren Widerspruchs dieser Behauptung zu der Beobachtung, 


daB der Schirmrand zu Jeuchten scheint (GRIMALDI, KALASCHNIKow), vgl. man. 


A. SOMMERFELD, Optik, S. 268/269. 
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artigen Charakter, entsprechend g («, 8) 6 (« —a») - 6(8 —Ao), annehmen 
wird. Setzen wir zunachst den Fall der Randbedingung “=O voraus, 
so wird demnach in der Integralgleichung (A) die langsam veranderliche 
Funktion y(«, 8) neben dem rasch veranderlichen g(«, B) unter dem 
Integralzeichen ohne groBen Fehler durch den konstanten Wert yo 
ersetzt werden diirfen, der sich gegen den Faktor y) der rechten Seite 
heraushebt. Daraufhin lassen sich die beiden Integralgleichungen (A) 
und (B) in die eine Integralgleichung 


| se innerhalb o 


11) 
lo auBerhalb o 6 


-+oo 

JP g(a, p) eR e+00 da dp = 
zusammenfassen, deren Lésung sich unmittelbar durch FOuURIER- 
Umkehrung ergibt; das Ergebnis ist die elementare Formel fiir die 
FRAUNHOFERSche Beugung: 


vie A) = (Ey ffertterane + e-eonde dn. (3.12) 


(9) 


[Vgl. auch Abs. 2, Gl. (2.4) bis (2.6).] — Offenbar 1aBt sich dasselbe 
Ergebnis auch fiir die Funktion h(«, 8) aus den Gleichungen (C) und (D) 
unter Voraussetzung der Randbedingung éu/én=O0 ableiten. 

Eine analoge Betrachtung gestattet es, den Sprung in 0u/éz bzw. u 
selbst (je nach der Wahl der Randbedingungen) vor und hinter dem 
Beugungsschirm fiir hinreichend weite Offnungen, ebenfalls im Einklang 
mit der KircuuHorrschen Theorie, naherungsweise zu berechnen. Fiir 
die Randbedingung u=0 ergibt sich aus (3.1a) und (3.1b): 


du Ou A hag oe : 
(4) (= 21 a Sty («, B).g (or, B) efblat+0n) da dB —yociRut+oun. 


Auch hierin darf wiederum fiir weite Offnungen y(«, 8) durch yp ersetzt 
werden. Das so reduzierte Integral verschwindet aber auBerhalb o 
wegen der Bedingung (B). Somit wird der Sprung von @u/@z vor und 
hinter dem Schirm naherungsweise: 


Ou Cu i é 
(Se) ao (Selena 2! Rs yg et (eo5+Bon) , (3.13) 


Das Ergebnis ist itbereinstimmend mit der KrrcHHorrschen Annahme, 
daB sich unmittelbar hinter dem Schirme iiberhaupt kein optisches 
Feld ausbildet und daB das Feld auf der Vorderseite des Schirmes nur 
von der einfallenden und reflektierten Welle herriithrt. Ein analoges 
Ergebnis findet man fiir den Sprung in w bei Annahme der Rand- 
bedingung du/dn = 0. 


Freiburg 1. Br., Institut fiir theoretische Physik, im September 1954. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 131, S. 305—319 (1952). 


Die Beugung elektromagnetischer Wellen 
am Spalt. I. 


Von 
E. GroscHwitz und H. HOnt, Freiburg i. Br. 
Mit 1 Figur im Text. 
(Eingegangen am 12. Oktober 1951.) 


Es wird die in der voranstehenden Arbeit entwickelte allgemeine Theorie auf die 

Beugung am Spalt angewandt. Der vorliegende erste Teil der Untersuchung 

behandelt die skalare Wellengleichung bei der Randbedingung u=0 auf dem 

Beugungsschirm; diesem Fall entspricht ein den Spaltrandern parallel schwingender 
elektrischer Vektor des optischen Feldes. 


Die Beugung am geradlinig begrenzten Spalt kann bei einem zum 
Spalt senkrechten Lichteinfall als ein zweidimensionales Beugungs- 
problem behandelt werden. Ein wichtiger Spezialfall, der hier ausschlieB- 
lich untersucht werden soll, ist der zur Schirmebene senkrechte Licht- 
etnfall, Indem wir hier (Teil I) die Randbedingung u=0 voraussetzen 
und im iibrigen mit der skalaren Wellengleichung rechnen, ist bei der 
nachtraglichen elektromagnetischen Deutung der Ergebnisse w der par- 
allel zu den Spaltrandern schwingenden elektrischen Feldstarke der linear 
polarisierten optischen Welle gleichzusetzen. Der Fall der Randbedin- 
gung 0u/0n%=0 (magnetische Feldstarke parallel zu den Spaltrandern 
schwingend) wird in Teil II der Untersuchung erértert werden. 


1. Integralgleichungen und Lésungsansatz bei der Randbedingung u= 0}. 


4. Unter den genannten Voraussetzungen vereinfachen sich die Ver- 
haltnisse wesentlich. Der Beugungsschirm sei wieder in der x, y-Ebene 
gelegen und der Spalt sei durch die beiden Geraden x= + 0b begrenzt 
(Spaltweite = 2b); die y-Koordinate tritt also bei den Rechnungen 
nicht weiter auf (s. Fig. 1). 

Die einfallende Welle wird jetzt durch 


ae Be) (1.1) 


dargestellt. GemaB unsern Ansdtzen in A, (3.14) und (3.1b) sowie (3.3) 
wird die Wellenfunktion fiir die obere und untere Halbebene (x, z-Ebene): 


tun 2 c2 0: emis > 


+00 ! a 
u(x,z)= f g(a)ehe*tr9 da, (1.2) 


wags 
2 Die voranstehende Arbeit ist im folgenden als A (Allgemeiner Teil) zitiert. 
Zeitschrift fiir Physik, Bd. 131. “24 
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inbhie 7S 6) 
+00 
U(x, 2) = eth —e-Fhe f gia e ao, (1.2b) 
wobei 
ar +f y2 — 41, (1.3) 


Entsprechend der Unterscheidung von homogenen und inhomogenen 
Wellen, vgl. A, Abschnitt 2, ist 


(1.3.a) 


(e 1—a? fiir et 
 leiyetat fir Jalon 


zu setzen. 


Fig. 1. Querschnitt durch die Spaltéffnung. # Ablenkungswinkel. 


Die Integralgleichungen (A) und (B) in A, Abschnitt 3 nehmen darauf- 
hin die Form an (wobei wir die Reihenfolge umkehren) : 


ifehe (aye * dornougeitir) Se] sobs (1.4) 
+00 
Syv@eae**de=—1 fir [él<b. (1.5) 


Die erstere enthalt die Randbedingung uv = 0 auf dem Schirm, die zweite 
bringt die Stetigkeit von @u/0z innerhalb der Offnung zum Ausdruck, 
wie man leicht nachrechnet. Da g(x) bei der Symmetrie des Problems 
jedenfalls eine gerade Funktion von « sein muB, so lassen sich die Gln. (1.4) 
und (1.5) mit Riicksicht auf (1.3a) ausfiihrlicher so schreiben: 


fg(a)cos(kéa)da=0 fir |é|[>8, (1.4’) 
0 
al 


J iat e(a) cos (Ea) da + if a — 1 g(a)-cos (RE a) dx =4 1.5’) 
fir fhe. 
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Nach Lésung der Integralgleichungen wird die Lichterregung in der 
freien Spaltéffnung (in der &,7-Ebene) gemaB A, (3.4) durch 

+00 

U(E)=2 f g(a) cos (kéa) da (1.6) 

0 
dargestellt. g(x) selbst hat nach (1.2a) und (1.2b) die Bedeutung der 
Beugungsfunktion (Amplitudenfaktor), wobei «=sin® der Sinus des 
Ablenkungswinkels (gegen die z-Achse) ist. 

2. Der Grundgedanke bei der Auflésung der Integralgleichungen 
(1.4’) und (4.5’) besteht nun darin, daB wir den lésenden Kern g(«) als 
unendliche Funktionsreihe in « mit noch unbestimmten Koeffizienten 
derart ansetzen, daB zunachst die eine der Integralgleichungen, Gl. (1.4’), 
gliedweise befriedigt wird; daraufhin bestimmen wir die Koeffizienten 
in solcher Weise, daB auch die zweite Integralgleichung (4.5’) erfiillt wird. 

Als geeigneter Ansatz dieser Art erweist sich 


-Y eee ; (1.7) 


oR 
= 
& 


Man beweist das Erfiilltsein von Gl. (1.4’) auf Grund des folgenden, 
aus der Theorie der BEssEL-Funktionen bekannten WEBER-SONINEschen 
Integrals?: 


2” cos (£2) 


- : fir |ul2a 
Hpac Ds n {ut Yur 2} (1.8) 


~c0s {mare sin “} fir) sj As 
Setzt man hierin w= ké und A= kb sowie » gleich einer ungeraden ganzen 
Zahl 2m +1 (m ganzzahlig > 0), so verschwindet der rechts stehende Aus- 
druck der ersten Zeile fiir || => 6 wegen des verschwindenden cos (} 1 2). 
Bei Einsetzen von (1.7) in die Integralgleichung (1.4’) verschwinden 
daher die einzelnen Summanden gliedweise fiir das in Frage kommende 
Intervall |€|=> 0, so daB (1.4’) befriedigt wird. 

Andrerseits kénnen wir nach (1.7) und (4.8) die Felderregung U (€) 
innerhalb des Spaltes ohne weiteres als unendliche Funktionenreihe in & 
anschreiben; man erhalt nach (1.6) 


Ueji= 2.) ay cos {(2m + 1) aresin +} fir eee p. (1.9) 


_ Ersichtlich verschwindet U(€) an den Grenzen des Intervalls = +6, 
so daB die Endlichkeits- und Stetigkeitsbedingung d) in A, Abschnitt 3 

L Vgl. Watson, G. N.: Theory of Bessel Functions, $.405. Sieheauch Macnus,W., 
u. F. OBERHETTINGER: Formeln und Funktionen der mathematischen Physik, S. 36. 
21s 
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jedenfalls fiir die Annaherung an die Spaltrander auf der ¢-Achse erfullt 
ist!. Geschrieben als Funktionenreihe in 


5 


‘he 
y = arc sin 


; (1.9a) 


ergibt sich U unmittelbar als eine bequem zu handhabende FouRIER- 
Reihe. Jedes Reihenglied in (1.9) erweist sich nach Abspaltung eines 
Faktors 


| ee 
oan | 1-5 (1.10) 


als ein Polynom vom Grade 2m in é/b; diese Polynome werden TscHE- 
BYSCHEFFsche Polynome zweiter Art genannt und ohne Abspaltung des’ 
Faktors (1.10) durch U,,,,.4(&/b) bezeichnet. Es ist namlich? 


cos {(2m +4) aresin +4 = (—1)” sin { (2m + 41) are cos + 


3 
= (— 1)" Uami4 (5) , 
und daher wird (4.9): 


iret es paheel (OP (1.44) 


Diese Darstellung gilt nach Ableitung, die Konvergenz der Reihe im 
Intervall |€|<b zunachst vorausgesetzt (s. weiter unten), fiir beliebige 
Spaltbreite. 

3. Es ist von Interesse, unsere Reihe (1.11) mit dem von LEVINE 
und SCHWINGER® sowie von SOMMERFELD‘ gemachten Ansatz fiir die 
Lichterregung im Spalt zu vergleichen. Dieser Ansatz lautet: 


= 4, (1 ays (1.12) 


er wurde von SOMMERFELD funktionentheoretisch im AnschluB an seine 
frithe Arbeit tiber die Beugung an der vollkommen leitenden Halbebene 
begriindet [maBgebend war auBerdem der Gesichtspunkt des stetigen 
Anschlusses von U(&) an die vorgeschriebenen Werte «0 auf dem 
Schirme sowie die Symmetrie des Problems]. Bemerkenswerterweise 


1 Hierbei ist allerdings vorauszusetzen, daB die Reihe (1.9) auch an den Grenzen — 
des Intervalls €=- 6b gleichmaGig konvergiert, was allenfalls fiir den KIRCHHOFF- 
schen Grenzfall in Frage zu stellen ist (s. weiter unten im Text). 

»? Vgl. MAGNUS-OBERHETTINGER, l.c., S. 78 ff. 

3 Levine, H., u. J. ScHWINGER: Phys. Rev. 74, 958 (1948); 75, 1423 (1949). 

‘ SOMMERFELD, A.: Vorlesungen iiber theoretische Physik, Bd. 4 sets 
S. 285, Gl. (43). 


\ 
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ergibt sich U (&) gemaB (1.12) nach Abspaltung des Faktors (1.10) eben- 
falls als eine Potenzreihe in &/b mit geraden Potenzen. Wahrend aber 
die Funktionen U,,,..,(&/b) fiir das Intervall |€|<6 ein orthogonales 
(natiirlich nicht vollsténdiges) Funktionensystem darstellen, beziiglich 
dessen jede im Intervall |£|<b6 gegebene, nur minimalen Bedingungen 
unterworfene (z.B. stiickweise stetige und analytische) symmetrische 
Funktion entwickelt werden kann, gilt das gleiche nicht fiir die Funk- 
tionenfolge in (1.12). 

Man uberzeugt sich nun tatsachlich leicht, daB8 die Darstellung (1.12), 
im Gegensatz zu (1.11), fiir hinreichend groBe Spaltbreiten nicht mehr 
in Frage kommen kann. Betrachten wir, um dies naher zu erlautern, 
beispielsweise den strikten Grenzfall der KircHHorFschen Anndherung, 
so haben wir die folgende unstetige Verteilung der Lichterregung fiir den 
vollen Variationsbereich der Variabeln §(— 0 <&<4 ov) ft: 
Ov? fir | E|>b 


U(é)= | (1.13) 


ioe i bc 


Nun kann U (£) =1 fiir |&|<0 ohne weiteres in eine Fourrersche Cosi- 
nusreihe entwickelt werden; man erhalt bei Benutzung des Argu- 
ments 7 von (1.9a): 


U (8) = + (cosy — + cos 3 + + cos 5 — +") Hr? VEL by (1.192) 


Der Vergleich mit (1.9) ergibt also 


2 


Ce Se (mA) (1.13 b) 
Daher ist die Reihe (1.11), die wir fiir diesen Grenzfall 
E 
eae Uimsa($] 
4 a b 
U(é)=— > (1) ree ye (1.14) 
m=0 


schreiben kénnen, im ganzen Intervall —b<é<b konvergent (und bis 
auf die Grenzen §=-+6 sogar gleichmaBig konvergent). Versucht man 
dagegen die Reihe (1.14) in die Form (1.12) umzuschreiben, so erweisen 
sich die Koeffizienten A,, nach einfacher Rechnung samtlich als divergent, 
so da8 eine Darstellung der Form (1.12) nicht méglich ist. — Andrer- 
seits folgt nach unsrer Methode bei Einsetzen von (1.13) in (1.7): 


g (a) — =», (— 4)" fe ; (1:15) 
m=0 


+ Die Verteilung (1.13) geht aus (1.4) und (1.5) inder in A, Abschnitt 3 erlauterten 
Weise hervor, indem in (1.5) y(«) durch yy=1 ersetzt wird. 
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was nach der bekannten. Formel! 
sin % = 2 >) (— 1)” Jom+1 (%) 


g(o) = Ss 


Ei ae a 
iibergefiihrt werden kann. (1.15a) ist aber nichts anderes als die Beu- 
gungsfunktion des Spalts nach der gewohnlichen (FRESNEL-KIRCHHOFF- 
schen) Beugungstheorie. Natiirlich hatte man das Ergebnis (1.15 a) 
auch unmittelbar durch FourrER-Umkehrung der Funktion (1.13) er- 
halten k6onnen. 

Aus diesen Bemerkungen darf aber nicht geschlossen werden, daB 
sich die Lichterregung innerhalb des Spalts (d.h. in dessen Ebene) bei 
gegebener Wellenlange (bzw. gegebenem k) mit wachsender Spaltbreite 26 
dem KircuHorFschen Idealfall (4.13) tiberall annahern mtiBte. Denn 
U (&) kann, als Fourrer-Reihe in 7 geschrieben, wegen der festen Grenzen 


in 


(1.15 a) 


des Intervalls 7=-+ > sehr wohl an jeder inneren Stelle dieses Inter- 


valls (gleichmaBig) gegen den Wert 1 konvergieren, ohne daB dasselbe 
in dem wachsenden Intervall | |<6 der Fall zu sein brauchte. Vielmehr 
ist zu erwarten, daB sich in gewissen ,,Randzonen“ von der GréBen- 
ordnung einiger Wellenlangen der Einflu8 der Spaltrander praktisch 
unabhangig von der Spaltbreite bemerkbar machen wird. Die genauere 
Diskussion dieser Verhaltnisse miiBte sich aus der Analyse der Integral- 
gleichungen (1.4) und (1.5) ergeben, die uns aber fiir den Fall des ,,weiten 
Spaltes’ (kb >> 1) bisher nicht gelungen ist. 

Wesentlich einfacher gestalten sich die Verhaltnisse beim ,,engen 
Spalt*‘ (kb< 1), auf den wir uns im folgenden ausschlieBlich beschranken 
wollen. Wie sich zeigen.wird, werden in diesem Falle die Koeffizienten C,,, 
sdmtlich klein, derart namlich, daB die C,, wie (kb)?"*1 abnehmen. Da- 
her wird es beim ,,sehr engen‘‘ Spalt haufig geniigen, sich auf das erste 
Entwicklungsglied mit Cy zu beschranken, so daB die Wellenfunktion im 
Spalt hierbei durch 


ui) =20,0, (=) = 2C,|/1- 5 (1.16) 


dargestellt werden kann. Wir sind hiermit zugleich auf den Ansatz von 
LEVINE und ‘SCHWINGER sowie von SOMMERFELD fiir den sehr engen 
Spalt zuriickgekommen?. Im folgenden sollen die Koeffizienten Co 
und C, bis zu Gliedern mit (kb)® einschlieBlich berechnet werden. 


1 Siehe z.B. FRANCK-Miszs, I.: Die Differentialgleichungen der Physik, S. 360. 

2 Die obigen Konvergenzbetrachtungen beim ,,weiten Spalt‘* legen allerdings 
den Verdacht nahe, daB die Entwicklung (1.12) strenggenommen bei keiner Spalt- 
breite konvergiert, sondern daB es sich durchweg um mehr oder weniger brauch- 
bare semikonvergente Reihen handelt. 
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2. Berechnung der C,, fiir den ,,engen Spalt (kb< 1). 
Intensitdt des gebeugten Lichtes. 

Wir setzen von nun an ausdriicklich kb< 1 voraus, d.h. die Spalt- 
breite soll klein gegen die Wellenlange sein. Unter dieser Voraussetzung 
ergeben die Bestimmungsgleichungen fiir die Koeffizienten C,, ein iiber- 
sichtliches Schema, das sich nach Potenzen der kleinen GréBe kb (Ent- 
wicklungsparameter) ordnen 1aBt. 

1. Im folgenden werden wir zur Abkiirzung der Formeln zweckmabig 
die Bezeichnungen 


estue C= Ee a (2.1) 


benutzen. Gehen wir daraufhin mit dem Lésungsansatz (1.7) in die 
Integralgleichung (1.5’) ein, so ergibt sich 


sien (OO +iOM)=1 fir |é| <8, (2.2) 
wobei z : 
Oy = [ Bas Jom4i(€a) cos (Ca) da, (2.3.a) 
0 
al /:- —— WA EY eciicasih a) da (2.3) 
Letzteres Integral formen wir unter Einfiihrung von 
a eg ee 
Dice fa AO eae ee Se ICY at eile i) 


folgendermaBen um: 


Do — (dent, (e a) cos (f a) Paes Aa, (ea) cos (F a) da — 
: : (2.3 b’) 
— f w(«) Jom+1(€ a) cos (Ca) da. 
i 


Wie wir im folgenden nachweisen werden, laBt sich das Integral (2.3) 
sowie das zweite und dritte Integral in (2.3 b’) nach steigenden ungeraden 
Potenzen der kleinen GréBe e, beginnend mit ¢1, entwickeln, wahrend 
das erste Integral in (2.3b’) ausgefiihrt ergibt?: 


cos {(2m-+-1) arc sin +} ) 
ef1—-# 


f Jesh (ea) cos (C a) da = 
0 


Be aN Usm-+1(*) 
= oat) eVi—# ; 


1 Nach Siiawus-Onunaeriikens, S. 51 und S. 104. 


312 E. Groscuwitz und H. Hént: 


Behalten wir also in (2.2) in erster Naherung nur die gréBten Glieder 
proportional ¢ bei, so folgt 

= m Usm+1 (*) <a. 

to ie 1) Ca fie Eb: f (2.6) 
Multiplizieren wir diese Gleichung mit U,,,,,(*) und integrieren wir uber 
x von —1 bis +1, so ergibt die Anwendung der Orthogonalitatsrelation 
der TsCHEBYSCHEFFschen Funktionen! zundachst: 


Hil 
[ Og m+1(*) Uan+1 (4) Apes tus (2.7a) 
. yi-# 2 Bm 
a4 % |= finn 
f Usees (2) dam f SO Meets) dz? (2.70) 
she Bs \i-«# lo fir 24 
und daher nach (2.6) 
4 
oo i fGEOHn =0 
4D AN Cus Sag |; (2.6') 
re lo fir n>1 
Somit ergibt sich in erster Naherung?: 
= =H, C= 0 far meal 2 PON ag} 
und nach (4.16) ute peasy 


2. Wir werden dieses Ergebnis unter Beibehaltung des allgemeinen 
Rechenverfahrens nunmehr zu einer nachsten Naherung zu verfeinern 
suchen. Hierzu ist es notwendig, die bisher vernachlassigten Integrale 
durch Potenzreihenentwicklungen nach ¢ naher auszufiihren. Diese 
Integrale, vgl. (2.3a), (2.3b’) und (2.4), bezeichnen wir 


ae ee 
ne 
po) = [Ui . ~ Tomas (€%) cos (Ca) da (2.40a) 
0 


On = [ Joms1(€a) cos (Ca) da (2.10b) 


1 Nach MAaGNus-OBERHETTINGER, S. 105. 

2 Dieses Ergebnis stimmt nicht véllig mit dem von A. SOMMERFELD fiir den 
, sehr engen‘‘ Spalt angegebenen iiberein; vgl. hierzu , Optik’, § 39, insbesondere 
Gl. (18) S. 287. Der Grund fiir diese Diskrepanz liegt darin, daB bei SOoMMERFELD 
im Ansatz fiir die GrrENsche Funktion, Gl. (4a) S. 281, ein Faktor i 7/2 irrtiimlich 
fehlt. Fiigt man diesen Faktor hinzu, so wird der Koeffizient C, von Gl. (18) 
gerade = A- haji, was genau mit unserem Koeffizienten 2C, iibereinstimmt. — 
Beziiglich der nicht vélligen Ubereinstimmung in den hdheren Entwicklungs- 
gliedern vgl. man unsere Anm. 2, S. 310. 
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> 1 (1) , 1 (2) , 
R m 2h i i ea 4 vor ae ae 
fone) 
(1) id : 
Rn = | ) Jo m+1\é a) cos (f x) dx 
~ \ 
1 (2.10c) 
foe) 
(2) | ye 
Rin = | ‘ot Je m--1 (e a) COS x4 a) da 


J 


Die Integrale P,, und Q,, kénnen nun unter Anwendung der Reihen- 
darstellungen 


Tom+1(é a) 424 “l (om +4)! 2? (2m 2) } 


2m-+1 


cos (€ x) =1— ba 8 — x21. 


2 


ohne weiteres in Potenzreihen nach ¢ entwickelt werden. Man erhalt 
nach Ausfiihrung elementarer Integrationen: 


netefi-2(L +a) +-] 


fb (2.114) 
EF, Si5] Fon , 
" ¢ Fst ; 
Q=F{1- teen a 
3 (2.11b) 


== oat at ieee cee 


Nicht ebenso einfach lassen sich die Integrale R"), R®) .. . erledigen, 
da das Integrationsintervall hierbei unendlich ist und die obigen Reihen- 
entwicklungen daher nicht anwendbar sind. Man wird daher zweck- 
maBig auf die Integraldarstellung der BEssEL-Funktionen zuriickgreifen, 
_ die wir in der Form? 


u “at : tegcost 
Jom+1(€ %) = fe xoost feos (2m-+ 1) th dt (242) 
0 
anschreiben. Einsetzen dieses Ausdrucks in (2.10c) ergibt nach Vertau- 
schung der Mees 


Bihan bros afi ) {cos (2m +-1) t} dt (2.13) 


1 Vgl. MaGnus- piacb shes S. 36. 
2 Die Vertauschung der Integrationsfolgen ist hier erlaubt, da der Tareseaan 
f(x, t) des Doppelintegrals (2.13), (2.14) im ganzen Integrationsgebiet gleichmépig 


integrabel ist; es gilt iiberall |f (x, 7)| < a-2” und fa-?”da ist konvergent. Vgl. 
1 ‘ 
etwa Franck-v. Mises, Differentialgleichungen der Physik, 2. Aufl., Bd. 1, S. 29. 


——— 
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mit , (ove) 
g(t) = | aay ebet00st cos (Ca) de. (2.14) 
1 
Die Auswertung des nach Eintragen von (2.14) in (2.13) dastehenden 
Doppelintegrals ist langwierig (wenngleich elementar) und soll daher in 
den Mathematischen Anhang verwiesen werden. Wir geben hier das 
Ergebnis fiir das im folgenden allein benédtigte Integral Rj) an: 
R® = e{—4ln (ye) tay t ag x? + &? (b, $ bg x2 +--+) +-07f (2.45) 


mit den Zahlenwerten 


y = 1,781--- = Eurersche Konstante 

he a des +1 = 0,5861 +1 -0,7854 
a=—(2-+4)=—0,5151 (2.15) 
b =— = — 0,0625 

b =—- 4 =—0,2189; 


wir notieren noch (s. unten): 
a, + 4a, =0,4571 +1-0,7854. (2.45 b) 
Uber R?) bemerken wir nur, daB sich analog zu dem Bisherigen ein Fak- 
tor e? abspalten laBt, wahrend R?) und RY) bzw. von derselben GréBen- 
ordnung wie R!) und R\”, jedoch gegeniiber diesen mit rasch abneh- 
menden Zahlenfaktoren behaftet sind (diese Integrale sind von uns nur 
noch abgeschatzt worden). 
Das Schema der Berechnung der Koeffizienten C,, ist nunmehr das 
folgende: Wir setzen zunadchst, um die GréBenordnungen hervorzuheben, 


Fy = € fo(X), Qo = € Yo(X), Ry = €79(%), 
E=&p,(x), = a(x), Ry = & r(x), --. 
Da ferner nach (2.3a), (2.3b), (2.3b’), (2.5), (2.40a—c): 


! (2.16) 


OD = P(x), De = (=4)" ie —Om(%) — Ry (2), (2.47) 


so nimmt Gl. (2.2) daraufhin die Gestalt an: 
U;, (*) 


Cole pols) + i (A — ego(x) —er0(x))} 
+ CfA) +i(F FA sa(y—ania)ty 248) 
osy=d, 


® 
' 


| 
| 
: 
7 
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Weiterhin benutzen wir die Orthogonalitatsrelationen fiir die U, (x). 
Hierbei ist es zweckmabig, die Potenzen x2, x4,... nach TSCHEBYSCHEFF- 
schen Funktionen U, (x) zu entwickeln: 


a. 4. f Byes) 1 [ U,g(x) U, (x) 
Oe ea ee ace al Ml = | 2s + 33 Sicily oer Aaals 
ae 16 \V/1— a8 yji—# sie ) (2.19) 


Man erhalt somit nach (2.11a), (2.44b), (2.15) und (2.16): 


s 
°o 
Se 
Pad 
sy 
| 
Nia 
= 
—> 
| 
oe) 
i) 
_ _— 
i) 
f 
aad 
ey 
t 
-+ 
—— —— 


1 1 Oe 
a U3 (4) : 
oeF re yi-—# 


+ (0,4 1 by ty ca) | 

Wir multiplizieren Gl. (2.18) nunmehr der Reihe nach mit U, (x), U3(x).... 
und integrieren von x= —1 bis x=-+1; die Anwendung der Orthogo- 
nalitaten (2.7a) und (2.7b) ergibt dann die folgenden Bestimmungs- 
gleichungen fiir die Koeffizienten Cy, C,,..., die wir hier nur insoweit 
anschreiben, daB Le und C, bis einschlieBlich der Glieder mit ¢* korrekt 
werden. Man erhalt so (nach Kiirzung durch z/2) fiir Cy und C, in 
zweiter Ndherung: 


Gyieqtt[s e(3 =n (ye) a,—+%)|/ =>, 


C,(-ie #) +6, (=)=0, 


é 


(2.21) 


und hieraus, unter Beachtung von (2.8) und (2.15 a), die Endformeln 
(e=hkbd): 


1 1 61 400 
Co= efit (5 inv) + aie fea oi, 
fan es: a 
8i (2: ra 


(2.22) 


C,=-82G= ) =—4-0,0645 - e. 
Ersichtlich lieBe sich das Verfahren ohne erheblichen Rechenaufwand 
bis zu hdheren Naherungen fortsetzen. 

3. GemaB den vorstehenden Formeln (2.8) und (2.22) fiir die Koef- 2 
fizienten C,, in erster und zweiter Naherung [bis einschlieBlich der Glieder — 
mit (b)3] lassen sich alle I ntensitatsfragen fir den engen Spalt beantwor- 
ten. Fiir grofe Entfernung vom Spalt (FRAUNHOFERSche Beugung) wird 


SS 


1 Man beachte jedoch die S. 314 erwahnte Vernachlassigung. 
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die Intensitat J(«) fiir das unter dem Winkel }=arc sin « abgebeugte 
Licht 


| 00 2 
; Be Sams? 2) | (2.23) 
| 


a 


und somit in evstey Naherung: 
I (a) ~ (kb)? ( BE22) iz (2.23.a) 


Der Umstand, daB C, in erster Naherung rein imaginar wird, weist auf 
einen Phasensprung des abgebeugten Lichtes um —z/2 gegeniiber dem 
einfallenden Licht hint. 

Diese Verhialtnisse gelten zunachst nur fiir den bisher allein ins Auge 
gefaBten Fall, daB die einfallende Lichtwelle linear polarisiert ist und 
der elektrische Vektor parallel zu den Spaltrindern schwingt. Wir be- 
halten uns vor, in der Fortsetzung dieser Arbeit den allgemeinen Fall 
einer beliebig polarisierten einfallenden Lichtwelle zu behandeln und in 
diesem Zusammenhang die Anderung des Polarisationszustandes fiir das 
am Spalt gebeugte Licht zu erdértern. 


Mathematischer Anhang. 
Auswertung eines Doppelintegrals. 


Die Berechnung des Doppelintegrals (2.13), (2.14) erfordert zunachst 
die Auswertung des Integrals (2.14). Nach zweimaliger Anwendung der 
EvLerschen Formel kann man, in Real- und Imaginarteil zerlegt, fiir 
vy=1 schreiben: 


gh) = $1 f freospada | eosqada+ 
1 1 
Z . (1) 
+i( fesinpadat [4 singada)], 
1 


1 


mit den Abkiirzungen 


b= ecost+é 
q=ecost—¢. (2) 
In den neuen Variabeln 
x= pa, y= qe (3) 


1 Dieser Phasensprung war schon der 4lteren. FRESNEL-KrRcHHOFFschen 
Beugungstheorie bekannt. Man vgl. etwa M. Born, Optik, insbes. § 45 und § 46. 
Berlin: Springer 1933. 
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geschrieben, wird (1): 
1 , 
pra tlofestacsaf ay 4 
p q 


wofiseesfsie} 
p q 


Die Integrale in (4) lassen sich nach partieller Integration auf Integral- 
_ Sinus und Integral-Kosinus zuriickfiihren!; bei geeigneter Zusammen- 
fassung ergibt sich 


gp =4t{cosp + cosg + psi (p) + gsi (g) + aa | 
+ i(sinp + sing—pCi(p)—gCi (q))}. 
Diesen Ausdruck wollen wir fiir die weitere Rechnung verwendbar 


machen, indem wir beriicksichtigen, daB wegen |¢| < «<1 die GréBen é 
und g sehr klein gegen 1 sind; daher 1aBt sich entwickeln!?: 


6) 


ye ate Oe ee (6a) 


Ci(p) = nyt as + “, = 17810. J 6b) 


a 


an 


4 


Setzen wir onthe (5) in das Doppelintegral (2.43) ein, wobei wir in 
(6a) und (6b) quadratische und héhere Glieder vernachlassigen, so er- 


—_'* ; A try 
4 hire 
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Te Tv = f cos [(2m +1) ¢] p2dt + 
0 (9) 
+ f cos [(2m+1)t]@dt=0, 
0 
Wn Regrra fii te OULAT | 
* \o 
+ feos (om +1) fgdt} ee 
[-e= fiir oe, | 
| @) Lee Oe 
VII + VII =i{ fos [(2m +1) é]sin p dt + | 
0 
+ feos| 2m + 1) f]sing dt} 
ike OS -+ fiir 
= incon as Ieee) fur 
exit {fentomb needs | 
0 
+ feos [2m-+1) ) ‘gad 
—inelny fir m=0 
~e 0 Tutt >. | 
Die Integrationen 
XI + XIT=—if feos [2m +4) t])plnpdt+ 
‘ (13) 


+ f cos [(2m + 1) }qingai} 
0 


erfordern etwas mehr Rechenaufwand, als dies bei den bisherigen Inte- 
gralen der Fall war. Zunachst haben wir, indem wir p bzw. g an Stelle 
von ¢ als Integrationsvariable benutzen: 

e+ 


cos (‘2m 1) arc cos ps 


EH pinpdp, (14). 


sin (are cos 


4 cos ((2m + 1) arc cos! + & 
qingdq. (15) 
% / sin (arc cos if *) 
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Weiterhin kénnen wir uns nach (2.20) auf m—=0 beschranken. Hierfiir 
erhalt man 


——— is pinpdp : P 
Tae = — —¢ ta nt ioe O} 
[yas —= (p—9) de 
1 @ingds i | edesk Bk , (47) 
Rfsaos Reece 


_wobei sich die beiden repiekcs durch sia Integration weiter um- . 
formen lassen. Man erhalt so nach elementaren Rechnungen die Reihen- 
entwicklungen: 


a ee sence ~ 


ores) eyes —ie{Zin (e@—22) — x In i P(x?) + 


talbta-(Beteee fo 
wobei mit Riicksicht auf x =C/e 
P(x?) =1 +oe4+- (18a) 
it heben i oeiie daB fir x=4 | baw. na é (18a) 3 in die dele = 


ig fiir x/2 ttbergeht und sich demgemaB die logarithmischen Glieder 

in aa hierbei gerade wegheben ; die Funktion (18) ist somit im. ganzen 
Inter ised ae ies b) regular. 

 FaBt me ae ale I bis XII zusammen, so ergibt sich schlieBlich 

fair (2) e im Tex cite sibspnehe. 2-1) Flin coils 

Freiburg iBr. Rie fiir theoretische Physik, im September 1951. 

Deny ds gah » eT Aiory sistthedalt | 

sista ik gyre? ally _— 

eene aN <n e a 

ae ; 
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Zur Berechnung der Wellenfunktionen 
im Coulomb-Feld bei anomaler Streuung. 
Von 
DETMAR WISKOTT. 

Mit 3 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 11. Oktober 1951.) 


Zur Vermeidung eines unverhaltnismaBig groBen Rechenaufwandes, . verwendet 
man zur Berechnung der die anomale Streuung beschreibenden Wellenfunktion 
zweckmaBig eine von E. R. LANGER angegebene Verallgemeinerung der WKB- 
Methode. Wegen des prinzipiellen Versagens dieses Naherungsverfahrens am sog. 
klassischen Bahnumkehrpunkt, ergeben sich dann Schwierigkeiten, wenn die zur 
Beschreibung der Streuanomalie notwendige Randbedingung fiir die Wellenfunk- 
tion in der Umgebung der kritischen Koordinate des Bahnumkehrpunktes vor- 
geschrieben ist. Zur Vermeidung dieser Schwierigkeit wird eine ebenfalls von 
LANGER bereitgestellte Methode zur Uberbriickung der Singularitat der WKB- 
Lésungsfunktion herangezogen und im einzelnen an einem praktischen Beispiel 
diskutiert. 


Beriicksichtigt man fiir die Kernstreuung geladener Teilchen die 
endliche Ausdehnung des Streuhindernisses, so ist die wohlbekannte fiir 
das CouLoMB-Feld giiltige Randbedingung fiir die Wellenfunktion x (7, #) 
abzuandern: an Stelle der tiblichen Forderung ¥,(0) = 0 fiir die die Wel- 
lenfunktion aufbauenden Partialwellen y,(v) tritt eine andere, etwa das 
Verschwinden der Wellenfunktion am Kernrand r= R, also y,;(R) =0 
(Modell der undurchdringlichen Kugel), oder die Vorgabe der logarith- 
mischen Ableitung y;/y, am Kernrand! (zur Deutung von Resonanz- 
phanomenen). Fiir die undurchdringliche Kugel wird dann speziell ¥;/7; 
unendlich groB. Eine solche Abanderung der Randbedingung verandert 
die Lésung der Wellengleichung, da jetzt neben die fiir die Punktladung 
allein bendtigte Lésung noch eine weitere Partikularlésung tritt, die sich 
asymptotisch wie eine auslaufende Welle verhalten mu8 und die von der 
RUTHERFORD-Sireuung abweichende anomale Strewung beschreibt. 

Beschraénkt man sich auf die Berechnung der anomalen Streuung 
von «-Teilchen an zusammengesetzten spinlosen Kernen mit dem Ra- 
dius R und der Ladung Ze, so lautet die Differentialgleichung der Partial- 
wellen im Schwerpunktssystem? 


” 2 id+4 
ge. ar) He 9» (1) 


+ WeEIsskopr, V., H. FESHBACH u. D. C. PEASLEE: Phys. Rev. 71, 145 (1947). 
® MaRscHALL, H.: Z. Physik 128, 635 (1950). 
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wobel 
: 2ME 2Ze* 
= * M2992 5 — = : 
or R ae, f ‘alle n hv (2) 
bedeuten. M ist die reduzierte Masse und v die Relativgeschwindigkeit 
der beiden Sto8partner. 

Fuhrt man in (1) die Variable 27 an Stelle von 0 ein, so geht sie 
in eine WuiTTakeRsche Differentialgleichung tiber, deren allgemeine 
Losung 

x1 (Q) = & Mjx,143 (20.0) + Cy W_ix,144(— 27 A) (3) 


lautet’. Die Funktion M,,,;,,; beschreibt die RUTHERFORD-Streuung, 
die infolge der abgednderten Randbedingung hinzutretende Partikular- 
lé6sung W_;, ;.; die anomale Streuung. 

Die praktische Durchrechnung eines Streuproblems mit Hilfe von 
WHITTAKER-Funktionen ist im allgemeinen recht miihsam, da fiir diese 
in dem hier interessierenden Bereich der Variablen keine fiir die nume- 
rische Rechnung handlichen Darstellungen existieren: einerseits erfor- 
dert die Potenzreihendarstellung schon einen sehr hohen Rechenaufwand, 
und andrerseits liefert die asymptotische Entwicklung noch keine brauch- 
baren Ergebnisse. Daher mu®\man versuchen, mit Naherungsmethoden 
zum Ziel zu gelangen. i 

Dies hat MARSCHALL 1. c. mit einer von LANGER? angegebenen Ver- 
allgemeinerung der WKB-Losungen versucht. Setzt man zur Abkiir- 


zung 


qt Bes 2% I(t+1) et d 
Pj == JA (1 Ao (A @)? i? ie J? Q, (4) 
so lauten die benutzten Naherungslosungen 
W,, (0) = 26; 400s (u—% +9), (5a) 
W_(o) = |di|~# (2 sing - el#! + cosp em!) . (5b) 


0, ist der aus £7 (0;) =0 berechnete Bahnumkehrpunkt der klassisch be- 
schriebenen Teilchen (,,klassischer Bahnumkehrpunkt‘‘). Die Verall- 
gemeinerung von (5a, b) gegeniiber den meist verwendeten WKB-L6- 
sungen besteht im Auftreten der freibleibenden Phasenkonstanten 9. 
Im Grenzfall g = 0 gehen (5a, b) in das bekannte spezielle WK B-Losungs- 
paar. iiber. 

Wird nun auf Grund des Modells der undurchdringlichen Kugel die 
Erfiillung der Randbedingung y,(1)=0 gefordert, so erhalt man aus 


‘1 Vgl. etwa MaGNus-OBERHETTINGER, Formeln und Satze fiir die speziellen 
Funktionen der mathematischen Physik, 2. Aufl., S. 115ff. Berlin 1948. 

2 Lancer, E. R.: Phys. Rev. 51, 669 (1937). Vgl. auch H. DAnzer: Einfihrung 
in die theoretische Kernphysik, S. 158ff. Karlsruhe 1948. 
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Fig. 1. Das Wechselwirkungspotential 
Vi (0) fiir J=0,1,2. E ist fiir die 0-te 
Partialwelle eine iiberschwellige Energie 
[09 <1, Anwendung von (6a)], ftir die 
2-te Partialwelle dagegen eine unter- 
schwellige [o, > 1, Anwendung von (6b)]. 
Fiir ]/=1 fallt die Energie fast mit dem 
Kernrandpotential zusammen [0, +1, 
die Formeln (6) sind nicht anwendbar}. 
=—00 

co be Gh era Sew) Z 


a 


DETMAR WISKOTT: 


(5a, b) fiir die in Fig. 1 naher erlauterten — 
Falle , iiberschwelliger“ und ,,unterschwel- 
liger‘‘ Energie die bereits von MARSCHALL 
benutzten Formeln 


Oy ae aa Op; (6a) 
te gy = — - akg Oy © (6b) 
wobei 
3 
B= J pide 


Q; 


als Abkiirzung fiir den hier und im fol- 
genden auftretenden Zahlwert der Funk- 
tion w(o) an der Stelle o=1 gesetzt ist. 

Eine hiermit durchgefiihrte Berech- 
nung der q, liefert solange brauchbare 
Ergebnisse, wie Kernrand (9 = 1) und klas- 
sischer Bahnumkehrpunkt (9 = ,) einen 
hinreichenden Abstand vonein- 
ander haben; sie ist nicht mehr 


08 07 06 


méglich, wenn @,;= 1 in den Be- 
reich riickt, wo die WKB-L6- 


sungen versagen. Dies zeigt sich 
sehr deutlich bei der Berech- 


nung des Grenzwertes von 9; 


fiir @,>1. Bei der Annaherung 


von der Seite @,<1 her [iiber- 
schwellige Energien, Formel 


(6a) |, erhalt man fiir den Grenz- 


7 = —0,7854, bei An- 


— 


Fig. 2. Die asymptotische Phase 7) in Abhangigkeit von 
der Energie E: bzw. von der Lage des klassischen Bahn- 
umkehrpunktes @,. Die Kurven J sind mit Hilfe der 
Formeln (6), die Kurve 2 mit (10) und (12) berechnet. Bei 
E=6,45 MeV fallen in dem hier betrachteten Beispiel 
klassischer Bahnumkehrpunkt und Kernrand zusammen. 


wert == ‘i 
naherung von der Seite 9, > 4 her 
7 4, {unterschwellige Energien, For- 
Mey mel (6b) ], dagegen arctg (— 4) = 
—0,4636. Fiir die in der zitier- 
ten Arbeit diskutierte elastische 
Streuung 1O (x, «)1®O ist die 
nach (6a,b) berechnete Ab- | 
hangigkeit y=) (E) mit dem | 


Sprung beim Ubereinstimmen von Energie und Kernrandpotential 


in Fig. 2 dargestellt. 


Der als Folge der Naherungsmethode in der Umgebung von op=1 
auftretende Fehler laBt sich dadurch, da8 man die Naherung im Sinne 


Ray A 
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des WENTzELschen systematischen Naherungsverfahrens! einen oder 
mehrere Schritte weitertreibt, nicht verringern. Denn bereits in der 
nachsthoheren Naherung tritt die Singularitat bei 9 =, nicht nur im 
Amplitudenfaktor, sondern auch in der Phase auf. Erst in einigem Ab- 
stand vom klassischen Umkehrpunkt ist eine brauchbare Korrektur mit 
der Verwendung héherer Naherungen verbunden. 

Die aufgezeigten Schwierigkeiten lassen sich unter Verwendung der 
ebenfalls von LANGER I. c. angegebenen Methode zur Uberbriickung der 
Singularitat der WKB-Lésung vermeiden. An Stelle der Funktionen 
W.. (9) und W_(o), die der Differentialgleichung 


wry | ppahise(er\ae f Ww 
Pi + pr) 2 pi ”) 


gehorchen, benutzt LANGER Lésungen der Gleichung 


uv + leet (Py 3 (24 5 oo. (8) 


Die letzte Gleichung ist durch den hinzugefiigten Term i (2) so 
J 


abgeandert, da8 in unmittelbarer Nachbarschaft des klassischen Bahn- 
umkehrpunktes ($7 = 0, “= 0) eine Ubereinstimmung der Gl. (8) mit der 
Ausgangsgleichung (1) 7; + #7 %,=0 erzielt wird. In hinreichend groBer 
Entfernung von g; verschwindet die. Korrektur, so daB dann (8) mit (7) 
iibereinstimmt und durch die Funktion W (0) gelést wird. 


Die allgemeine Lésung 


U(o) = (*F 4)’ eos (% + 9) F(a) +008(F—g) F-s(m)| (9) 
der Gl. (8) bleibt, wie die Differentialgleichung selbst, im klassischen 
Umkehrpunkt endlich und kann deshalb von dem Bereich fj >0 tiber 
pj =O in den Bereich #7 < 0 ohne Schwierigkeiten fortgesetzt werden. 
Die asymptotische Darstellung der Lésung U (g) fiihrt — wie oben schon 
gesagt — zu den Lésungen W, (0) und W_(g) und erlaubt damit die Ab- 
leitung des Gleichungspaares (5a, b). Benutzt man daher an Stelle der 
WKB-Naherung W (9) die Funktion U() zur Beschreibung des Streu- 
problems, so ist auch dann eine genaue Bestimmung der Phasenkon- 
stante g, méglich, wenn die WKB-Methode versagt. 

Fiir die Randbedingung U(1)=0 folgt aus (9) fiir den Fall tiber- 
schwelliger Energien direkt 


te At Tye). F(A) BO 
SP 3 Sy (oa) — Tyo) wise 


1 WENTZEL, G.: Z. Physik 38, 518 (1926). 


(10) 


22* 
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Fiir den klassisch verbotenen Bereich (f7 <0) ist es vorteilhaft, die L6- 
sung (9) mit Hilfe modifizierter Zylinderfunktionen in reeller Form an- 
zuschreiben 


U() =| - 


1 ‘fp sin y I, (|12|) + cos (2 — o) Kyu)", ite 


| Pj 


woraus fiir U(1)=0 als Bestimmungsgleichung fiir die Phase q, folgt 


1 K, (\“1)) ° 
tem=— Se Pi (1) <0 (12) 
Vs Ki (| ey|) + = 1 (| oa )) or 1. 
by \3 3 
Wie man sieht, liefern die Gl. (10) und (42) fiir w,> 0, d.h. @,>1, den- 
selben Grenzwert fiir m,, namlich arctg i = 5 = —0,5236. Die 


mit Hilfe der LancErRschen Naherung U(o) berechnete Abhangigkeit 
der Phase q, von der Energie £ ist ebenfalls in Fig. 2 eingezeichnet. Die 
Kurve zeigt weder einen Sprung noch einen Knick an der Stelle, wo 
Kernradius und klassischer Umkehrpunkt zusammenfallen. 


Fiir die praktische Rechnung ist es vorteilhaft, mit Hilfe der Bezie- 
hungen 


H” (u) = Iw) x iN, (u) und H™,(u) za oe H® (u) 


die Gl. (10) umzuformen in 


Pi (1) 20 
gy = —3a—arg HY (uy) 0,1 Cs 


da man die Argumente der HANKEL-Funktionen tabuliert findet!. Fiir 
(12) 1aBt sich eine analoge Umformung nicht angeben. 


In diesem Zusammenhang ist ein Vergleich der fiir die Naherungs- 
lésungen W (9) und U (9) giiltigen Differentialgleichung (7) und (8) mit 
der Ausgangsgleichung (1) interessant: Ein Unterschied zeigt sich in den 
bei den Funktionen ¥,(e), W(e) und U(g) auftretenden Faktoren. An 
die Stelle der Summe von CouLoms- und Zentrifugalpotential in (4) 


2Ze h2 (141) 
v ite 2M y2 


Ves 
tritt in (7) 


Ao cn com wele be LD idl aa 2d 
; Pra Maiuearan| ee hace dp 
in (8) dagegen 


h2 3 p} 2 1 if 2 
Vis V, [+ ( ") pod Pi —_ 5 ( Pi 
Le ct 2M R? | 4 \p, 2 oy 36.\y 
+ Die Arbeit von LaNGER enthalt an dieser Stelle einen Druckfehler. 
* Watson, G.N.: Theory of Bessel Functions. Cambridge 1922. 
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Die ,,Potentiale“ V., Vj und V,, fiir die die Funktionen utile), W(o) 
und U (9) exakte Lésungen sind, sind in den Fig. 3a u. b fiir iiber- und 
unterschwellige Energien gezeichnet. Als Beispiel ist wiederum die ela- 
stische Streuung 160 («,)!®O bei =0 gewiahlt. Die Lage des Kernrandes 
(g=1) und des klassischen Umkehrpunktes (@=@») sind angegeben. 


(Yee 


b 


Fig. 3a u.b. Die Potentialfunktionen /yw und Vy im Vergleich mit dem Coutoms-Potential Vc fiir 1=0. : 
Es ist wiederum das Beispiel des 1°O (x, «)#8O Streuprozesses benutzt, als a-Teilchenenergien sind 4,2 MeV 
(Fig.3a) und 8,4 MeV (Fig. 3b) gewahlt. , = 


Wahrend V,;, bei 90=95 divergiert, stimmen Ve und V;, dort exakt 

iiberein und unterscheiden sich auch in ihrem sonstigen V Verlauf nur 
cunwesentlich, 

4 Zum SchluB sei erwihnt, dab die Verwendung der Naherung U nicht 

den asymptotischen Phasenfehler 6,—7,, auf den Marscuatt 1. c. schon ; 
rksam gemacht hat, beseitigt, da die ee von. Me PERS ir 
. von Yn von der des Potentials Ve Agee: ; 


a ieciald a” ET = 
. . - a 
fahens: orbit 
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Einzelstreuung von schnellen Elektronen 
um grofe Winkel. 


Von 


W. Paut und H. Reicu*, Gottingen. 
Mit 3 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 19. Oktober 1951.) 


Mit Hilfe eines Betatrons wurde die Einzelstreuung von 2,2 MeV-Elektronen um 

groBe Winkel (60°, 90° und 120°) in Abhangigkeit von der Kernladungszahl der 

streuenden Substanz untersucht. Ein Vergleich mit der Motr-FEsSHBACHschen 

Theorie zeigt, daB der Streuquerschnitt von schweren Elementen oberhalb von 60° 

kleiner ist als man nach der Theorie erwartet. Die Winkelabhangigkeit der Streu- 

intensitat stimmt bei leichten Elementen innerhalb des MeSfehlers mit der Theorie 
iiberein, 


Durch die Arbeiten von VAN DE GRAAF, BUECHNER und FESH- 
. BACH [7], sowie BoTHE und SCHULZE-PILLoT [2] ist gezeigt worden, 
daB der Wirkungsquerschnitt fiir die Einzelstreuung schneller Elektro- 
nen (E~2 MeV) an Atomkernen bei Streuwinkeln bis zu 50° fiir alle 
Elemente durch die Mott-FEsHBAcHsche Theorie [3] richtig wiedergege- 
ben wird. Versuche von BoTHE [4] bei 106° effektivem Streuwinkel 
und relativ kleiner Energie (0,21 bzw. 0,37 MeV) deuteten auf Abwei- 
chung von der Theorie hin. In der vorliegenden Arbeit soll die Streu- 
ung von 2,2 MeV-Elektronen bei den Winkeln 60°, 90°, 120° in Abhangig- 
keit von der Ordnungszahl des streuenden Atomkerns untersucht werden. 
Die Voraussetzung der Theorie, Streuung eines punktférmigen Elektrons 
im reinen COULOMB-Feld eines punktformig gedachten Kerns sind nur 
in einem relativ engen Energiebereich (0,5 bis 4 MeV) mit Sicherheit er- 
fullt. Bei kleinen Energien stért die Atomhiille, bei gr6Beren die end- 
liche Ausdehnung des Atomkerns, wie die Versuche von LyMAN, HAN- 
son und Scott [d| mit 16 MeV-Elektronen gezeigt haben. Aus diesem 
Grunde wurden die vorliegenden Versuche mit einer Elektronenenergie 
von 2,2 MeV ausgefiihrt. 


Die Hauptschwierigkeit bei der Deutung von Streumessungen liegt 


darin, den Anteil der sich dem EinzelprozeB iiberlagernden Vielfach- und — 


Mehrfachstreuung zu bestimmen. Die Abschatzung wird bei groBen 
Ablenkwinkeln besonders erschwert durch die hier notwendig werdende 


Aufstellung der Streufolie schriég zur Richtung des Primarstrahles. — 


* Jetzt Physikalisches Institut Heidelberg. 
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Einzelstreuung von schnellen Elektronen um groBe Winkel. PA 

Diese Fragen wurden in einer vorangehenden Arbeit (1) [6] unter- 
sucht, wobei sich die Bedingungen ergaben, unter welchen experimentell 
die besten Ergebnisse zu erzielen sind. 


Die Versuchsanordnung. 

Die Versuchsanordnung (Fig. 1) entspricht weitgehend der in (I) be- 
schriebenen. Als Elektronenquelle diente wieder das 6 MeV Betatron. 
Messungen mit einem Beta-Spektrometer ergaben, daB \bei einer |Elek- 
tronenenergie von 2,2 MeV die Energieunscharfe 0,03 MeV betrigt. 
Schwankungen der eingestellten 
Energie konnten kleiner als + 4% | 
(= 0,01 MeV) gehalten werden. | 
Vor Eintritt in die Vakuum- | 
kammer durchflogen die Elek- 
tronen eine kleine [onisations- 
kammer. Die in ihr erzeugte 
Ladungsmenge war ein relatives _|_ 
MaB fiir die Zahl der auf die 
Streufolie auftreffenden Elektro- 
nen. Durch Blenden wurde ein 
schmales Elektronenbiindel (Win- 
keldivergenz 4°) ausgeblendet. 
Der Querschnitt des Biindels war 


0 10 20 30 cm. 


Lt Flektronenschleuder 


‘Streufolie SEE 


kleiner als die Flache der Folien. | A\-Absorber 
Die Streufolien wurden so auf- Fig. 1. Versuchsanordnung. 


gestellt, daB ihre Flachennormale 

in Richtung des halbenStreuwinkels zeigt. Das entspricht der Beobach- 
tung auf der Austrittseite des Elektronenstrahles [A-Beobachtung in (I) ]. 
Die Folien waren nur mit ihrem unteren Rande an einem kleinen 
Messinghalter befestigt. Ihre Dicken sind der Tabelle 1 zu entnehmen. 
Sie wurden so gewahlt, daB bei der diinnsten Folie jedes Satzes der 
Stéruntergrund nicht mehr als 10% des Streueffektes betrug. An die 


Tabelle 1. Die verwendeten Folien (Dicke x Dichte). 


Aluminium Zinn Platin 


. Polystyrol 


Z*Nd - 107-** 


4,62 


bite’ 5 8,17 

83,1 14,2 22.1 | 8,34) 13,7 | 10,9 |10,38/12,8 111,55/14,7 | 6,79 12,8 

467, |28,6 | 28,5 | 10,74| 21,7. 17.3 | 20,4 | 25,2 [22,8 28,9 | 13,0 | 24,4 
i “1 43,3 | 16,3 | 75,6 | 60,2 41,0 }52,0 | 23,1 | 44,5 
73,0 | 27,5 44,4 | 85,6. 
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Streukammer waren bei den Winkeln 60°, 90° und 120° kurze Rohre an- 
geschlossen, welche an ihrem Ende zwei hintereinanderliegende Zahl- 
rohre zur Messung der Streuintensitat trugen. Nur Elektronen aus einem 
Winkelbereich von 2° um die Rohrachse — von der Streufolie aus be- 
trachtet — konnten in die Zahlrohre gelangen. Durch Koinzidenzschal- 
tung der Zahlrohre, durch eine gute Bleiabschirmung und durch Aus- 
kleiden der Streukammer mit Paraffin wurde der Stéruntergrund herab- 
gesetzt. Messungen in (I), bei denen mit einem Beta-Spektrometer die 
Energieverteilung der gestreuten Elektronen untersucht wurde, hatten. 
ergeben, daB bei den verwendeten Foliendicken praktisch keine Elektro- 
nen mit kleinerer Energie als der Primarenergie auftreten, also nur ela- 

stisch gestreute Elektro - 
z —————-Pt] nen gemessen werden. 
| Es wurde daher auf eine 


ee “Sn : ; 
os a gs Energieanalyse verzich- 


oS 


S 
| 


rel Zoh/ der 
Strevelektronen{Z Nd —= 
| 
ll M ) 


a tet und zur Ausschaltung 
ee energiearmer vagabun- 
ae g g 
Hee 2,2 MeV, O=60° | dierender Elektronen le- 
a 0 ge. eg 2 2 diglich ein 1,2 mm star- 
2° Nd—— 07/om kes ALFilt q 
Fig. 2. Relative Zahl der Streuelektronen/Z*Nd als Funktion von “ ge he NE oy 
. 2Nd bei 60°. Zahlrohren angebracht. 
Messungen. 


Gemessen wurde fiir die Elemente Al, Cu, Ag, Sn und Pt die Zahl 
der gestreuten Elektronen relativ zur Zahl der in die Streukammer ein- 
tretenden Elektronen in den Winkelbereichen 58° bis 62°, 88° bis 92° und 
118° bis 122°. Der MeBvorgang war der gleiche wie in (I). Zur Ausschal- 
tung der durch Vielfachstreuung entstehenden zusatzlichen Streninten- 
sitat wurden von jedem Element 3 bis 4 verschiedene Foliendicken ver- 
wendet und die entsprechenden Werte graphisch auf die Dicke Null 
extrapoliert (vgl. fiir 60° Fig. 2). Die fiir jede Messung registrierte 
Elektronenzahl betrug je nach Foliendicke und Material zwischen 400 
und 5000. Jede Folie wurde mehrmals in die Kammer gebracht und ge- 
messen, um Aufstellungsfehler auszuschlieBen. Gewéhnlich wurde bei 
einem festen Winkel durch Auswechseln der Streufolien die GréBe Z 
variiert. Um bei gleichem Z auch méglichst genau die Winkelabhangig- 
keit der Streuintensitat zu erhalten, wurde bei einigen Folien gleichzeitig 
mit zwei Zaéhlanordnungen bei 60° und 90° bzw. 90° und 120° gemessen — 
und die Zahlrohre dann vertauscht. So wurde erreicht, daB der relative 
MeBfehler in bezug auf die Winkelabhingigkeit nur wenig gréBer war 
als in bezug auf die Z-Abhangigkeit, wo er etwa + 3% betrug. Die Er- 
gebnisse der Messungen — Z als Abszisse und der Winkel als oes -- 
sind in Fig. 3 wiedergegeben. 
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Diskussion der Ergebnisse. 
Die Zahl J der unter dem Winkel @ in die Zaihlanordnung gestreuten 
Elektronen ist gegeben durch 
I=I,GoNd[i+Z?Nd:f(E,Z, 0, d)] (4) 
mit J)=Zahl der auftreffenden Elektronen, G=Geometriefaktor, N—Zahl 
der Atome/cm’, d=Foliendicke, E=kinetische Energie der Elektronen. 
o ist der Streuquerschnitt fiir Einzelstreuung. Er laBt sich schreiben 


. Zer \2 1 — fr 
a O Rutherford R (E, Z, 0) mit Rutherford = ( 


pt sint Q/2 ; (2) 


2M) Cc? 


Der Faktor R (EF, Z, 0) wurde sehr 20- -- 


genau von McKINLEy und FEsuH- ih 
BACH auf der Grundlage der Mort- . 
schen Theorie berechnet und gra- 46 
phisch dargestellt [3]. Ihre Kur- ty | 
ven R(Z) bei 2 MeV sind fiir die 
interessierenden Streuwinkel in he i 
Fig.3 eingezeichnet (ausgezogene OE 10 | ete Wi x 
Kurven). In diesem Energiebe- |g Beet i y 
reich ist die Abhingigkeit der < % 4 
GréBe R von der-Energie so ge- 06 od 
ring, daB R(2,0 MeV,Z) ohne AA 
: ; a4 ad 

Fehler mit dem experimentellen 
Ergebnis von 2,2 MeV verglichen a2 
werden kann. hii 

In (1) ist Z?Nd - f(E, Z, O, d) @ 20 0 60 8 

Kernladungszah| Z —~ 


der relative Anteil, den die Viel- 
Fig. 3. Das Verhaltnis der Streuquerschnitte R= 
fachstreuung zur gemessenen In- G/CRutherford als Funktion der Kernladungszahl Z; 
tensitat beitragt. In ihm geht die ausgezogenen Kurven sind der Arbeit von McK1n- 
d LEY und FesHBAcH [3] entnommen. Die experimen- 
auBer Geometriefaktoren wesent- tellen MeSpunkte sind so normiert, daB sie bei Al 
lich das Quadrat des mittleren mit den theoretischen Werten zusammentfallen. 


Vielfachstreuwinkels [vgl. (1) 


Gl. (4)] ein, das proportional zu Z?Nd ist (WiLiIAMs, MOLIERE). ~ 


Tragt man daher J/Z?Nd als Funktion von Z?Nd auf, so erhalt man in 
erster Naherung Geraden, deren Steigung ein MaB fiir den Anteil der 
iiberlagerten Vielfachstreuung ist und die fiir Z2Nd=0 die Streuinten- 
sitat durch reine Einzelstreuung abzulesen gestatten. In Fig. 2 ist dies fiir 
5 Elemente bei 60° Streuwinkel gezeigt. [Fiir 90° und 120°s. Fig.10a,b 
in (I)]. Die Ordinatenabschnitte verhalten sich zueinander wie die GroBen 
R=o/Ogutherfora der betreffenden Elemente. Zur Absolutbestimmung der 
R-Werte fehlte die Kenntnis des Absolutbetrages von J, und des Geo- 
metriefaktors G. Daher sind in Fig.3 die Me8punkte als Funktion von 
Z mit einer solchen Normierung eingetragen, da der experimentelle 


ee 
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R-Wert von Aluminium mit dem theoretischen zusammenfallt. Diese 
Normierung wurde gewahlt, weil mégliche Abweichungen von der Theorie 
bei kleinem Z am geringsten sein sollten. Da die MeBgenauigkeit fir den 
Vergleich der verschiedenen Z bei gleichen Winkel gréBer war als die 
fiir den Vergleich der Winkel bei demselben Z, wurde diese Normierung 
bei jeden Streuwinkel vorgenommen. Innerhalb der angegebenen Fehler- 
grenzen stimmt aber bei den leichten Elementen die Winkelabhangigkeit 
mit den theoretischen Werten iiberein. In Fig. 2 erkennt man, daB der 
EinfluB der Vielfachstreuung bei den diinnsten Folien gering ist. Die 
Korrektur durch Extrapolation auf Z?Nd=0 betragt fiir die diinnste 
Al-Folie bei 60° 10%. Fiir die gréBeren Winkel ist sie geringer. 

Wie man aus Fig. 3 ersieht, liegen bei 90° und 120° die MeBpunkte 
fiir Pt eindeutig, und zwar um etwa 15%, unter den theoretischen Wer- 
ten. Bei 60° kann man eine Abweichung im gleichen Sinne fiir Pt gerade 
noch vermuten ebenso wie fiir die mittelschweren Elemente bei 90° und 
420°. Die Streuintensitat bei schweren Elementen ist also in Winkel- 
bereichen oberhalb von 60° etwas kleiner als die Theorie erwarten laBt. 

Eine Erklarung fiir diesen Unterschied zwischen Theorie und Experi- 
ment kénnen wir nicht geben. Ein EinfluB des endlichen Kernradius, 
der bei hohem Z zu erwarten ist und der den Streuquerschnitt herabsetzt, 
sollte bei 2,2 MeV-Elektronenenergie und dem beobachteten Winkel noch 
nicht vorhanden sein, wie die Rechnungen von ACHESON und ELTON [7} 
zeigen. Dagegen spricht auch die Tatsache, daB kiirzlich BoTHE und 
KINZINGER bei noch kleinerer Energie die gleichen Abweichungen bei 
Winkeln oberhalb von 60° gefunden haben!. Auch ein Strahlungseffekt, 
wie er von SCHWINGER berechnet wurde [8], als Ursache ist nicht zu 
vermuten; die dadurch erwartete Herabsetzung des Streuquerschnittes 
liegt zwar in der GréBenordnung 5 bis 10% und ist bei 90° maximal. Die 
Korrektur sollte aber in erster Naherung unabhangig von Z sein und sich 
nur in der Winkelabhangigkeit bemerkbar machen. SchlieBlich bliebe noch 
ein Einflu8 der Atomhiille: Er sollte zwar mit wachsendem Z ansteigen, 
aber bei kleineren Winkeln starker sein als bei groBen. Bei 2,2 MeV 
Elektronenenergie sollte er sich gar nicht mehr bemerkbar machen. 
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Messung des Dispersions- und Absorptionsverlaufes 
einer nichtassoziierenden polaren Fliissigkeit 
im Wellenlangenbereich von 1 bis 80cm*. 

Von 
WOLFGANG MECKBACH, Bahia Blanca, Argentinien. 

Mit 12 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 10. Oktober 1951.) 


Es werden die optischen Konstanten (n,%) des «-Bromnaphthalins bestimmt: 
n von 1,3 bis 80 cm aus dem Verhaltnis der Wellenlange in Luft und im Dielektrikum 
an stehenden Wellen; 

n% von 2,3 bis 30cm aus dem exponentiellen Abfall einer in der Fliissigkeit fort- 
laufenden Welle. 

Die Messungen werden in geschlossenen Wellenleitern durchgefiihrt. Sie iiberstrei- 
chen den gréBten Teil des Gebietes der anomalen Dispersion des «-Bromnaphthalins 
und lassen einen umfassenden Vergleich mit der DEByrEschen Theorie zu. Der aus 
den experimentellen Daten berechnete Verlauf fiir Real- und Imaginarteil der kom- 
plexen Dielektrizitatskonstanten zeigt betrachtliche Abweichungen von dem nach 
DEBYE theoretisch zu erwartenden. Es erscheinen daher — entgegen bisherigen 
Annahmen — Riickschliisse aus Messungen bei langeren Wellen auf das Dispersions- 
gebiet selber auf Grund der DEByeschen Theorie nicht berechtigt. Die Abweichun- 
gen werden diskutiert unter Zugrundelegung eines Ansatzes von PERRIN fiir meh- 
rere Relaxationszeiten. In diesem Zusammenhange wird die Abhangigkeit der von 
KiaGEs eingefiihrten ,,wirksamen Relaxationszeit““-von der Wellenlange aus den 
experimentellen Daten berechnet. Sie hat den nach der Theorie fiir drei Relaxa- 

tionszeiten zu erwartenden Verlauf. 


I. Problemstellung. 


Die Erscheinung der anomalen Dispersion polarer Fliissigkeiten hat 
durch DEBYE eine theoretische Deutung erfahren. Eine groBe Reihe 
experimenteller Arbeiten haben eine zumindest qualitative Ubereinstim- 
mung mit der Theorie ergeben. Einheitliche Messungen iiber den ganzen 
Dispersions- und Absorptionsverlauf hinweg liegen jedoch bisher noch 
nicht vor; insbesondere wurden Messungen im Dispersionsgebiet selber 
an stark assoziierenden Fliissigkeiten durchgefiihrt, bei welchen auf 
Grund der sich bildenden Molekiilkomplexe die Verhaltnisse uniiber- 
sichtlich werden. Es erschien daher wiinschenswert, eine Messung — még- 


lichst des gesamten Dispersions- und Absorptionsverlaufes — an einer 


einfachen polaren Fliissigkeit durchzufiihren. An Hand der MeBergeb- 
nisse sollte ein quantitativer Vergleich mit der Theorie vorgenommen 
werden. Als MeBfliissigkeit wurde «-Bromnaphthalin gewahlt, da diese 


* Nach einer an der Universitat Frankfurt eingereichten Dissertation. 
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Fliissigkeit nicht merklich assoziiert und ihr Dispersionsgebiet in einem 
zugiinglichen Spektralbereich (zwischen 1 und 100 cm) hegt. 


II. Neuere Probleme in bezug auf die anomale Dispersion 
polarer Fliissigkeiten. 


a) Das innere Feld. 


Zur Deutung der Erscheinung der anomalen Dispersion polarer Fliis- 

sigkeiten, fiir welche die MAxwettsche Beziehung 

Eoo = no (= Eo) 
(c,, = statische Dielektrizitatskonstante; mm) = optischer Brechungs- 
index) nicht erfillt ist, ging DEBYE [7] von der Vorstellung aus, daB 
die Molekiile dieser Fliissigkeiten permanente elektrische Dipole sind. 
Diese suchen sich in Richtung eines auf sie wirkenden elektrischen Feldes 
auszurichten (Orientierungspolarisation). Der Ausrichtung entgegen 
wirkt die thermische Molekularbewegung. 

Setzt man das-,,innere‘‘, auf die Molekiile wirkende Feld F gleich 
dem ,,auBeren‘‘ £, so fiihrt im Falle eines Wechselfeldes der DEBYEsche 
Ansatz auf eine von der Frequenz abhangige komplexe Dielektrizitats- 
konstante: 


Berar ve 4n Um 1 
6.1 Hes Sept me Nees fies (1) 


yt = Dipolmoment eines Molekiils, N = Anzahl der Molekiile im cm’, 
t = Relaxationszeit. Unter Einfiihrung der statischen DK e,, folgt: 


, Kae 4 Ego — & 
e=e —7é"=e),+ raha (2) 


Durch diese Beziehung wird fiir e’ der Ubergang von e,, auf ¢) und der 
Verlauf der Absorption (e’’) qualitativ richtig beschrieben. Die Rela- 
xationszeit t bestimmt die Lage des Ubergangsgebietes und des Absorp- 
tionsmaximums auf der Frequenzskala. 

Unter Einfithrung des inneren Feldes nach CLAusius-MossorTti erhalt 
die zu (1) analoge Beziehung die Form: 


Siedicl Sorel geal | ae a, 
e+2 & + 2 8 3RT 14+ 7or- (3) 


Auflésung nach e liefert hier: 


Se i eatbie a (4) 


Wir sehen, daB der Charakter der Beziehung (2) erhalten bleibt, mit dem 


einzigen Unterschied, daB vor t noch ein konstanter Faktor e,, + 2/ £0 +2 
auftritt. 
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Auflésung der Beziehungen (2) oder (4) nach e’ und e” fiihrt auf die 
bekannten DEBYE-Kurven. 

Der innere Feldansatz nach CLaustus-Mossorti berticksichtigt nicht 
die Wechselwirkung unmittelbar benachbarter Dipolmolekiile, ist also 
streng nur fiir den Fall starker Verdiinnung der polaren Fliissigkeit 
durch ein unpolares Lésungsmittel anwendbar. 

ONSAGER [2] berechnet das innere Feld unter angendherter Beriick- 
sichtigung der Wechselwirkung benachbarter Dipolmolekiile, indem er 
die Riickwirkung des Feldes eines Dipolmolekiils auf ein umgebendes 
Kontinuum der DK ¢ betrachtet (Reaction-Field). Unter Anwendung 
des ONSAGER-Feldes auf den Fall eines ,,auBeren‘’ Wechselfeldes [3] 
ergibt sich 


Steel neh 3€(& + 2) Ange), Seem 1 


4 


eailtdeeovhu(2e- ale 2): Bll gaetodaeajoe: 6) 
Fir e— e, (verdiinnte Lésung) folgt wieder die Beziehung nach CLav- 
stus-Mossotti. Gl. (5) ist nicht [wie (4) und (3)] linear in e=e’ —Je”, 
1aBt sich also nicht explizit nach e’ und e”’ auflésen. Eine numerische 
Auswertung fiir den Fall e,, = 10, ¢9) = 2 gibt CoLE [3] an. Die erhaltenen 
Kurven sind den DEBYE-Kurven dhnlich. 
Fiir ¢ >> €) wendet COLE in Gl. (5) die Vernachlassigung an, 


und erhalt so fiir ¢(@) die Gl. (2). Das fiithrt wieder auf DEBYE-Kurven 
fiir «’ und «’’. Es fiel nicht auf, daB man so-— auf dem Umwege iiber 
ONSAGER — wieder zu dem einfachsten Falle F=£ der Nichtberiick- 
sichtigung eines inneren Feldes zuriickkehrte. 

Die Auswertung nach ONSAGER hat sich in bezug auf die statische 
Dipolpolarisation gut bewahrt [4]. 


b) Mehrere Relaxationszeiten. 
In der Depyeschen Theorie steckt die Voraussetzung, daB die Mole- 
kiile Kugelgestalt haben. Eine bessere Annaherung an die tatsachliche 
Form der Molekiile ist das Ellipsoid. Nach PERRIN [5] tritt fiir Ellip- 
soidmolekiile an Stelle des Ausdruckes 
we 
1+ jot 
in den Gl. (4), (3), (5) eine Summe von im allgemeinen 3 Gliedern: 


Mi Ma HB “6 

foe Piece en 1+70T ° (6) 

Die y; sind die Momentkomponenten in Richtung der 3 Hauptachsen 
des Molekiils, t; die zugehérigen Relaxationszeiten. 


334 WOLFGANG MECKBACH: 


Eine Aufspaltung der DeByrschen Beziehung (2) oder (4) in — z.B. 
fiir 2 Relaxationszeiten — zwei additive Glieder ist nur fiir den Fall sehr 
weit auseinanderliegender Relaxationszeiten gestattet [6]. Die Dis- 
persionskurve erhalt einen stufenférmigen Verlauf, es treten 2 Maxima 
der Absorption in Erscheinung. Nach FiscHER [7] wird diese Verzwei- 
gung des Ubergangsgebietes erst dann ausgepraégt, wenn sich die beiden. 
Relaxationszeiten um etwa 2 GréBenordnungen unterscheiden! Fiir den 
Fall t, ~ T, resultiert nur eine Verbreterung des Ubergangsgebietes und 
eine Verflachung des Absorptionsverlaufes. Zu (6) analoge Beziehungen 
gelten ganz allgemein, wenn der Beschreibung der Dispersion die An- 
nahme mehrerer Relaxationszeiten zugrunde gelegt wird, so z. B. auch fiir 
den Fall von Molekiilen mit frei drehbaren polaren Gruppen [8], oder 
auch fiir den Fall, daB ein Gemisch polarer Fliissigkeiten mit ver- 
schiedenen Relaxationszeiten vorliegt. Sehr untibersichtlich werden die 
Verhaltnisse bei Flissigkeiten, bei denen sich durch Wasserstoffbriicken- 
bildung Molekiilkomplexe verschiedenster GréBe bilden kénnen, den 
stark assoziierenden Fliissigkeiten. Eine Beschreibung in der Form (5) 
mit einer diskreten endlichen Folge additiver Glieder ist dann nicht mehr 
moglich. 

c) Bisherige Messungen. 

Da nun gerade diese stark assoziierenden Fliissigkeiten (Wasser, 
Alkohole) als stark polar bekannt sind und somit ausgepragte anomale 
Dispersion und dielektrische Absorption zeigen, wurden friihere Messun- 
gen fast durchweg an ihnen durchgefiihrt. Diese lassen somit an sich 
schon keinen befriedigenden Vergleich mit der DEBYEschen Theorie zu. 
Dariiber hinaus sind die Messungen unvollstandig ; sie umfassen entweder 
nur einen kleinen Teil des Gesamtgebietes der anomalen Dispersion und 
Absorption oder enthalten nur einzelne verstreute MeBpunkte. Einen 
Uberblick iiber die Situation gibt in Fig. 1 eine Zusammenstellung saimt- 
licher zuganglicher Messungen am Athylalkohol als der Fliissigkeit, bei 
der bisher die meisten MeBergebnisse vorliegen. 

Man erkennt die starken Streuungen zwischen den MeBergebnissen 
der verschiedenen Autoren. Ein quantitativer Vergleich zwischen Theorie 
und Experiment erscheint nicht durchfiihrbar. 

Diese bis heute recht liickenhaften Ergebnisse der Messungen im 
Dispersionsgebiet selbst sind wohl im wesentlichen auf die Schwierigkeit 
kontinuierlicher Messungen tiber den groBen Frequenzbereich der ano- 
malen Dispersion polarer Flissigkeiten (mehr als 6 Oktaven) hinweg 
zuriickzufiihren. Wenn auch eine solche Messung, welche doch eigentlich 
als Grundlage fiir weitere Untersuchungen angesehen werden miiBte, 
noch nicht vorliegt [9], zeigt sich das Interesse, welches der dielektrischen 


Relaxation polarer Fliissigkeiten entgegengebracht wurde in einer groBen 
Anzahl experimenteller Arbeiten. 


b 
: 
f 
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Zum Beispiel werden von FiscHER und KLAGES [10| Messungen der 
beginnenden Dispersion (e’) an Fliissigkeiten mit langkettigen Molekiilen 
(aliphatischen Chloriden) durchgefithrt, bei denen sehr starke Abwei- 
chungen von der DeByeschen Theorie zu beobachten sind und im Zu- 
sammenhang mit der quasikristallinen Struktur der Fliissigkeit diskutiert 
werden kénnen. 
Insbesondere von FiscHER wurden systematische Untersuchungen 
der dielektrischen Relaxation polarer Flissigkeiten durchgefithrt. Diese 
Untersuchungen beruhen auf Messungen bei ,,langen‘‘ Wellen, d.h. bei 


Welleniinge >.o 


Fig. 1. Dispersion und Absorption des Athylalkohols. Die ausgezogenen Kurven geben den fiir 4s = 22cT = 

28 cm (BAz, SLEvoct) berechneten Verlauf (As wird mit ,,Sprungwellenlange“ bezeichnet). © von ARDENNE, 

Gross, OTTERBEIN [15], @ BAz [14], x Drupe [17], * HonerjAcer, Mecxsacn [12], VY Keszer [18], 
Y SEEBERGER, ©. SLEvocrT [/6]. 


Wellenlangen (~ 5 m), welche noch weit diesseits des eigentlichen Dis- 
persionsgebietes liegen. Da hier die Dispersion noch nicht merklich ist, 
wird die beginnende Absorption gemessen und hieraus — nach der DEBYE- 
schen Theorie — die Relaxationszeit der betreffenden Flissigkeit be- 
rechnet. Ein solches Verfahren setzt also die Giiltigkeit der Theorie 
voraus. Um diese zu priifen, werden zunachst Messungen an einfachen, 
d.h. nichtassoziierenden Fliissigkeiten mit ,,starren“’ Dipolmolekilen 
durchgefiihrt. Der Einflu8 des inneren Feldes wird ausgeschaltet, indem 
die Untersuchungen an stark verdiinnten Lésungen im unpolaren L6- 
sungsmittel vorgenommen werden. Zur Priifung werden unter Zu- 
grundelegung der Theorie die aus der Absorption bestimmten Rela- 
xationszeiten mit den aus der Molekiilgestalt und GréBe berechneten ver- 
glichen. Bei der Berechnung wird die Ellipsoidgestalt der Molekiile be- 
riicksichtigt, jedoch stets das Vorhandensein nur einer Relaxationszeit 


vorausgesetzt [7]. FiscHER findet eine verhaltnismaBig gute Uberein- = 


stimmung der aus den Messungen bestimmten mit den so abgeschatzten 
Relaxationszeiten z.B. fiir Fliissigkeiten, bei denen Halogene an einen 


Benzolring substituiert sind (unter anderem Chlorbenzol «-Bromnaph- 
thalin, Chlorantrachinon). Hieraus folgert er, daB die Dispersion und 
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Absorption dieser Fliissigkeiten durch die DeByEsche Theorie richtig 
beschrieben wird, eine Berechnung der Relaxationszeit aus der Absorp- 
tionsmessung bei ,,langen‘‘ Wellen also berechtigt ist [7]. Diese Annahme 
dient dann als Ausgangsbasis fiir weitere Untersuchungen an Flissig- 
keiten, deren Molekiile frei drehbare polare Gruppen besitzen, sowie 
— im Hinblick auf eine Diskussion des inneren Feldes — an reinen po- 
laren Fliissigkeiten. 

Ziel der vorliegenden Arbeit war es, an einer nichtassoziierenden 
polaren Fliissigkeit, bei der das Dipolmoment starr mit dem Molekil 
verbunden ist, méglichst den gesamten Verlauf der Dispersion und 
Absorption zu bestimmen. An Hand der MeBergebnisse sollte gepriift 
werden, inwieweit Ubereinstimmung mit der Theorie von DEBYE vor- 
liegt. Die Diskussion der zu erwartenden Abweichungen sollte — ohne 
zusatzliche Voraussetzungen — nur auf Grund eines Vergleichs des 
experimentell ermittelten mit dem theoretisch zu erwartenden Kurven- 
verlauf durchgefiihrt werden. 


III. MeBverfahren und Fehlerdiskussion. 


Das fiir die Messungen verwendete «-Bromnaphthalin wurde als 
, Flissigkeit mit bestimmtem Brechungsindex“ in reinster Form bei 
E. Merck, Darmstadt bezogen. 

Die Temperatur der MeBfliissigkeit wurde mittels HOpPpLER-Thermo- 
stat auf 20,5 + 0,2°C konstant gehalten. 


a) Grundlage des Mefverfahrens. 


Bestimmend fiir die Wahl des MeBverfahrens war gréBtmégliche 
Einfachheit und Durchsichtigkeit. 


Die Messungen wurden in geschlossenen Wellenleitern durchgefiihrt ; 
fiir Wellenlangen von 1,3 bis 3 cm im Rechteckrohr (Hj )-Welle), von 
5 bis 80 cm im kreiskonzentrischen Rohr (LECHER-Welle). 

Allgemein 1a8t sich eine ebene, harmonische Welle in der Form 
schreiben: 


& = ef (oF =F) $ 


Die komplexe Fortpflanzungskonstante k =«—j7f enthalt die dielektri- 
schen bzw. optischen Konstanten des Dielektrikums, in welchem die 
Welle fortlauft. — 


Fiir Rohrwellen gilt: 


y 4x0 , peed 
Re = (r—f Br)® = jy (e'—7e") — 7? 


(y, = Eigenwert der betreffenden Rohreigenwelle). 


Messung des Dispersions- und Absorptionsverlaufes. 


Ww 
an 
~~ 
~] 


Unter Einfiihrung von: 


25 
Ap Af XR 

(Rohrwellenlange in Dielektrikum) 
25 


Agy = 


) 
ca 


(Grenzwellenlange des Rohres fiir Vakuum) folgt: 


2 

nf ja }2 es 2) ii5 Ae au BR ‘ nia or Bre 

Aen tReet. ie) : A TAR (7) 
Fir die LECHER-Welle gilt einfach: 

kp =a,—7 br = = (nj). 
Mit A; = 22/a,; folgt sofort: 
ok A 
n= oy a Le ce B- (8) 


Zur Bestimmung der dielektrischen (e’ ; e’”) oder optischen Konstanten 
(1;nx) des Dielektrikums sind also zu ermitteln: 

1. die Luftwellenlange /; 

2. die Wellenlange im Dielektrikum A, ;; 

3. die Dampfungskonstante im Dielektrikum f, _. 

Die Wellenlangenmessungen lassen sich am einfachsten an stehenden 
Wellen durchfiihren; die einfachstmégliche Messung der Daimpfungs- 
konstanten ist auf Grund einer direkten Bestimmung des exponentiellen 
Abfalls der Strahlungsintensitat J ~|(€? einer fortlaufenden Welle ge- 
geben. Der Logarithmus der Intensitat gegen die durchstrahlte Schicht 
aufgetragen ergibt eine Gerade, deren Steigung gleich der doppelten 
Dampfungskonstanten ist. 


b) Strahlungsquellen. 


An Sendern wurden verwendet: 

4. Ein Magnetronsender, ziehbar zwischen 8,3 und 12cm Wellen- 
lange. 

2. Zwei im Institut selbstgebaute Magnetrons fiir 8,8 und 5,8 cm. 

3. Unter Benutzung des Keramikrohres ,,Ld 12, Telefunken“ wurde 
ein Sender gebaut, welcher den Wellenlangenbereich von 12 bis 55 cm 
kontinuierlich und praktisch oberwellenfrei zu tiberstreichen gestattete. 
In demselben Sender lieferte eine zweite Réhre vom gleichen Typ Wellen- ~ 
langen bis zu 80 cmt. Es traten kraftige Oberwellen in der GréBen- 


+ Fir die freundliche Uberlassung dieser Réhre sei Herrn Prof. Dr. Ruxop 
herzlichst gedankt! Mi 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 131. 3 23 
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ordnung 5 bis 10 cm auf. Letztere konnten mittels Siebung durch einen 
Hohlleiter passender Grenzwellenlange ebenfalls fiir die Messungen aus- 
geniitzt werden. Um die Grundwelle in reiner Form zu erhalten, wurde 
die Strahlung durch eine (konzentrische) Wasserabsorptionsstrecke ge- 
fiihrt. Es wurde so die dielektrische Absorption des Wassers, welche bet 
etwa A — 1,2 cm ihr Maximum hat, als Filter zum Zuriickhalten der kurz- 
welligen Komponente der Strahlung ausgenutzt. 

Sehr wesentlich fiir ein einwandfreies Gelingen der Messungen war 
absolute Strahlungsdichtigkeit der Sender und MeBleitungen. 

4. Fiir den Wellenlangenbereich von 1,3 bis 
3 cm stand der im hiesigen Institut von ANDERs [1] 
entwickelte Funkensender zur Verfiigung. Dieser 
Sender zeichnet sich durch eine bisher bei Funken- 
sendern nicht annahernd erreichte Monochromasie 
der Strahlung aus. 

Als Empfanger dienten Siliziumdetektoren, als 
Anze‘gegerat ein Ruhstratgalvanometer (Empfind- 
lichkeit 2,4-10°° Amp-m/mm). Die Energiepro- 
portionalitat der Anzeige der Detektoren wurde 
durch Messung der Dampfung inhomogener Rohr- 
wellen nachgewiesen [12]. 


J 


c) Messungen an der LECHER-Welle 
\\\ (5< A< 80cm). 
Fig. 2. Wellenlangenmesser Ard ss 
fiir die Lecurr-Welle. a) Brechungskoeffizient. Den Luftwellenlangen- 
messer zeigt Fig.2. Die Strahlung wurde bei E 
iiber eine in den Wellenleiter hineinragende Sonde eingekoppelt, die 
Entnahme der MeBstrahlung geschah ebenso bei A. Bei Verschiebung 
des Innenleiters trat in Abstaénden von 4/2 Resonanz ein. Die Halb- 
wertsbreite einer solchen Resonanzkurve wurde bei 2=8,02cm zu 
b=0,5 mm bestimmt. Der verschiebbare Abstimmkolben K konnte 
so eingestellt werden, daB die Sonden E und A in einen Bauch des 
elektrischen Feldes zu liegen kamen. Am unteren, freien Innenleiter- 
ende lag vollstandige Reflexion vor, da die benutzte Vakuumwellen- 
lange stets gréBer als die Grenzwellenlange der langsten im Rohr ohne 
Innenleiter méglichen Rohreigenwelle blieb. Die Resonanzspitzen waren 
auf weniger als 1°/,, aquidistant. é | 
Die Bestimmung des Brechungsindex auf Grund einer Messung der 
Wellenlange in Luft und im Dielektrikum kommt im Prinzip der klassi- 
schen ersten DrupeEschen Methode gleich [73]. Die Apparatur zur Be- 
stimmung der Wellenlange in der Fliissigkeit (A) glich dem oben beschrie- 
benen Luftwellenlangenmesser (Fig. 2). Das MeBrohr M wurde voll- 
standig mit der Fliissigkeit gefiillt. Die bei der MeBverschiebung vom 


et 
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Innenleiter verdrangte Flissigkeit konnte durch Bohrungen im oberen 
Abschlu8kolben in diesen hineintreten. Eine Grenze Flissigkeit—Luft 
(Troganfang bei DrupDE) wurde so auf der Linge der MeBleitung voll- 
standig vermieden. Die Sonden E und A wurden in Glaskapillaren ein- 
geschoben, welche fliissigkeitsdicht in Bohrungen im MeBrohr einge- 


driickt waren. 


Bei Probemessungen an einer nichtpolaren, also nichtabsorbierenden 
Flissigkeit (CCl,) zeigten sich scharfe Resonanzspitzen, wie in Luft. In 


«-Bromnaphthalin waren wegen der 
dielektrischen Absorption die Kur- 
ven stark verbreitert, bzw. verlo- 
ren bei Annaherung an das — auf 
die Wellenlange in der Fliissigkeit 
bezogene — Absorptionsmaximum 
ihren Resonanzcharakter véllig (Fi- 
gur 3). 

Die Maxima und Minima lieBen 
sich im Mittel auf 0,05 mm lokali- 
sieren, Indem unmittelbar vor und 
hinter einem Extremum die Stellen 
gleicher Intensitat- aufgesucht wur- 
den. Es zeigte sich eine mit zu- 
nehmender Dampfung zunehmende 
Nichtaquidistanz der Extrema. 
Diese erwies sich als abhangig von 
der Stellung des oberen AbschluB- 
kolbens K. Die Extrema waren am 
besten dquidistant bei Einstellung 
des Kolbens auf maximale einge- 
strahlte und empfangene Intensitat, 


50 ; ane 
| Ag = 730m 
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aol mie 
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S 
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S ; 
=~ 
S 
8 20 ae 
Agr¥ cm. 
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Verschiebung 2 des Imenleiers 

Fig. 3. Zur Wellenlangenmessung der LECHER- 

Welle in «-Bromnaphthalin fiir zwei verschiedene 
Wellenlangen. 


0 


d.h., wenn der Abstand Kolben-Sonden A/4 betrug. Ein MeBbeispiel 
fiir 2 = 30 cm zeigt, daB die Abstande der ersten 4 Extrema auf 0,3 % 
iibereinstimmten; bei 2 = 12cm lagen zwischen den ersten Maxima 
und Minima Abweichungen bis zu 2% vor, jedoch naherten sich die 
Abstande der folgenden Extrema einander an und gingen gegen einen 


Grenzwert: 
(d,, = Abstand zwischen Extremum x und Extremum y) 
xy 12 23 34 45 
A=30cm: 4d,y (cm) 7,09 al 7,09 Maxima 
dyy (cm) —7,06 7,09 7,14 Minima 


A= 12cm: d,, (cm) ~ 3,130 


d,y (cm) 3,070 


3,130 3,120 3,105 Maxima 
3,090 3,105 3,105 Minima 
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Im folgenden sei ein kurzer Uberblick iiber die méglichen Fehlerquellen 
einer Wellenlangenmessung im absorbierenden Dielektrikum gegeben: 
Es sei z—0 die Stelle der Ein- und Auskoppelsonde, z= —a die Stelle 
des AbschluBkolbens K (Reflexionskoeffizient Ry =e 4~/%); z =/ die 
Stelle des Innenleiterendes (R, =e~*~?*2). 

Summation iiber die unendlich oft zwischen z= —a und z=/ hin- 
und herreflektierten Wellen ergibt — nach Bildung des Absolutquadra- 
tes — die vom MeBdetektor bei z=0 empfangene Intensitat zu: 


{4 si eo 2(L+ 281) a 2 e 7 (E+ 281), 
ae p7 2(A+ 2B a) — 2(L+ 261) 


I(a,l\= 


—2e 


x u Bae 7 2(A+2Ba) + 2e 7 (A+2 Ba) cos (pa +2aa)} 
x cos(p 4 + pr 4 20{ (a + 1)) P. 


Zur Erfiillung der Grenzbedingung F,,—0 fiir das elektrische Tangen- 
tialfeld an der Stelle —a des metallischen AbschluBkolbens ist A =0, 
@4=a zu setzen. Bei Abstimmung auf a=A/4 wird ferner 2xca=q, 
so daB wegen cos(x-+ 22) = cosx die cos-Funktionen im Zahler und 
Nenner identisch werden. Man erhalt dann fiir die Abhangigkeit J (/): 


ch oe FE ERBD Be ht cs (rx ie a. i 
A a 6 


Le 24282) — 48a __ 4, (L+261)— 28a. oo, (m+ 1) 


Aufsuchen der Nullstellen des Differentialquotienten nach / dieses Aus- 
drucks fiihrt auf die Extremalbedingung: 


Ss e208) (fee 20 ices (4 ae PETE) sin be (+1) +¢r| = 


Hier ist: 
B 1—e7 2B(a+L+2)) 
4 te 2A(a@tE +2) * 


A 
L= an arc tg 


Wir erkennen: 

1. Die Nullstellen legen da, wo die Exponentialfunktion den Sinus 
schneidet. Hieraus ergibt sich die Erklarung dafiir, daB die Abstande 
der ersten Maxima und die der ersten Minima voneinander verschieden 
sind. Die Exponentialfunktion exp(—2£/) wird jedoch schnell flacher, 
so daB fiir gréBere / bessere Aquidistanz resultiert. 

2. Die Nullstellen des Sinus verschieben sich nach MaBgabe der von 
1 abhangigen Phasenverschiebung Le 

Bei den vorliegenden NMiseninger blieb x=6/a<0,12. Fir x=0,4 
zeigt eine Abschatzung, daB der auf Grund dieser Phasenverschiebung 


entstehende Fehler schon fiir den Abstand des zweiten und dritten 
Maximums kleiner als 0,2% bleibt. 
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Man erkennt, daB genaue Messungen von A auch im absorbierenden 
Dielektrikum dann méglich sind, wenn nach Abstimmung des Kolbens 
auf A/4 so viele Extrema aufgesucht werden, bis Aquidistanz der Maxima 
und Minima vorliegt. 

In Gl. (9) folgt fiir] «0, J,,=C. Dieser Wert wird (solange />> a) 
immer dann wieder erreicht, wenn die cos-Glieder im Zahler und Nenner 
verschwinden. Hierdurch ist ein weiteres, bequemes MeBverfahren zur 
Bestimmung von A gegeben, solange die Dampfung so groB ist, daB bei 
der méglichen Verlangerung des Innenleiters keine merkliche Welligkeit 
mehr auftritt. Man braucht nur die Stellen aufzusuchen, an denen die 
Intensitat 7,, wieder erreicht wird; ihr Abstand. gibt A/4. 

Insbesondere bei starkerer Absorption lieferte dieses MeBverfahren 
genauere Ergebnisse als das — miihsamere — Aufsuchen der Maxima 
und Minima. Innerhalb der MeBgenauigkeit lieferten beide Verfahren 
gleiche Resultate. Zum Beispiel wurde bei A= 7,53 cm die Intensitat J,, 
erreicht in Abstanden von: 


2502 52503 552,01 5, 2,03.; 2;02 cm. 


Der durchschnittliche Fehler betragt 0,3 %}. 
Im folgenden einige Beispiele fiir die Reproduzierbarkeit der Bre- 
chungsindexbestimmung: 


4. a) bei A=5,74 cm:u = 1,827 (Triodensender), 
b) bei A=5,90 cm: = 1,825 (Magnetron). 
Messung b) geschah etwa 2 Monate friither an derselben Flissigkeit, nach- 
dem inzwischen der gréBte Teil der Messungen und viele Probeversuche 
durchgefiihrt worden waren. 

Zo al ae A= 52,92 cm:” = 2,178, 

b) bei A = 54,88 cm: 2 = 2,177. 
Messung b) geschah an einer anderen Fliissigkeitssendung als Messung a). 
(Die Unterschiede der obigen A-Werte haben bei der groBen Breite der 
Dispersionskurve geringen EinfluB auf die -Werte.) 

B) Absorptionskoeffizient. Eine schematische Skizze der Absorptions- 
meBapparatur zeigt Fig.4. Sie sollte gestatten, den exponentiellen Ab- 
fall der Energie einer fortlaufenden LECHER-Welle abzutasten, hatte also 
folgenden Anforderungen zu gentgen: 

1. Die Fliissigkeitssaule muBte so lang sein, daB bei der vorliegenden 
Absorption keine am unteren Ende der MeBleitung reflektierte Strahlung 
merklicher Intensitat bis zu der Stelle der Entnahme der MeBenergie 
zurtickkehrte. 

1 Bei dieser Wellenlange lag maximale auf A bezogene Dampfung, d.h. geringste 
,», Welligkeit‘‘ vor (%,,4x)- 
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2. Die Entnahme der MeBenergie durfte den Feldverlauf nicht merk- 
lich storen. 

3. Die in die Fliissigkeit eingestrahlte Energie muBte wahrend des 
MeBvorganges konstant bleiben. 

Das Abtasten einer elektromagnetischen Welle geschieht gewohnlich 
mittels einer in den Wellenleiter hineinragenden Sonde, welche langs 
eines Schlitzes auf einer Schlittenfiihrung verschoben wird. Die hier 
gewahlte Konstruktion erlaubte das Abtasten, in- 
dem die Sonde S mitsamt dem ganzen MeBrohr M 
bewegt wurde. 

Das hat den Vorteil, daB 1. der Schlitz weerilla 
2. die Lage der Sonde relativ zum MeBrohr sich 
wahrend des MeBvorganges nicht verandert, die 
Bedingungen der Energieentnahme also absolut kon- 
stant bleiben. Letzteres ist bei der Schlittenftih- 
rung nur durch auBerste mechanische Prazision zu 
erreichen. 

Die Einstrahlung in die Fliissigkeit geschall 
liber das feststehende Rohr £; nach unten war das 
MeBrohr durch einen fliissigkeitsdichten, ebenfalls 
feststehenden Kolben K abgeschlossen. 

Diese MeBanordnung unterscheidet sich von 

einer friiher benutzten [12] dadurch, daB dort bei 
crensitur (Leet Wai, _ fe8tstehender Sonde der Fliissigkeitsspiegel gehoben 
Beschreibung im Text. | Oder gesenkt wurde, und somit nach jeder MeBver- 
schiebung der Raum oberhalb der Fliissigkeit neu 
abgestimmt werden muBte. — Hier, bei ruhender Flissigkeit und be- 
wegter Sonde blieb diese Abstimmung erhalten, wenn nur 1. das MeB- 
rohr tiberall homogenen Querschnitt hatte, 2. die Kontaktfiihrung an 
der Stelle x sauber war. Die Erfiillung beider Bedingungen war gegeben, 
wenn wahrend der MeBverschiebung die Anzeige des Kontrolldetektors D’ 
konstant blieb, was bei insgesamt 10 cm MeBverschiebung auf weniger 
als 29/9) der Fall war. 

Um Fehler auf Grund einer eventuell nichtzentrischen Lage des Innen- 
leiters im MeBrohr zu erkennen, wurde festgestellt, daB die Messungen 
innerhalb 1% von einer Drehung des Innenleiters und des MeBrohres 
unabhiangig blieben. 

Leitungsverluste in der Rohrwand waren gegeniiber den dielektri- 
schen Verlusten der Fliissigkeit vernachlassigbar. 

Fig. 5 gibt eine Ubersicht itber die im Wellenlingenbereich von 
A = 5,210 bis 2 = 30,84 cm durchgefiihrten Absorptionsmessungen. 

Bei A = 30 cm begann die am unteren Ende des MeBrohres (Gesamt- 
lange 90 cm) reflektierte Welle sich stérend auszuwirken, was sich in 


ae 
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einer leichten Welligkeit der Kurven duBerte. Da die Dampfung mit 
weiter zunehmendem 4 sehr schnell abnahm, wurden bei 30 cm die Mes- 
sungen abgebrochen. 

Auch in bezug auf die Absorption veranderte die Fliissigkeit im Laufe 
der Messungen ihr Verhalten nicht merklich. Das zeigen folgende Bei- 
spiele: 

a) bei A= 16,38 em; f° = 0,0377 cm", 

b) bei A= 16,40cm; Bp! = 0,0375 cm7!, 

c) bei A= 16,43 cm; f= 0,0378 cm7}. 

(6° ist die auf die Basis 10 bezogene Dampfungskonstante.) Diese 
Messungen umfassen einen Zeitraum von 1!/, Monaten. 


5 ¢/) 


46 


i 
Sp 
=78 


a=] 


14 


GE 
Verschiebung z der Mebsonde 
Fig. 5. Dampfungsmessungen an der LecHer-Welle fiir Wellenlangen Fig. 6. Rohrwellenlangen- 
zwischen 5,21 und 30,84 cm. messer, Beschreibung im Text. 


d) Messungen mit Rohrwellen (1,8< A<.3 cm). 

Die Messungen von A= 1,3 bis 3 cm (Funkensender) wurden an einer 
Rohrwelle durchgefiihrt. Gema8 S. 337, Gl. (7) waren die Luftwellen- 
lange 2 sowie die Rohrwellenlange A, und die Dampfungskonstante Bp 
im Dielektrikum zu bestimmen. 

a) Wellenléngenmessungen. Den Wellenlangenmesser zeigt Fig. 6. 


Die Einstrahlung geschah iiber den Trichter 7. Der Kolben K schob das 


Interferenzfeld einer stehenden Welle vor sich her. Dieses wurde von 
der Sonde S abgetastet. Sukzessive Maxima oder Minima des Galvano- 
meterausschlags hatten den Abstand /,/2. Aus der so in Luft bestimmten 
Rohrwellenlange errechnete sich A gemaB 
A = rege, ae . 

V1 + (Arle)? . 
A, = Grenzwellenlange des Rohres fiir Luft. Die Messung von / lieB sich 
so auf weniger als 0,3% genau durchfihren. 
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Die Messung der Rohrwellenlange in der Flissigkeit Ap geschah nach 
dem gleichen Prinzip wie in Luft. Die Flissigkeit ruhte auf dem Glim- 
merfenster F. Der Kolben K wurde durch die Fliissigkeit hindurch- 
geschoben. Entsprechende Bohrungen im Kolben erméglichten das 
Hindurchtreten der Fliissigkeit. 

Bei den Messungen an Rohrwellen kam es darauf an, daB der Rohr- 
querschnitt nur den Wellentyp mit der langsten Grenzwellenlange zulieB. 
Da im verlustbehafteten Dielektrikum der Ubergang zur inhomogenen 
Welle verschmiert ist, d.h. schon bei Annaéherung an die Grenzwellen- 
lange sehr starke Dampfung vorliegt, war ferner darauf zu achten, 
daB die Wellenlange A 
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Versciiebung 2 des Kolbens n = Brechungsindex. Es 
Fig. 7. Zur Wellenlangenmessung an Rohrwellen in 


p-Bromnapithata ist also, wenn nur 6< 

a/2, ttber den Wellen- 

langenbereich einer ganzen Oktave nur die H,,-Welle méglich. Im 

runden Rohr (Radius a) liegen die Grenzwellenlangen der beiden langsten 

Rohrwellen wegen 

Ag, = SAL aon; Ag, 2,01 -a-n 

wesentlich dichter beieinander, man kommt also der Grenzwéllenlange 

der H,,-Welle schon nahe, wenn man die Fy,-Welle vermeiden will. 

Die Messungen zwischen 2 = 2 und A=3cm. wurden im Rechteckrohr 

durchgeftihrt. Fiir die Messung bei A= 1,325 cm muBte ein passendes 

Rechteckrohr selbst hergestellt werden. Ein Versuch einer Messung im 

runden Rohr fiel wegen der auf A bezogenen starken Dampfung unbe- 

friedigend aus; es zeigte sich nur noch eine schwache Welligkeit (Fig. 7. 

oben). Fig. 7 unten zeigt die Messung im Rechteckrohr. Man erkennt 


die stark ausgeprigte Welligkeit. Die Abstéinde d,, der Maxima und 
Minima xy sind: 


*y 12 23 34 45 56 67 
dyy(cm) 0,448 0,445. 0,453 0,450 0,447 
dy, (cm) 0,444 0,443 0,443 0,443. —='s«0, 445i, 4.44 
Der durchschnittliche Fehler betragt 0,6%. 
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B) Absorptionsmessungen. Die Messung der Dampfungskonstanten Bp 

1 Rechteckrohr wurde prinzipiell ebenso wie an der LECHER-Welle 
ae Fig.8 zeigt die MeBvorrichtung. Die vom Sender kom- 
mende Strahlung trat iiber den Trichter T in das Rohr E und durch 
das Fenster F in das MeBrohr M. Dieses lieB sich wieder iiber Rohr E 
verschieben, so daB sich die Sonde S mitsamt dem MeBrohr an der Fliis- 
sigkeit vorbeibewegte und somit den exponentiellen Abfall der Strahlung 
in der Fliissigkeit abtastete. Die Konstanz der Einstrahlung wurde bei 
D’ wberpriift. Damit die vom Sender kommende Welle durch Rohr E 


4 
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brechungsindex n 
Absorptionskoefpizient nk 


i 
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Welleniange Xo 
Fig. 8. AbsorptionsmeBapparatur Fig. 9. Brechungsindex und Absorptionskoeffizient x von 
(Rohrwelle), Beschreibung im Text. a-Bromnaphthalin. 


hindurchtreten konnte, wurde dieses zur VergroBerung der Grenz- 
wellenlange mit Trolitul ausgefiillt. 
Nachstehend die bei 4 = 2,28 cm durchgefiihrten Dampfungsmes- 
sungen: 
Messung if Il Iil IV 
(cm7?) 0,205 0,204° 0,202 0,204 
Der durchschnittliche relative Fehler betragt 0,5%. 


IV. MefSergebnisse und Diskussion. 


Als Ergebnis der Messungen zeigt Fig. 9 die experimentell ermittelten 
-Kurven fiir den Brechungsindex » und den Absorptionskoeffizienten 1 ~. 
Die Messungen umfassen fiir » den Ubergang vom statischen auf den 
,optischen“ Wert fast vollstandig, auch der wesentliche Teil des Ab- 
sorptionsverlaufes wird erfaBt. 

Fir 1) = Véo= 1,658 wurde der optische Brechungsindex (Na-D- 
Linie) eingezeichnet. Bei A = 1,3 cm ist m nur noch um 3 % grdBer als nof . 

+ Als Parameter », miiBte besser eine Brechungsindexbestimmung diesseits 


aller ,,optischen“ Eigenfrequenzen des Molekiils im langwelligen Ultrarot zugrunde 
liegen. 
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Fiir die statische Dielektrizitatskonstante wurden 2 Literaturangaben 


gefunden: Nach FISCHER ist [00 y= 2,24 [8]; nach TURNER ist cor = 
2,27 (Landolt-Bérnstein). 

Der FiscHERsche Wert Véoo wird bei A=80cm schon fast erreicht, 
ein plétzliches Abbiegen der m-Kurve in die Horizontale ist jedoch hier 
noch nicht einzusehen. 

Da es sich beim «-Bromnaphthalin um eine verhaltnismaBig schwach 


polare Fliissigkeit handelt, bei der die mit ,,Sprung“ bezeichnete GroBe- 


€., ~€9 © 2,3 ungefahr 10mal kleiner ist als beim Beispiel des Athyl- 
alkohols (Fig. 1), (€.—& = 24), und somit auch die Absorption nur 
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Fig. 10. Experimenteller und theoretischer Verlauf von e’ und e” des «-Bromnaphthalin. 


gering ist, war eine verhaltnismaBig groBe Genauigkeit der Messungen 
erforderlich. Die relativen Abweichungen der MeBpunkte von den 
Kurven betragen im Mittel 0,8 °/o9 fiir 7; 8 9/99 fiir 7 x. (Es ist zu beachten, 
daB in Fig.9 die MaBstabe fiir und fiir » mit unterdriicktem Null- 
punkt eingezeichnet sind.) 

Aus den durch die Kurven interpolierten Werten x und xx wurde 

gemaB 
e =n? — (nx)?; é’ = 2n(nx) 
Realteil und Imaginarteil der komplexen Dielektrizitatskonstanten be- 
rechnet (Fig.10). Zum Vergleich mit der DEByEschen Theorie wurden 
unter Zugrundelegung von A;=12cm, ¢,=4,9, ¢)=2,75 auch die 
DeEBYE-Kurven fiir e’ und ¢” eingezeichnet. Man erkennt: 

1. Die experimentelle Kurve fiir e’ zeigt einen breiteren Ubergang 
als den theoretisch zu erwartenden; 

2. dementsprechend ist die experimentelle Kurve fiir e’’ flacher als 
erwartet. Der experimentelle Scheitelwert liegt um 14% tiefer als der 
theoretische. ; 


3. Die experimentellen Kurven zeigen eine Unsymmetrie. 
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Der Vergleich zeigt, daB eine quantitative Beschreibung des Disper- 
sions- und Absorptionsverlaufes — auch einer als , normal‘ angesehenen 
Fliissigkeit wie «-Bromnaphthalin — unter Zugrundelegung der DEBYE- 
schen Theorie in ihrer einfachen Form nicht méglich ist. 


Nach DEBYE sollte das Maximum von e” und fiir e’ der Wert £21 


2 
bei m= 1/t oder A=A,, d.h., wenn die Wellenlange gleich der Sprung- 
wellenlange ist, erreicht werden. Ersteres ist hier fiir 2 = 12,1 cm, 
letzteres fiir A= 13,7 cm der Fall. FiscHer erhalt auf Grund der Lang- 
wellenmessung als Sprungwellenlinge den wesentlich héheren Wert 
As = 21,3 cm. Auch hieraus wird deutlich, daB — jedenfalls im Falle 
des «-Bromnaphthalins — eine Extrapolation von Langwellenmessungen 
unter Benutzung der Dresyrschen Theorie nicht statthaft ist. 


Entsprechend der Theorie geht die Relaxationszeit t (oder Sprung- 
wellenlange A.) fiir eine bestimmte Fliissigkeit in den Beziehungen (1) bis 
(5) als nur von der Temperatur abhangiger Parameter ein. Lést man 
also irgendeine dieser Beziehungen nach Tt, oder A; = 2 act auf, so miiBte 
sich ein von der Wellenlange unabhangiger Ausdruck ergeben. Im Falle 
fF =E erhalt man so die Sprungwellenlange zu: 


ZA 


A. = A (11) 


: 3 
ary 


Im Falle F=E + 42/3 -P (CLaustus-MossortT1) folgt: 


Tk &" (& + 2) 
ie (e’ — &9) (€’ + 2) + &? © i) 
Auch im Falle des ONSAGER-Feldes ]aBt sich eine entsprechendeGleichung 
streng hinschreiben: 
wy re {2 (6/2 + &’?) + ¢] 
As=4 (2e’ — &) (62 + €”?) — &’ & (13) 


, 


Setzt man die experimentell gefundenen Werte e’ und é’ 
Beziehungen ein, so ergibt sich — auf Grund ihrer Abweichungen von 
der Theorie — nicht ein konstanter Wert A,;, d.h. nicht eine Parallele 
zur Abszisse, sondern die in Fig.11 gezeigten Abhangigkeiten A, (A). 
Zar Erginzung wurden noch die aus den Langwellenmessungen von 
FISCHER sich ergebenden Sprungwellenlangen eingetragen. 


in obige _ 


Ware das innere Feld die einzige Ursache fiir die Abweichungen ~ 


zwischen Theorie und Experiment, so wiirde man, je nachdem, ob sich 
nach (F = E), (CM) oder (O) die beste Annaherung an eine Parallele zur 
Abszisse ergiibe, Riickschliisse auf die Giiltigkeit des inneren Feldansat- 
zes nach F = E, CLausius-Mossorti oder ONSAGER ziehen k6nnen. (Der 


7 
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Abszissenabstand diel jeweiligen Geraden wiirde dabei gleichgiiltig sein). 
Hier zeigen sich starke Abweichungen von einer Geraden! Die Werte A; 
fiir A=1,3 cm sind um 300 bis 400% kleiner als die fiir A=50 cm und 
um etwa 600% kleiner als die aus den FiscHERschen Langwellenmessun- 
gen folgenden Sprungwellenlangen! 


Der ganz gleiche Charakter aller drei Kurven beweist, daB diese Ab- 


weichungen durch das innere Feld nicht zu erklaren sind. Ihre Deutung 5 


500 200 Wo S§0 E10 & 2cm 7 
Wellenlénge Ao . 
Fig. 11. Die »Sprungwellenlange“ i in sean von eves a! CM = Cxavstes-Mossorn, o> ONsaGER, 


<= ie 


wurde daher unter Zugrunde egung des Ansatzes von PERRIN = meh- 


rere Relaxationszeiten [Gl. (6 6), , S. 333] versucht. : k i“ 


_ Kraces {6 geht fir den Fall zweier Relaxati von : 
Ste re Ree med 


ee pal eaty ti BAGEL 
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Man erkennt die typische Form von Dresyr-Funktionen: sowohl die 
, wirksame Relaxationszeit‘‘ als auch das Quadrat des ,,wirksamen elek- 
trischen Momentes‘ sinken monoton von einem statischen auf einen 
,,optischen” Grenzwert ab. Diese Grenzwerte werden bezeichnet mit: 


Langwellenrelaxationszeit 7, = «21, + f° 


Kurzwellenrelaxationszeit T= 


Langwellenmoment ew t e= pe, 
: ar Digital B2\e 
Kurzwellenmoment —— = = 5 my" 
a? t3 + f* ti 
GemaB 
278i 2 eR eey WTI 
a ay Gay ET ee 


erkennt man (fiir den Fall F=£) sofort, da8 auch die Abhangigkeit 
der als ,,wirksame statische Dielektrizitatskonstante‘‘ zu bezeichnenden 
GroBe €,,(@) von der Frequenz 


diese Form erhalt. Die ,,Lang- Rete wee a i eaieal ee: 

wellen - Dielektrizitatskonstante“ Uhr a 

&,, Wird gleich der statischen 1 46 | | ee 

DK, die ,, Kurzwellen-Dielektrizi- 4 yu\ sla 

tatskonstante“ &,, x bleibt jedoch Sele | | eI | 

groBer als das Quadrat des opti- iA 

schen Brechungsindex ¢,=n;%. mE ee NEA De 
Die in Fig.11 dargestellte, a RS enine do aera 


aus den gemessenen. Daten é’ und Fig. 12. Die ,,statische‘‘ Dielektrizitatskonstante in 
é”’ berechnete Abhangigkeit /, (A) Abhangigkeit von 4. 

kann nun als die aus dem Experi- 

ment sich ergebende Abhangigkeit der ,,wirksamen Sprungwellenlange“ 
von der Wellenlange aufgefaBt werden. Es fallt sofort die Ahnlich- 
keit dieser experimentellen Kurven mit dem von K1Aces fiir 2 Rela- 
xationszeiten vorausgesagten Verlauf ins Auge: Man erkennt, daB die 
Kurven, — entsprechend einer Kurzwellen-Sprungwellenlange fiir kurze 
Wellen gegen einen Grenzwert gehen. Auch fiir lange Wellen scheint 
ein Grenzwert vorzuliegen, welcher jedoch nur durch den einen Punkt 
der Fiscuerschen Langwellen-Sprungwellenlange bestimmt ist. Be- 
rechnet man aus den experimentellen Daten auch die Abhangigkeit 
&, (4) der ,,wirksamen statischen Dielektrizitatskonstanten“, so zeigt 
sich in Fig. 12 der gleiche typische Verlauf wie in Fig. 10. Hier wird 
aber der obere Grenzwert der Langwellen-Dielektrizitatskonstanten 
(= e,,) innerhalb der Messungen erreicht, der untere Grenzwert, die 
Kurzwellen-Dielektrizitatskonstante ist mit €,,. ~ 4 gréBer als nj = 2,75. 


—— 
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Nach Kxaces sollte die Abhangigkeit 7, (A) und €,,(4) die Form einer 
Depye-Kurve, d.h. einen monotonen Ubergang vom Langwellen- auf 
den Kurzwellengrenzwert zeigen. Bei den experimentell gefundenen 
Kurven (Fig.11 und 12) zeigt sich jedoch eine Einsattelung. Das Auf- 
treten dieser Einsattelung laBt sich deuten, wenn man nach dem von 
KLAGEs gegebenen Vorbild den Fall dreier Relaxationszeiten behandelt. 

Die Beziehung (14) fiir T() kann man ohne Einsetzen von 7, und Tx 
in der Form schreiben: 

= a+bo 
TO) dat” 
wo 


a=o2t,+ Prit,, b= (72) (t2+f%), «=o 273 4 B* 13-. 
Es wird t, =a, fir w>0; Tg =0)/a fiir w> ov. 
Im Falle dreier Relaxationszeiten erhalt man: 


o _ a+ba*?+cat 
T(w) = 4+dw?+eo*° 


(16) 
Hier ist 
a=a2t, + Pty +7?T, 
b =a? t (t+ 73) + B? t2(t7 + 73) +? T3(t7 + 72) 
C= 1, Bit Pett EY Bit 
d= a (t+ 13) + BP (ty + t3) + (ti + 7) 
exetitit Paid et 
Auch hier ergeben sich Grenzwerte entsprechend einer Langwellen-.und 


einer Kurzwellenrelaxationszeit : 


fir w>0; tT,=a, Langwellenrelaxationszeit, 
As = c 5 G 
fiir w>0o; Tk = _ Kurzwellenrelaxationszeit. 


Die gleiche Form erhalt man auch fiir die Abhangigkeiten g?(@) und 
Exo (w). 

Es ist nun die Frage zu stellen, ob nach den obigen Beziehungen das 
Vorhandensein von Einsattelungen — entsprechend dem experimentellen 
Kurvenverlauf — méglich ist. Wir fragen also nach horizontalen Tan- 
genten in (16). Nach Differentiation erhalt man als Extremalbedingung 
eine quadratische Gleichung fiir m?. Ihre Lésung ist: 


w= seaabq |C— 46) + |(c—ae)?—4 (ed —be) (b—ad) 


Je nach der GréBe der Diskriminanten D erhalten wir: 
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1. eine Einsattelung mit Zwischenmaximum und Zwischenminimum 
fiir den Fall D>0; 

2. eine Stufe mit horizontaler Tangente fiir den Fall D—0: 

3. fir den Fall D< 0 wird man nur noch einen gewellten Ubergang 
zu erwarten haben. 

Die experimentellen Kurven zeigen eine ausgeprigte Stufe, d.h. den 
fiir drei und nur fiir 3 Relaxationszeiten charakteristischen Verlauf. Die 
dielektrische Relaxation des g-Bromnaphthalinmolekiils kann somit 
— im Sinne der Beziehung von PERRIN [6] und ihrer Anwendung durch 
KLAGEs auf die DEByEschen Formeln — durch 3 Relaxationszeiten be- 
schrieben werden. 

In der Gleichung 


2 2 2 72 
fast te ks We 


1+]70T, 1+ 7 @ Tp 1+7o Ts} ad j ot 


sollten die GréBen uw; die Komponenten des elektrischen Momentes in 
Richtung der 3 Hauptachsen eines Ellipsoidmolekiils sein. Es ergeben 
sich folgende 3 Méglichkeiten: 

1. Liegt das Moment in Richtung einer der Hauptachsen, so miiBte 
— wie beim Kugelmolekil — die dielektrische Relaxation durch eine 
Relaxationszeit beschrieben werden. 

2. Liegt das Moment in einer von 2 Hauptachsen aufgespannten 
Ebene, so ist eine Zerlegung in 2 Momentkomponenten méglich, es folgt 
die Beschreibung durch 2 Relaxationszeiten. 

3. Liegt das Moment schrag zu allen 3 Hauptachsen, so kommen alle 
3 Relaxationszeiten zur Geltung. 

Beim «-Bromnaphthalin liegt das elektrische Moment in der von 
den beiden Benzolringen aufgespannten Ebene. 


Br 
ee 
isles 

Bei Anndherung dieses Molekiils durch ein Ellipsoid wird eine der 
Hauptachsen senkrecht auf dieser Ebene stehen. Das wiirde be- 
deuten, daB auf «-Bromnaphthalin der Fall zweier Relaxationszeiten 
anzuwenden sei. 

Wir erkennen, daB zwar die Anwendung des PERRINschen Ansatzes (6) 
zu einer verniinftigen Deutung der experimentellen Ergebnisse fihrt 
— die experimentell gefundenen Abhangigkeiten (4) und é,, (A) haben 
eine von der Theorie vorausgesagte Form —, dab jedoch beziiglich der 
Anzahl der Relaxationszeiten Diskrepanzen auftreten. 

Zur Klarung dieser Diskrepanzen ware es von groBem Interesse, die 
hier durchgefiihrten Untersuchungen an einer Fliissigkeit vorzunehmen, 
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fiir deren Molekiile die Momentrichtung mit einer der 3 Hauptachsen- 
richtungen zusammenfallt (z.B. Brombenzol), deren Verhalten nach 
PreRRIN durch nur eine Relaxationszeit beschrieben wiirde. — Entspre- 
chend den Ergebnissen der vorliegenden Arbeit kénnte man hingegen 
annehmen, daB fiir eine solche Fliissigkeit in den Abhangigkeiten /. (A) 
und @,, (A) lediglich die Stufe wegfallen wird, daB also zur Beschreibung 
der Relaxation ihrer Molekiile 2 Relaxationszeiten erforderlich sind. 

Dem Perrinschen Ansatz liegen die Voraussetzungen zugrunde, daB 
die Molekiile Ellipsoide sind, welche sich in einem Kontinuum der Zahig- 
keit 7 zu drehen suchen. Tatsdchlich zeigen sich bei Fliissigkeiten wie 
a-Bromnaphthalin und Brombenzol folgende Abweichungen von dieser 
Voraussetzung: 


4. Die Molekiile sind fast zweidimensional (Plattchen). 
2. Sie liegen nicht in einem Kontinuum der Zahigkeit 7, sondern 
gepackt zwischen gleichgearteten Nachbarn. 


Diesen Verhaltnissen kénnte man durch den Ansatz einer anisotropen 
Zahigkeit besser gerecht werden. Es wiirde dann jeder Drehung des 
Molekiils, welche mit einer Richtungsanderung irgendeiner Moment- 
komponente verbunden ist, eine Relaxationszeit entsprechen. Eine 
solche Uberlegung fiihrt auf 2 Relaxationszeiten fiir Brombenzol und auf 
3 Relaxationszeiten ftir «-Bromnaphthalin. 

Eine besonders weitgehende Annaherung an die Form eines Rota- 
tionsellipsoids mit dem Moment in Richtung der Achse diirfte z.B. beim 
Molekiil des Chloroforms (HCCl,) vorliegen, eine gute Annaherung durch 
die einfache DreByrsche Theorie mit einer Relaxationszeit ware hier 
wahrscheinlicher und kénnte gepriift werden. Man st6Bt dann jedoch (wie 
auch schon beim Brombenzol) auf: die Schwierigkeit, daB wegen des 
kleineren Molekiilvolumens sich das Gebiet der anomalen Dispersion 
zu immer ktirzeren Wellenlangen hin verschiebt und sich vorerst einer 
vollstandigen Durchmessung entzieht. Die vorliegende Arbeit zeigt aber, 
daB zu einer befriedigenden Untersuchung der dielektrischen Relaxation 
einer polaren Fliissigkeit die Messung ihres vollstandigen Dispersions- 
und Absorptionsverlaufes notwendig ist. 


HerrnProf. Dr. M. Czerny danke ich fiir das Entgegenkommen, 
welches er mir in jeder Hinsicht bei der Durchfiihrung der Arbeit zu- 
kommen lie8, Herrn Privatdozent Dr. R. HoNERJAGER, der diese Arbeit 
anregte, bin ich fiir sein stetes Interesse und seine rege Anteilnahme zu 
Dank verpflichtet. Ebenso danke ich Herrn Prof. Dr. E. FISCHER, 
Hechingen, fiir wertvolle Diskussionen, Herrn Dr. H. ANDERs fiir die 
bei den Messungen mit dem Funkensender geleistete Hilfe, und der 
Notgemeinschaft der Deutschen Wissenschaft fiir die leihweise Uber- 
lassung einiger Instrumente. 
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Zur Reichweite schneller Elektronen. 
Von 


O. BLuncK, Wiirzburg. 


Mit 11 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 10. Oktober 1951.) 


Die Verteilung W(R) der Reichweite R schneller Elektronen in einem Material 
beliebiger Ordnungszahl Z wird fiir die beiden wichtigsten Falle: Einfallsenergie Uy 
klein bzw. groB gegeniiber der Ruheenergie mc? der Elektronen untersucht. Die 


sa co 
Verteilung W(R) wird hierbei aus den Potenzmittelwerten R” = f R".W(R)-dR 
0 


berechnet (PEARSON). Insbesondere ergibt sich fiir die mittlere Reichweite R ein 

einfacher analytischer Ausdruck [Gl. (28)], wahrend die wahrscheinlichste und 

die maximale Reichweite aus der Verteilung W(R) abzulesen sind. Der Vergleich 

mit einer von WILLIAMS gemessenen Reichweiteverteilung in O, bei etwa 20 kV 

zeigt gute Ubereinstimmung zwischen Theorie und Experiment (Fig. 8). An zwei 

Beispielen (Pb und O,) wird die Reichweiteverteilung energiereicher Elektronen 
in Abhangigkeit von der Einfallsenergie naher diskutiert (Fig. 9—11). 


Einleitung. 

Von viel direkterem theoretischen Interesse als die Eindringtiefe 
schneller Elektronen ist die wirkliche Bahnlinge unter EinschluB aller 
Kriimmungen, welche die Elektronen bis zu ihrer vollstandigen Brem- 
sung zurticklegen. Diese wahren Reichweiten R sollen der Gegenstand 
der vorliegenden Untersuchung seint. Die hier gefundenen Ergebnisse 
werden sich nur in einigen Fallen mit dem Experiment vergleichen lassen. 
Die gestellte Aufgabe ist deswegen nicht weniger wichtig, da sie eine 
notwendige Grundlage fiir alle weiteren Untersuchungen bildet, die 
unter anderem die experimentell leichter meB8bare Tiefenverteilung? oder 
die Schauerbildung der eingedrungenen Elektronen betreffen. Es ist 
sogar andererseits anzunehmen, daB sich die experimentelle Kunst der 
direkten Reichweitebestimmung von Elektronen immer mehr verfeinert, 
so daB bald ausgedehnte experimentelle Ergebnisse zum Vergleich mit ~ 
der Theorie vorliegen werden. Hierhin gehéren z.B. die Untersuchungen 


1 Ausfithrliche Literaturangaben sind zu finden bei Bour, N.: The Penetration 
of Atomic Particles Through Matter. Kopenhagen 1948. — BoTHE, W.: Handbuch 
der Physik, Bd. XXII/2, S.1ff. Berlin 1933. — Grocxer, R.: Z. Naturforschg. 
3a, 147 (1948). 

2 Die Tiefenverteilung entsteht durch Uberlagerung der Reichweitestreuung 
mit der Richtungsstreuung, deren Abhidngigkeit vom Energieverlust von H. 
DANzER [Z. Physik 128, 79 (1950)] und O. BLuncK [Ann. Phys. (6) 9, 373 
(1951)] behandelt wurde. 
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von C. F. POWELL und seiner Schule!.?, denen es gelungen ist in der 
photographischen Platte Elektronenbahnen nachzuweisen. Ferner sind 
neuerdings von .G. F. O Nir und W. T. Scotr® Reichweitemessungen 
von 1 MeV-Elektronen in einer Hochdrucknebelkammer (136 Atm) aus- 
geftihrt worden, indem die Bahnen der Elektronen durch ein Magnetfeld 
(4000 GB) spiralférmig aufgewickelt und daher ausmeBbar wurden. Leider 
1aBt sich ein Vergleich noch nicht durchfiihren, da die wenigen MeBb- 
punkte zur Wiedergabe der Reichweiteverteilung nicht ausreichen. 


Allgemeines. 

Die Reichweite der einzelnen Elektronen wird auch bei gleicher kine- 
tischer Einfallsenergie U, von unterschiedlicher GréBe sein infolge des 
zufalligen, nur durch Wahrscheinlichkeitsgesetze erfaBbaren Energie- 
verlustes langs ihrer Bahn. Wir beschreiben die Verteilung der Reich- 
weiten R durch eine auf 1 normierte Wahrscheinlichkeit W(R)-dR, 
welche den Bruchteil der einfallenden Elektronen angibt, der im Inter- 
vall dR an der Stelle R steckenbleibt. 

Jene Elektronen, welche an der Stelle R nicht steckenbleiben, son- 
dern noch weiterlaufen kénnen, haben dort eine positive kinetische 
Energie U von unterschiedlicher, bis zu Null herabreichender GréBe. 
Ist Wp(U)-dU der Bruchteil der einfallenden Elektronen, welche die 
Wegmarke R mit der Energie U passieren, so besteht zwischen Wp(U) 
und W(k) ein einfacher Zusammenhang. Denn 


fWe(U)-aU 
£0 


ist die Zahl aller Elektronen, die die Stelle R passieren. Diese Elektronen 
erreichen eine gréBere Reichweite als R und werden daher andererseits 
durch das Integral 


[W(R)-dR 
R 


_gezahit. Aus der Gleichheit beider Integrale folgt durch Differenzieren 
nach R 


R) tum Jabal Dial (1) 
+ 


Hiermit ist die Reichweiteverteilung W(R) zuriickgefiihrt auf die Ver- 
teilung des Energieverlustes. 


1 CaMERINI, U., P. H. Fowrer, W. O. Lock u. ‘H. Murrueap: Phil. Mag. 41, 
413 :«(1950). 
2 Hooper, J.E., D.T. Kine moA. A: MorrisH: Phil. ‘Mag. uP 304 Sa 
8 O'NEILL, G. F., u. W. T. Scott: Phys. Rev. 80, 473 (1950). 
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Die vom Energieverlust bestimmte Energieverteilung Wp (U) ist aber 
durch eine wohlbekannte Diffusionsgleichung! gegeben, die wir der Ein- 
fachheit halber gleich hinschreiben und dann erklaren. Es gilt: 


Umax Kmax 


roe leat Ned (6 see LON eh pats [a@) )-@y(K)-dK. (2) 


Hierbei ist ®y(K) dK der differentielle Wirkungsquerschnitt je cm fir 
einen Energieverlust im Intervall K, K+dK bei der StoBenergie U. 

Wir denken uns (2) mit dem Wegelement dR und dem Energieinter- 
vall dU multipliziert. Dann stellt die linke Seite von (2) die Anderung 
der Elektronenzahl mit der Energie U an der Stelle R bei der Vergr6Be- 
rung des Weges R um dR dar. Und die rechte Seite erklart diese Ande- 
rung in ihrem ersten Term durch das Hinzukommen (Zuwachs) von Elek- 
tronen, die von héheren Energien U’ >U langs dR in das Energieinter- 
vall dU gestreut werden und in ihrem zweiten Term durch die Vermin- 
derung (Abnahme) um die langs dR aus dem Energieintervall dU durch 
den Energieverlust K herausgetretenen Elektronen. 

Durch (1) und (2) ist nun der prinzipielle Weg zur Auffindung der 
Reichweiteverteilung vorgezeichnet, doch laBt sich eine geschlossene 
Lésung der Gl. (2) fiir Elektronen nicht angeben. Wir gewinnen daher 
zunachst die mathematisch durchsichtigere Losung am Beispiel der 
schweren Teilchen (Protonen, Mesonen usw.). 


Das Beispiel der schweren Teilchen. 

Dieser Abschnitt soll nur der Erlauterung dienen. Wir machen es 
uns daher so einfach wie méglich und beschranken uns auf nichtrelativi- 
stische Geschwindigkeiten. Der Energieverlust sei nur durch ionisierende 
bzw. anregende St6Be mit den Atomelektronen bedingt. Die schweren 
Teilchen der Masse M iibertragen hierbei maximal die Energie? 


Kymax = 45 +U 


je StoB. Da M groB gegeniiber der Elektronenmasse m sein soll, wird 
Kymax klein sein gegeniiber der StoBenergie U des schweren Teilchens: 


i mas < bie 


Daher kénnen wir in der Diffusionsgleichung (2) eine Vereinfachung 


vornehmen, indem wir setzen 
@,,(U'—U)=@,(K) mit U'=U+K und dU =adk, 


* Rossi, B., u. K, Gretsen: Rev. mod. Phys. 13, 240 (1941). 
2 Bour, N.: The Penetration of Atomic Particles through Matter. Kopenhagen 
1948. , 


co 
Or 
“I 
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so daB die vereinfachte Diffusionsgleichung 


Kmax 
OWR(U) ; i y 7 r 7 T r ‘ / 
ee =| [Wp(U + K) —Wp(U)]: ®y(K)-dK (2') 
0 
resultiert. 
Ferner verallgemeinern wir die Gl. (1) derart, daB wir nicht nur 
die raumliche Verteilung der Teilchen mit der Energie U = 0 betrach- 
ten (Reichweiteverteilung) 


W(R) =W,(R), 


sondern auch nach der raumlichen Verteilung von Teilchen mit der 
momentanen Energie U fragen: W,(R). 

Im Gegensatz zu Elektronen, die einzelne Energieintervalle iiber- 
springen kénnen, durchlaufen alle schweren Teilchen das Energie- 
intervall 6U (Kyax<@U<U,) an der Stelle U. Daraus folgt analog 
zu (1) 

@Wy(R) _ OWe(U) 1” 
oU Oeste 


Mit Hilfe von (1’) setzen wir nun an die Stelle von (2’) eine Diffusions- 
gleichung fiir die Verteilung Wy (R) 


Kmax 
C2 Wrrt(R o " 
Roo = | oo Ween R)—WolR)]-Oy(K)- dK. 2") 
0 
Zur Lésung dieser Gl. (2’’) machen wir den Ansatz 
+100 U, 
W, (R) = 5a; [eres ECC, Ss} 4u)-a (3) 
—i U 


der die Anfangsbedingung 
Wo, (R) = 6(R) 


schon enthalt und finden durch Einsetzen in (2’’) als Bedingung fiir 
F(U, s) in dieser Naherung (K,,.x<U) 

Kmax : 

s= f (e-F-¥—1) Gy (K) dK. (3a) 

0 et 
Hieraus ]aBt sich zwar F =F (U, s) bestimmen, aber in dem Bestreben 
nach Vereinfachung fragen wir nur nach der Potenzreihenentwicklung 
von F nach s. Wir wissen aus der Theorie der FourrER- und LAPLACE- 
Integrale, daB der mafgebende Beitrag zum Integral (3) durch die Um- 
gebung von s=1/R geliefert wird. Wegen der Kleinheit der Koeffi- 
zienten beeinflussen die hdheren Glieder der Potenzreihenentwicklung 


—= 
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immer weniger den Charakter der Verteilung, so daB wir uns hier mit 
der Mitnahme der zweiten Potenz in s begnigen. 
Indem wir die bequeme Abkiirzung 


K max 


K* = { K". @y(K)dK 
0 


beniitzen, erhalten wir aus (3a) 


2! 


Ke 2 
Ree =: eee (3b) 
K kK 
Dieser Ausdruck fiir F fiihrt mit (3) zur Naherungslosung 


2 A if 
(2 of 1 a0 
K 
1 U 


Wy (R) = —-— + exp ree aera Fe 


U; —- 
re R 
K eK 


U jhe U a 


ergibt also eine Normalverteilung (GAusssche Glockenkurve) um den 
Mittelwert 


co U, 
R= [ R-Wo(R)-4R= [au (4a) 
0 U 
mit der Streuung 
2 a ora 
(R=Ry = [ 2.au, (4b) 
U 


die die Breite der Verteilung charakterisiert. 

Die Mitnahme der dritten Potenz in s, wiirde die Lésung von (3) 
schon wesentlich erschweren. Dagegen hatten wir die beiden Formeln 
(4a) und (4b), die schon Bour! auf anderem Wege abgeleitet hat, so- 
gleich aus der Entwicklung (3b) entnehmen kénnen. Wir brauchen nur 
die Fourier-Transformation 2 


w(s) = f W(R)-e-F*- dR = YR? (5a) 
aes n=0 
und ihre Umkehrung pak 
1 
W(R) = ae a eRs- w(s) ds (5b) 


1 Bour, N.: The Penetration of Atomic Particles through Matter. Kopenhagen 
1948. 


* Dortscu, G.: Theorie und Anwendung der LApLacr-Transformation. Berlin 
1937. 
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zu betrachten, um das sofort einzusehen. Es lassen sich daher die Potenz- 
mittelwerte aus der Entwicklung nach s unter dem Integral (3) ablesen, 
auch die héheren, wenn wir in der Entwicklung von F nach s nur um je- 
weils ein Glied weitergehen. 

So finden wir z.B. als MaB fiir die Asymmetrie oder ,,Schiefe‘‘ der 
Verteilung 


K8 Kk? 
( a 3 = dU (4c) 


und als MaB fiir die ,,Ausbauchung“ 


= 
(R—=R#—3(R-RP = | (= no ginens pes jau (4d) 
LO K K* 

usw. 

Weil die Potenzmittelwerte sich leichter angeben lassen als die exakte 
Reichweiteverteilung, liegt der Versuch nahe, die Verteilung aus den 
Potenzmittelwerten aufzubauen, zumal die Bestimmung der Reichweite- 
verteilung fiir Elektronen sicher nicht einfacher sein wird als fiir schwere 
Teilchen. Allerdings wird die bloBe Angabe einer Normalverteilung die 
Reichweiteverteilung von Elektronen nur sehr grob wiedergeben, und es 
ist daher angebracht auf mehr als zwei Potenzmittelwerte zuriickzu- 
greifen. 

PEARSON hat Beccior a, 2, daB im allgemeinen die vier Mittelwerte der 
Gl. (4) ausreichen, jede Wevteinnise in befriedigender Weise darzustellen. 
Wir kénnen uns daher auf den Versuch beschranken, nur die ersten vier 
Potenzmittelwerte der Reichweite zu finden und aus ihnen nach PEARSON 
die Reichweiteverteilung aufzubauen. Wie nun aus den Potenzmittel- 
werten die Verteilung gefunden wird, wird im niachsten Abschnitt 
erlautert. 


Aufbau der Verteilung nach PEARSON. 
Die aus den ersten zwei Potenzmittelwerten (4a) und (4b) folgende 


Normalverteilung 2 
j apse 
W (z) = ———e 2# 
faites — mises und der ,,GAussschen Streuung” “ = ae z acl beschreibt 
R 


die Reichweiteverteilung schwerer Teilchen mit ausreichender Genauig- 
keit. Sie geniigt der Differentialgleichung 


hd! OE Pag 
dz yu 
1 Hinweis bei ZERNIKE, F.: Handbuch der Physik, Bd. III, S. 463ff. Berlin 


1928. 
2 Siehe z.B. ELDERTON, W. PALin: Frequency — Curves and Correlation. Lon- 


don 1906. 
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Gehen wir jedoch zu Elektronen iiber, so konnen wir diese einfache Form 
der Reichweiteverteilung nicht mehr als gegeben voraussetzen. Viel- 
mehr fragen wir mit PEARSON nach der durch die héheren Potenzmittel- 
werte (4c) und (4d) bedingten Anderung oder , Verformung“ der Normal- 
verteilung, indem wir von der Differentialgleichung fiir die Normal- 
verteilung ausgehen und sie durch den Ansatz 

dw zZ 1 Zz - 

rrmeeere es Sy raaagee | Roe (6) 
entsprechend erweitern. Der Ansatz (6) geht fiir « ={ = 0 in die Normal- 
verteilung tiber. 

Die Lésung. der PEArsonschen Differentialgleichung (6) folgt ele- 

mentar zu 


W@) =M%-(1—4) # (1-2) (72) 


und den Wurzeln ee pasar 
Neserifest oa: io 
die natiirlich auch komplex sein kénnen! 

Wie im Falle der Normalverteilung deuten wir R als lineare Funktion 
von z, indem wir setzen 

R=R-z+R' oder zg= a—* : (8) 

Die ausgezeichnete Reichweite R’ ist, wie sich aus der PEARSONschen 
Differentialgleichung (6) wegen dW/dz=0 ergibt, im allgemeinen die 
wahrscheinlichste Reichweite R, und unterscheidet sich von der mitt- - 
leren Reichweite R, wenn nicht — wie im Falle der Normalverteilung — 
eine symmetrische Verteilung zugrunde liegt. 

Die rein rechnerische Aufgabe «, 8, uw, R’ aus den vier Potenzmittel- 
werten (4) abzuleiten, tibergehen wir, indem wir gleich das Resultat hin- 
schreiben» Mit den Abkiirzungen 


R 2 
o= E — ‘) fiir die Streuung 

R 3 ; y 
ome faz 1) fiir die Schiefe (9) 


epee 4 2 fiir die Ausbauchung 
a Leet Bee ; . 
R bzw. Einschniirung 
1 Die Integrationsgrenzen 2, Sind so zu wahlen, daB W (z, ») = 0 ist und fiir 
4y<2<2, stets W(z) >0 gilt. : 


aan 
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ferbatten wit p=(i—3f)o—(1— A) 
} a (1 i a 2) z 
I o Qe 
; egy hens (10) 

4 a if as 
(a) +(e) 
R'=R—Ri 


mit 


Die vorliegende Erweiterung der Normalverteilung nach PEARSON 
hatten wir nicht auf vier Potenzmittelwerte zu beschranken brauchen. 
Aber es hat nur wenig praktischen Sinn weitere Potenzmittelwerte zu 
beriicksichtigen, denn die wesentlichsten Eigenschaften der Verteilung 
-driicken sich (abgesehen von R) durch g, o und 7 aus. 

. Wir wollen dies an einigen Beispielen erlautern, indem wir den Ein- 
flu8 von o und t getrennt betrachten. Wir wahlen 0 =1 und lassen das 
Maximum mit der Héhe 1 bei z=0 liegen. 


ecpendiyd i Bier 2% a ie 


Met at! ‘ 


- i” mf aiff Seu “ah 
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und der Verteilung (Kurve 3) 
z?\0,5 T 
W (2) = (1 —=) 
eingezeichnet. In Fig.2 ist neben der Gauss-Verteilung (Kurve 1) die 
Verteilung (Kurve 2) 


We=(t+ 7 


mit eingetragen. 
Aus diesen Beispielen ist unschwer der Einflu8 von o und t auf die 
Schiefe und Ausbauchung der Verteilung zu entnehmen. 
Nun noch ein Wort iiber den einer Verteilung zugeordneten ,,GAUsS- 
schen Kern“, diejenige GAuss-Kurve, die sich dem Maximum der Ver- 
teilung am besten anschmiegt. 
Die Streuung des GAussschen 
Kerns ist offenbar durch u 
gegeben. Wir wollen dies am 
Beispiel t/o2=6, o=O in 
Fig. 3 darstellen. Die gestri- 
chelt gezeichnete Kurve 
z 2 


W() 


Zz 
2h == 252" 


Se er ie Ue meee UP Cr ak: é 
3 . F g2\ 3 
Fig. 3. Ausgezogene Kurve die Verteilung (1 3) a stellt den GAussschen Kern 
Gestrichelt eingezeichnete Kurve der Gauss-Kern eas der Verteilung dar. 


Potenzmuittelwerte der Reichweiten von Elektronen. 

Die vorausgegangenen Abschnitte haben uns darauf hingewiesen, 
die Reichweiteverteilung nicht auf direktem Wege aufzusuchen, sondern 
nach den Potenzmittelwerten zu fragen, um erst mit deren Hilfe eine 
angenadherte Verteilung in praktisch ausreichender Genauigkeit zu finden. 

Die Potenzmittelwerte sind aber nicht allein reine , RechengréBen“‘, 
die uns die Art der Reichweiteverteilung vermitteln sollen. Sie haben 
vielmehr eine recht anschauliche Bedeutung, da sie sich unmittelbar 
aus den Experimenten angeben lassen. 

Es liege z.B. eine MeBreihe von N Reichweiten Ry dig pees, Ry VOT 
Dann ist — wenn N nur geniigend groB ist — die mittlere Reichweite 


N fo) 

oF 1 

R= > R= [R-W(R)aR 
y= 0 


eine durchaus angebbare GréBe. Fiir schwere Teilchen gilt nach (4a) 


U, Kmax (REA 

= 1 ; = dU 

R= [au mit K = [ K@p(k)ak = 40, (4a) 
0 0 A 
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Diese Gleichung wird oft auch fiir Elektronen beibehalten, obwohl es 
nach WILLIAMs! richtiger 
a 
s * aR 
R= | = J 
he as. al 
0 


heiBen miiBte. WiLtraMs hat zwar nachgewiesen, daB 


dU aR 
awe 


ist und daher der Unterschied zwischen dR/dU und dR/dU nur wenige 
Prozent betragt, aber bei seinem Vergleich hat er den Strahlungsverlust 
nicht in Betracht gezogen. Wir werden weiter unten zeigen, daB bei 
hohen Strahlungsverlusten in der Tat Gl. (4a) nicht mehr giiltig und 
durch Gl. (28) zu ersetzen ist. 

Ahnlich, wie sich die mittlere Reichweite aus den experimentell be- 
stimmten Reichweiten berechnet, laBt sich die Streuung 


(R—R}? =— > (R,—R} 


v=1 


aus den MeBwerten angeben. Die auch nur naherungsweise Ubertragung 
der Bourschen Formel (4b) auf Elektronen erscheint aber nicht mehr 
anwendbar. Hier sind wir gezwungen, andere Wege zu beschreiten. Dies 
gilt nattirlich erst recht fiir die héheren Mittelwerte 


(R—R)F und (R—R)*. 
Wir gehen nun zur Ausrechnung der Potenzmittelwerte tiber und er- 
halten- aus der Gl. (4) nach partieller Integration 


R” = f R"-W(R)dR=nf f R* *W,(U) dU aR. (11a) 
0 0-40 

Hierbei ist W,(U) durch die Diffusionsgleichung (2) gegeben. Wir 
interessieren uns jetzt aber nur fiir das Doppelintegral der rechten Seite 
von (11a), verzichten also auf die genaue Kenntnis von Wp(U) aus (2). 
Dies ist der wesentliche Gedankengang, der im folgenden Abschnitt 
mathematisch verfolgt wird und zur Auffindung von R” bzw. @, 0, t fiihrt. 


Berechnung der Potenzmittelwerte. — 


Zunichst miissen wir die Diffusionsgleichung (2) so durch geeignete 
Transformationen umkleiden, daB der Verzicht auf die genaue Kenntnis 


1 Wits, E. J.: Proc. phil. Soc. 24, 315 (1928). 
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von W,(U) durch die Beschrankung auf das Doppelintegral 


nf [ R°-)-W,(U)-dUdR 
0 +0 
auch anwendbar wird und den Gang der Rechnung erleichtert. 
Wir setzen zu diesem Zweck den Wirkungsquerschnitt Dy(K) fir 
einen Energieverlust K bei der StoBenergie U in vélliger Allgemeinheit zu 
dk x h, (K/U) 


U Uv 
v=0 


O,(K) dK = (12a) 


an. Es wird sich weiter unten zeigen, daB es zweckmaBig ist, die Abkiir- 
zung a,(&) einzufithren durch 


See S a fan —u—anes | 


v=0 v=0 0 } (12b) 


oder in einer etwas anderen Darstellung, die den mittleren Energieverlust 
oer 
KR=f ROK 
0 
starker hervorhebt, da er den gréBten Betrag des Integrals ausmacht 


yO 2% — fou (1-4) +24 —aJax. (12c) 


Dies letzte Integral spielt dann die Rolle eines Korrekturgliedes von 
allerdings entscheidendem Einflu8 auf die Streuung und Gestalt der 
Reichweiteverteilung. 


Ferner setzen wir im ersten Term von (2) die dimensionslose Integra- 
tionsvariable 


ein, im zweiten Term 


Zusammen mit dem Ansatz (12a) erhalten wir dann aus (2) 


Wr (U) =>) sf bal eae) (4 — x)" _ We (U) h,(%)dx. — (2a) 


v=0 
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Wir versuchen nun die Diffusionsgleichung (2a) durch eine Integral- 
transformation so umzuformen, daB die transformierte Funktion vor 
das Integral gezogen werden kann. Dies leistet die MELLIN-Transforma- 
tion! 

oo 

Wr(é) = [ WR(U)-US-dU 

0 
und es verwandelt sich die Diffusionsgleichung aus einer Integralglei- 
chung in die Differenzengleichung 

—<ERe) = Da, (8) -welE—y). (2b) 


oR 
v=0 


Ferner fiihren wir tiber R eine LApLAcer-Transformation durch 2 


mit dem Anfangswert fiir W,(U) 
Wp(U)|p-o=5(Uy—U) baw. walE)|pao= UE, (13) 


der besagt, daB die bei R=O einfallenden Elektronen die homogene 
Anfangsenergie U, haben. Damit wird aus der Diffusionsgleichung (2b) 


w (E, s) — Us = ¥ a, (£)-@(E—yy,8). © (2c) 
v=0 
Setzen wir nun noch fiir w(é,s) eine Potenzreihe-nach s an, 


—1 


w(&3)= Po, () 2, (14) 


so bemerken wir wie oben [Gl. (5a)], bedingt durch die Eigenheit des 
LapLaceschen Transformationsansatzes, den engen Zusammenhang zwi- 
schen den Potenzmittelwerten Rk” und den Faktoren ,(é). Es ist fiir 


&=0 
R* 0, (0), °° (145) 
wobei die w, (&) fir =0 aus den Gleichungen 
UE fir »=1 
Saloe—n= | op fiir n>2 


zu bestimmen sind. Damit ist die allgemeine Entwicklung gegeben. 


(2d) 


1 Bine recht ausfiihrliche Tabelle zur MeLi1n-Transformation findet man ee 


G. G. MACFARLANE, Phil. Mag. 40, 188 (1949). 
2 Doetscu, G.: Tabellen zur Laprace-Transformation. Berlin-Géttingen 1947. 
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Wir wollen aber in dieser Allgemeinheit die Gl. (2d) noch nicht lésen. 
Vielmehr suchen wir uns zuniichst den einfachsten Fall heraus, daB die 


a, nur aus einem Glied a, bestehen. Dann lautet die Losung 
Patke ulet ny) 


ay (E+ Y%) ++. 4 (E+ MY) * 


Wir bezeichnen sie als die ,,Grundlésung‘‘ von (2d). Sie fiihrt mit (11b) 
zu den Potenzmittelwerten 


ww (é) = (16a) 


Feet ie ers (16b) 


Ag (Yo) * Ig (Zo) «++ Aq (Yo) © 


Nun versuchen wir nicht w,,(&) direkt aus (2d) abzuleiten, sondern die 
Korrekturen an der Grundlosung 


On (E) = On (8) * In(S) (17) 


zu finden, indem wir durch Einsetzen von (17) fiir ¢,,(&) aus (2d) die 
Gleichungen finden 
In(5) = In—a(E + Yo) — D nbv(E) * In (E+ 70 — Yo) (18a) 
mit der Abkitirzung er 
=~? cee 
= ra ae 
oder in einer anderen Darstellung 


Gn—1(E Yo) — Di nly (E) > Ap Mn (6) 


inl€) = FEBS (8p) 


v= 


(19) 


mit dem Kiirzel 
A, Qn (f) = Gn(E + %0— 7») — Gn (€) - (20) 


Die erste Form (18a) erlaubt eine schrittweise Berechnung von q,,(é) 
mit beliebiger Genauigkeit, wenn | q,(é)—1|<1 ist. Hingegen ver- 
langt die zweite Form (18b) nur die Erfiillung der Bedingung A, q,, (£) <1. 
Wir haben weiter unten beide Auswertemethoden benutzt. 


Mit den so gewonnenen Korrekturen an der Grundlésung heifSen die 
Potenzmittelwerte jetzt 


R°=Rj-q, mit 9, =4,(0) (11.c) 


und zu den Potenzmittelwerten R* gehéren Qo: Oo, T) USW. vermoge (9) 
oder in anderer Schreibweise 


Ri, [1+ Qo] 
= Rot +3e0+ 0] (9) 
= Rh [1+ 609+ 405+ t+ 303]. 
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Damit ist der mathematische Formalismus zur Berechnung der Potenz- 
mittelwerte bzw. der GréBen 0, o, t gegeben. Es braucht in (12c) nur 
der mittlere Energieverlust K und der Wirkungsquerschnitt fiir Energie- 
verlust Dy (K) eingesetzt zu werden. Alles andere ist Sache einer nume- 
rischen Auswertung. 


Auswertung und Diskussion. 

1. Uj<me*. Zunichst sei die Einfallsenergie U, der Elektronen 
klein gegeniiber ihrer Ruheenergie mc*, jedoch groB im Vergleich zur 
Bindungsenergie der durch- gy 
setzten Atome angenom- 
men. Dann geniigt es, zur 
Berechnung der Reich- ™ 
weiteverteilung nur die 
durch Ionisation und Anre- 30 
gung hervorgerufenen Ener- 
gieverluste zu betrachten. 


Nach den bekannten An- 
satzen von BetTHeE!, Mot- 
LER2, BiocH? ergibt sich ” 
-fiir den mittleren Energie- 
verlust ; 


\— 


20 


90747 7 70 700 7000 10000 
U/2 ae MeV 
i — f K:- Dy (K) dK Fig. 4. Verlauf der GrdBe A (ohne Havpern-Hatt-Korrek - 
0 tur‘) in Abhangigkeit von der StoLenergie U, fiir Pb und O,. 
(21 a) Es ist fiir zwei verschiedene Ordnungszahlen Z, und Z, 
4 
wet -N-Z Zz, 
“Svaape ree A(Z,)—A(Z,)=2-In 5°. 


N Anzahl der Atome je cm’, Z Ordnungszahl, e Elementarladung. Hierbei 
ist A nur logarithmisch von der StoBenergie U abhangig (s. Fig. 4) und soll 
hier fiir die jeweilige Einfallsenergie U) als Konstante angesehen werden. 

Den Wirkungsquerschnitt ® im Integral der rechten Seite von (12c) 
zerlegen wir nach Bour® in einen Resonanzanteil ®,, der die Bindung 
des gestoBenen Elektrons an den Kern zum Ausdruck bringt und einen 
Anteil ®,, bei dem das Elektron als frei angesehen wird. Fiir ®, schreiben 
wir nach MeLLER® unter Hinzunahme des Elektronenaustausches 


-e§-N-+Z 1 1 “| ; 
®,(K) =~ u Age po + Wee i224) 


1 Betue, H.: Ann. Phys. (5) 5, 325 (1930). 

2 MorierR, Cur.: Ann. Phys. (5) 14, 531 (1932). 

3 Brocu, F.: Ann. Phys. (5) 16, 285 (1933). 

4 HaLpeRN, O., u. H. Hari: Phys. Rev. 73, 477 (1948). 

5 Bour, N.: The Penetration of Atomic Particles through Matter. Kopenhagen 
1948. 

6 MoLLER,-CuR.: a. a. O. S. 569, GI. (76). 
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Den zusitzlichen EinfluB der Resonanzstellen ®,(K) der Atome auf die 
hdheren Mittelwerte!.2 beriicksichtigen wir durch den Ansatz 


U/2 
f KIT" .@,(K)-dK 


U/2 pul 
[ K1.0,(K)-dK=B,-K oder BB, = 7, aan(23t 
0 


Die B, werden fiir die Rechnung als unabhangig von der StoBenergie U 
angesehen. Zum Beispiel gilt naherungsweise auf Grund des THOMAS- 
Fermi-Potentials in Abhangigkeit von der Ordnungszahl Z 


By =10-Zt ev ju (24) 


Dies sind die hier verwendeten Grundlagen 
fiir den oben geschilderten Rechenformalismus. 
Das Ergebnis der hiermit durchgefiihrten Rech- 
nung laBt sich zusammenfassen in 


{ 04 U, 
0 1 
kK 
g02 0 
4 B, 
= 09 + —_—_ — 
fa 3 U, (25) 
0 70 20 30 40 8 Bs 
Fig. 5. Die Streuung 0, der Reichweite allein durch Ionisation 0 
(gestrichelt eingezeichnet fiir den Fall U)< mc? die Streuung fy 16 Bs 
des ,,GaAuss-Kerns‘“’). 8 =A a — =, 
eure 


Hierbei sind 09, o) und Ty, in den Fig. 5, 6 und 7 in Abhangigkeit von A 
dargestellt. Die B, sind durch (23) definiert. 

Wir wollen nun das Resultat (25) mit den Messungen der Reich- 
weiteverteilung von WILLIAMS? vergleichen, indem wir durch Einsetzen 
der Streuwerte (25) in (10) mit Hilfe von (7) die Reichweiteverteilung 
berechnen. WILLIAMs stellt uns die integrale Verteilung (Zahl der Bah- 
nen, die tiber eine feste Bahnlange R hinausreichen) von einer Mischung 
aus 296 Elektronen mit 20 keV und 114 Elektronen mit 7,6 keV als ex- 
perimentelles Ergebnis zur Verfiigung. Diese Werte sind in der Fig. 8 
als Kreuze x eingezeichnet. Weiterhin sind in der Fig.8 als Kurve 1 
die theoretische Reichweiteverteilung in O, von 7,6 keV Elektronen, 
als Kurve 2 die von 20 keV Elektronen eingetragen. Die Berechnung 
der gemischten Reichweiteverteilung wurde aus Kurve 1 und 2 vorge- 
nommen. Das Ergebnis, Kurve 3, kann nun mit den MeBwerten von 


1 Biunck, O., u. S. Letsecane: Z. Physik 128, 500 (1950). 
* ScHuLtz, W.: Z. Physik 129, 530 (1951). 
3 Wittiams, E. J.: Proc. roy. Soc., Lond., A 130, 310 (1931)... 


Zur Reichweite schneller Elektronen. 369 


WILLIAMS verglichen werden. Die Ubereinstimmung ist durchaus be- 
friedigend. 

Da die B, aus den Theorien der statistischen Atome herzuleiten sind, 
sind weitere Vergleiche mit prazisen experimentellen Ergebnissen sehr 


_ 
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bahnen, die einen gréBeren Energieverlust zeigten, nicht mitgezahlt 
wurden. Diese, allerdings fiir einen anderen Zweck, durchgefiihrte Aus- 
wertung stért die von uns betrachtete wahre Re chweiteverteilung und 
erlaubt leider keine engen Schliisse auf die B, zu ziehen. Qualitativ aller- 
dings stehen die MeBergebnisse im Einklang mit obigen Rechnungen. 
Insbesondere zeigt sich deutlich die durch Fig.5 angedeutete Abhangig- 
keit der Streuung fv) des ,,GAUss-Kerns“ von A. Sie ist auch verstand- 
lich. Denn geht man bei konstanter Energie von gleicher Elektronen- 
konzentration NZ aus, so erkennt man wegen der logarithmischen Ab- 
hangigkeit der GréBe A von der Ordnungszahl Z (eigentlich von U/Z), 
daB bei schweren Elementen (kleines A) durch den Einflu8 der starkeren 
Bindung der Elektronen an den Ker zwar der mittlere Energieverlust 
je Wegeinheit K kleiner, aber der mittlere Energieverlust je StoB 
(A: K) (A mittlere freie Weglange) gréBer wird. Es sind daher bis zur 
Verzehrung der Energie des stoBenden Elektrons weniger St6Be erfor- 
derlich als bei den leichten Elementen. Weniger St6Be bedeutet aber 
eine groBere Streubreite, die nun durch den mit wachsender Ordnungs- 
zahl zunehmenden EinfluB der Resonanzstellen noch zusatzlich erhoht 
=}. Dieses gerade ist auch das Ergebnis der Rech- 
nung und des Experiments von LEISEGANG: Die relative Streubreite 
wachst mit wachsender Ordnungszahl Z. 


wird (u FY Mo + a 
%) 


2. Uy=>mc?. Nun sei die Anfangsenergie U, der Elektronen groB 
gegentiber ihrer Ruheenergie mc? angenommen. Dann kénnen die gering- 
fiigigen Energieverluste durch die Resonanzstellen in ihrem EinfluB auf 
die Streuung zwar vernachlassigt werden, doch tritt neben dem Energie- 
verlust durch Ionisation der Energieverlust durch Strahlung auf, der bei 
hohen Energien den Energieverlust durch Ionisation um ein mehrfaches 
ubertreffen kann!. Daher teilt sich auch der mittlere Energieverlust K 
auf 
in einen Jonisationsanteil K y» Za dem wir in kondensierten Medien die 
geringfiigige Erhohung des Energieverlustes durch die Polarisation der 
die eindringenden Elektronen umgebenden Molekiile hinzuziehen wollen 2 

= 2:m-ek§- NZ 
Kk Ti Nee aE Eee tT ae 


m c2 


A (24 b) 

1 Es ist bemerkenswert, da8 im Cegensatz hierzu bei der Betrachtung des 
Energieverlustes auch sehr energiereicher Elektronen durch diinne Schichten fiir 
den Anfang der Verteilung (kleine Energieverluste) der Energieverlust durch Ioni- 
sation den ma8gebenden Einflu8 ausiibt. |BLuncxK, O., u. K. WESTPHAL: Z. Phy- 
sik 130, 641 (1951).] mY 

* Havpern, O., u. H. Hatt: Phys. Rev. 73, 477 (1948). 
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mit praktisch (bei gegebener Einfallsenergie U,) konstantem A (Fig. 4) 
und einem Strahlungsanteil 


K>=— Ky, (21%) 


wobei bei fester Einfallsenergie U, die kritische Energie U,, ebenfalls 
als unabhangig von der StoRenergie U angesehen werden kann. Da wir 
kleinere Energieverluste vernachlassigen, lautet nach MoLLER! der Wir- 
kungsquerschnitt fiir Energieverlust durch Ionisation 


De Ph ee Dual 


0, = 2m 1 1 | 


me “let oat Ry: 


22b) 


Als Wirkungsquerschnitt fiir Strahlung wahlen wir die durch BETHE 
und HEITLER? gegebene Naherung, 


(22c) 


—— 


ewe! bh. 1 
+ te kad. ah K 
Ce, 


um iiberhaupt erst einmal eine Ubersicht tiber den EinfluB der Strah- 
lungsverluste auf die Reichweiteverteilung zu gewinnen. 

Mit dem obigen mittleren Energieverlust K = K,+ K, und dem Wir- 
kungsquerschnitt @ = @,-+- M, gehen wir in die Gl.(12c) ein. Nun ist 
alles nur eine Frage des rechnerischen Aufwandes. Das Resultat ergibt 
sich zwangslaufig, wenn als Grundlésung der Energieverlust durch Ioni- 
sation gewahlt wird. 

Aus der Rechnung ergibt sich als erstes Resultat 

Mn o* 1 Uy 
2A NZ Al! Mi Fg 


Ue, 
Dies ist insofern bemerkenswert, als die mittlere Reichweite mit wach- 
sender Einfallsenergie U, den ,,Grenzwert“ 


ie ME ee ee: 
mA-N-Z A zi 


R= (27) 


iS — 
J Rsee 
0 


nicht iiberschreiten kann. Wir werden weiter unten sehen, daB dariiber 
hinaus auch die Gestalt der Reichweiteverteilung von einer gentigend 
hohen Einfallsenergie an sich nicht mehr dndert. 

Wir kénnen (27) rein formal nach (21b) und (21c) als berechnet aus 


der Formel a U2 
k= o 


isa 


AG ha 


oN, 


1 Puc se. CHR ands On 92500), Gl. (76). 
2 Betue, H., u. W. HEITLER: Proc. roy. Soc., Lond., A 146, 83 (1934). 
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deuten. Diese Gleichung widerspricht jedoch der tiblichen Gl. (4a) zur 

Berechnung der mittleren Reichweite 

Us 

R= {—-au (4a) 

K 

5 , 

und damit auch den oben angefiihrten Uberlegungen von WILLIAMS. 
Beide Formeln lassen sich aber dennoch als Sonderfalle esmer Gleichung 
unter einem Gesichtspunkt verstehen. Wenn wir namlich K, den mitt- 
leren Energieverlust je cm, als Quotient des mittleren Energieverlustes 
je StoB (A - K) und der mittleren freien Weglange A zwischen zwei St6Ben, 


yr tat RK) 
ne at 


ug U 
{254 . wud K=fK-@,(K)-dK, 
[By (K)-aK : 
0 


auffassen, mit 


so bietet sich als umfassende Beziehung 


Uy 
faedU 
0 


R=: (28) 


ao 
[(-K)-dUu 
0 

an. Sie ist in der Tat giiltig fiir den gesamten Energiebereich. Denn 
fiir Energien ohne groBen EinfluB der Strahlung erweist sich (AK) als 
praktisch konstant, so daB sich leicht (4a) ableiten 14Bt, wahrend im Falle 
tiberwiegenden Einflusses der Strahlung bei hohen Energien 4 sich als 
unabhangig von der SfoBenergie U zeigt und so der obige Wert fiir die 
mittlere Reichweite resultiert. 

Gl. (28) ist ein einleuchtendes Ergebnis, denn es besagt, daB der Mittel- 
wert des mittleren Energieverlustes je StoB 


U, 
sth MA “= 
a h Pipa nes 
0 
sich zum Mittelwert der mittleren freien Weglange 
U, 
| a-dU 

cal 

0 


Ugur; 


verhialt, wie 


wie der mittlere Gesamtenergieverlust zum mittleren Gesamtweg.. 
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Das Verhaltnis der nach (4a) von BETHE und HEITLER berechneten 
Reichweite zu dieser Reichweite ist etwa durch 


R(4a) Urea oe Cae 
R =e oa 2) In(t + U,,} 
gegeben. Es ist zu erkennen, wie mit wachsendem U,/U,, eine deut- 
liche Diskrepanz auftritt, die fiir Energien oberhalb der kritischen Ener- 
gie die Verwendung von R,,,) nicht empfiehlt. Sie betragt z.B. fiir Pb 
bei 100 MeV fast 50%. | 

Nicht so klar lassen sich die Verhaltnisse fiir die hdheren Potenz- 
mittelwerte R” und die daraus zu gewinnenden Streugr6Ben 0, o, t for- 
mulieren. Dies sieht man schon aus den Beziehungen (4b), (4c) und (44d), 
die immer komplizierter werden. Die Potenzmittelwerte R” werden 
nach dem vorangegangenen Abschnitt Gl. (414c) in der Form 

eoen by = 2s 


eg 191 


gewonnen. Hierbei 1aBt sich R”/R" nach (9’) aus den graphisch in den 
Fig. 5, 6, 7 dargestellten Werten von @,, 0) und Tt, berechnen. Ferner 
ergibt sich in erster Naherung aus dem obigen Kalkil 


1 


i OPE ES Re Wo) --( < ora 
gars (@+n) a} fates FO Ad eh 2 fatten) Big 


Damit ist R”/R” und nach (9) auch 9, o, t gegeben. 

Fir U,/U,,— o strebt q,/97 schnell einem festen Grenzwert zu. Die 
Gestalt der Reichweiteverteilung wird sich also von einer bestimmten 
Einfallsenergie an nicht mehr andern und fiir alle Ordnungszahlen Z 
ahnlich sein. 


Fig. 9. Reichweiteverteilungen von Elektronen in Pb bei verschiedenen Einfallsenergien. 


3. Zwei Beispiele. In Fig.9 sind die Reichweiteverteilungen W(R)/W, 


CS ler 
ood 


(29) 


von Elektronen in Pb im relativen Mafstab fiir Einfallsenergien von — piss 
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4 bis 300 MeV eingezeichnet. Fig. 10 zeigt dasselbe in O, fiir Einfalls- 
energien der Elektronen von 3 bis 3000 MeV. Den Verlaut von W,, der 
Hohe des Maximums der Verteilungskurve, in Abhangigkeit von der 


Einfallsenergie gibt Fig. 11 wieder. 


0 05 


25 


30 


Fig. 10. Reichweiteverteilungen von Elektronen in O, bei verschiedenen Einfallsenergien, 


Den Fig. 9, 10 und 11 ist zu entnehmen, wie die bei kleinen Einfalls- 
energien hauptsachlich durch Ionisation bedingte schmale Reichweitever- 
teilung zunichst durch die Strahlungsverluste asymmetrischer wird, und 


4 


o, 70 


100 
Up — 
Fig. 11. Verlauf des Maximums der Reichweitever- 
teilungen in Abhangigkeit von der Einfallsenergie 
fiir Pb und Og. 


7000 MeV 70000 


die wahrscheinlichste Reichweite 
von 10% auf 30% wber die mitt- 
lere Reichweite zu gréBeren Reich- 
weiten nach vorne gleitet. Mit 
starker werdendem Einflu8 der 
Strahlungsverluste, wenn die Ein- 
fallsenergie in die Nahe der kriti- 
schen Energie reicht, baucht sich 
dann die Verteilungskurve immer 
mehr aus, bis sie etwa-bei 20 bzw. 
200 MeV véllig symmetrisch gewor- 
den ist. Es tiberwiegt jetzt der 
Strahlungsverlust. Mit wachsender ° 
Einfallsenergie nahert sich die Ver- 
teilung der Grenzlage, die dadurch 
ausgezeichnet ist, daB die wahr- 
scheinlichste Reichweite um 30% 


unter der mittleren Reichweite, die maximale dagegen weit oberhalb 
der mittleren Reichweite liegt. Da nach (27) auch der mittleren — 
Reichweite eine obere Schranke gesetzt ist, erweist sich fiir geniigend 
hohe Einfallsenergien die Reichweiteverteilung unabhangig von der 


Einfallsenergie Up. 


Es ist nicht verwunderlich, daB sich auf Grund der verwendeten 
Naherung fiir kurze Teilstrecken der Verteilungskurve insbesondere an 
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den Flanken kleinere Abweichungen vom theoretisch ,,exakten‘‘ Ver- 
_ lauf der Reichweiteverteilung ergeben. Sie sind durch zusitzliche Uber- 
~ legungen leicht zu eleminieren. Zum Beispiel ist in Fig.9 und 10 der 
_mutmaBliche Verlauf fiir kurze Reichweiten gestrichelt eingezeichnet. 
Und in unmittelbarer Nahe der maximalen Reichweite wird die theo- 
; _ tetisch exakte Verteilung zum Teil ,,weicher‘‘ einsetzen, als sich aus der 
: PEARSONSchen Naherung ergibt. Im Ganzen gesehen aber haben wir 
; eine Methode kennengelernt, die uns erlaubt, die Reichweiteverteilung 
- von Elektronen mit befriedigender Genauigkeit darzustellen, und die 
uns zeigt, daB — besonders bei hohen Energien — die Reichweite der 
Elektronen ohne Angabe der Verteilung ihren Sinn veriiert. 


Herzlich danken méchte ich: Herrn cand. phys. A. HEILMANN fiir 
seine Hilfe bei der numerischen Berechnung und Zeichnung der Figuren 
sowie Herrn Dr. W. ScuuLtz (jetzt A.E.G. Belecke [Méhne]) fiir die 
kurze Zeit unserer sch6nen Zusammenarbeit. 


_ Wiirzburg, Physikalisches Institut der Universitat. 
Bald s 
baal ia? UPA! Gael et) = e RA dt! Ria os ; = 
oe aa With rue a! Qedeagc eat tw a 
eae 2s Ain Ad NERA nee 
mote lis AN ye aie. rises t Tat Se Tey Ue ATE 
; . for, 42 wos, tertabiye a MPs! i <2 1 deere brea spud oy setgt adh si] 
rete selpshos yevilo rege hie sos BUA ay Aa 
ise phere uel eal stop dashing wa et) -agapey 


= Sar een palling crgoRwah ab bru tiszazd 
bs soaguat ae She eo Gal corbcaaat ae, tel, Sraidtsos! olive 


Bia sins seh * p.agiawed x. WL, obra 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 131, S. 376—384 (1952). 


Die Welligkeit der Strahlung 
einer Quecksilberhochdruck-Wechselstromlampe 
im Gebiet der Zehntelmillimeterwellen*. 
Von 
H. SAUFFERER. 


Mit 7 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 29. Oktober 1951.) 


Der zeitliche Verlauf der Ausstrahlung einer mit Wechselstrom (50 Hz) betriebenen 
Quecksilberhochdrucklampe wird mittels eines stroboskopischen Verfahrens im 
Gebiet der Zehntelmillimeterwellen und im Sichtbaren gemessen. Auer gewissen 
Phasenverschiebungen der Ausstrahlung gegeniiber der Leistungsaufnahme der 
Lampe ergibt sich im Gebiet der Zehntelmillimeterwellen eine erhebliche Welligkeit 
(Maximum: Minimum etwa 3:1). Im Sichtbaren ist die Welligkeit, wie bekannt, 
noch gréBer (etwa 7:1). Das Ergebnis wird auf die verschiedene Temperaturabhan- 
gigkeit der Strahlung in beiden Spektralgebieten zuriickgefuhrt. 


Die von RuBENS und v. BAEYER! im Jahre 1911 entdeckte Strahlung 
des Quecksilberhochdruckbogens im Gebiet der Zehntelmillimeterwellen 
ist in neuerer Zeit mehrfach experimentell untersucht worden, haupt- 
sachlich von B. Kocu? und von W. DAHLKE®. Durch die Ergebnisse 
dieser Arbeiten wurden zwar alle friiher ausgesprochenen Vermutungen 4 
tiber die Entstehungsursache der Strahlung widerlegt, aber sie brachten 
keine Aufklarung tiber den Trager der Strahlung und den Emissions- 
vorgang. Da im Hochdruckbogen lokales Temperaturgleichgewicht 
herrscht, und da der Bogen die Strahlung nicht nur emittiert, sondern 
auch absorbiert, ist zu vermuten, daB es sich um Temperaturstrahlung 
handelt. Fiir die Deutung der Strahlung spielt die Art der Abhangigkeit 
der Strahlungsintensitat von der Temperatur eine wesentliche Rolle. 
Untersuchungen von W. DAHLKE® iiber die raumliche Verteilung der 
Strahlungsemission iiber den Querschnitt des Lichtbogens lassen, wie 
weiter unten diskutiert werden wird, einige Schliisse tiber die Temperatur- 
abhangigkeit der Strahlung zu. Genaueres aber ist dariiber nicht be- 
kannt. 


* Auszug aus der Miinchener Dissertation. Vorgetragen auf der Tagung der 
Physikalischen Gesellschaft in Bayern am 24. Juni 1951 in Erlangen. 

1 Rupens, H., u. O. v. BAEYER: Berl. Ber. 1911, 339, 666. 

* Kocu, B.: Ann. Phys. (5) 33, 335 (1938). 

* DawLKeE, W.: Z. Physik 114, 205, 672 (1939); 115, 4 (1940). 

4 Vel. z.B. FRANCK, J., u. W. GROTRIAN: Z. Physik 4, 89 (1921). 

5 DanLxe, W.: Z. Physik 114, 205 (1939). 
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Es ist die Aufgabe der folgenden Untersuchung, den zeitlichen Ver- 
Jauf der Strahlungsintensitat fiir eine mit Wechselstrom betriebene 
Lampe festzustellen, um auch hieraus Schliisse auf die Temperatur- 
abhangigkeit der Strahlung ziehen zu kénnen. AuBerdem muBten die 
Ergebnisse einer solchen Untersuchung auf den zeitlichen Ablauf der 
Emissionsprozesse Licht werfen. Entsprechende Messunger fiir die 
sichtbare Strahlung einer mit Wechselstrom betrieberen Quecksilber- 
hochdrucklampe sind vielfach!, mit besonderer Genauigkeit von J. KERN 
und von F. RéssLEeR? angestellt worden. 

Um die von dem Bogen einer Quecksilberhochdrucklampe im lang- 
welligen Ultrarot emittierte Strahlungsintensitat in ihrem zeitlichen 
Verlauf iiber eine Periode des Wechselstromes von 50 Hz verfolgen zu 
kénnen, schien wegen der unvermeidlichen Tragheit des Ultrarotemp- 
fangers das folgende stroboskopische Verfahren am geeignetsten: Der 
zum Betrieb der Lampe dienende Wechselstrom wird im Laboratorium 
von einem rotierenden Umformer erzeugt. Auf der Achse des Umformers 
sitzt ein ,,rotierender Sektor“‘, der die zur Messung gelangende Strahlung 
synchron mit der Wechselspannung ab- und aufblendet. Das Azimut 
des Sektors gegeniiber der Achse des Umformers laBt sich beliebig ver- 
ander. Auf diese Weise ist es méglich, die Strahlung fiir einen belie- 
-bigen Abschnitt der Wechselstromphase in jeder Periode oder Halb- 
periode auf den Strahlungsempfanger einwirken zu lassen, der bei ge- 
niigender Tragheit durch einen konstanten Ausschlag die je Zeiteinheit 
auffallende Strahlungsmenge anzeigen wird. Wegen der geringen im 
Gebiete der Zehntelmillimeterwellen zur Verfiigung stehenden Strahlungs- 
energie, wiirde es Schwierigkeiten machen, die zeitliche Zerlegung der 
Strahlung mit einer spektralen Feinzerlegung durch ein Beugungsgitter 
zu kombinieren. Es wurde daher die Aussonderung der gewiinschten 


‘Strahlung nur durch Filter vorgenommen. 


Versuchsanordnung. 
Als Strahlungsquelle diente eine Quecksilberhochdrucklampe vom 


Typ HQ 500, die ohne den Glasschutzkolben in horizontaler Lage ge- 


brannt wurde. Das Quarzrohr hat einen Innendurchmesser von 6,5 mm, 
einen AuBendurchmesser von 9,0mm. Der Abstand der Elektroden 
betragt 33mm, der Druck des Quecksilberdampfes etwa 10 at. Die 


_ Lampe wurde unter Vorschaltung eines Stabilisierungswiderstandes von 


152 mittels eines Gleichstrom-Wechselstrom-Umformers betrieben, 


1 Vgl. UyTERHOEVEN, W.: Elektrische Gasentladungslampen, S. 259, 299, 3009. 


Berlin: Springer 1938. — StRaucu, M.: Arch. Elektrotechn. 33, 465, 505, 561 
(1939). ' 


2 Kern, J.: Z. Physik 114, 552 (1939). — Résster, F.: Z. Physik 122, 285 
(1944). 
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der bei eingeschalteter Lampe eine effektive Klemmspannung von 270 V 
erzeugte. Die Stromstirke betrug 0,9 Amp, die Spannung an den Elek- 
troden der Lampe 133 V. 

Der ,,rotierende Sektor‘‘ bestand aus einem Hohlzylinder aus Mes- 
sing, der koaxial an der Welle des Wechselstromumformers angebracht 
war. Seine Achse befand sich in derselben Héhe, wie die Lampe parallel 
zu dieser. Fig. 4 zeigt einen Querschnitt durch den Zylinder a, eine 
feststehende zylindrische Blende } und das Quarzrohr der Lampe c, Der 
Zylinder war am freien Ende offen, so daB Lampe und Blende in ibn 
hereingeschoben werden konnten. Fiir den Zylinderdurchmesser und 
die Breite der in seiner Wandung anzu- 
bringenden rechteckigen Spalte waren fol- 
gende Gesichtspunkte maBgebend: Da der 
Zylinder wahrend einer Wechselstrom- 
phase ezme Umdrehung macht, gibt der 
von einem Spalt itberdeckte Winkelbereich 
unmittelbar die GréBe des Phasenabschnit- 
tes an, fiir den die Strahlung gemessen 

wird. Kleiner Winkelbereich ergibt gute 
Fig. 1. Schnitt durch den rotierenden 5 ee 
Zylinder (a), die Blende (b) und die Wiedergabe des zeitlichen Verlaufs, aber 
He Lampete: auch geringe Intensitaét. Fiir einen vor- 
gegebenen Winkelbereich kann man die 
absolute GréBe des Spaltes vergréBern, indem man den Zylinderdurch- 
messer vergroBert. Dem ist aber eine Grenze gesetzt durch die Schatten- 
wirkung des Zylinders, der sich im Parallelstrahlengang zwischen den 
Hohlspiegeln H, und H, (Fig. 2) befindet. Da die Lampe in bezug auf 
ihre Elektroden véllig symmetrisch gebaut war, konnte zur Intensitats- 
verdopplung von jeder Halbperiode der gleiche Phasenabschnitt heraus- 
geblendet werden. Diese Uberlegungen fithrten dazu, dem Zylinder 
6,3 cm Durchmesser zu geben und ihn mit zwei diametral gegeniiber- 
liegenden Spalten von 15mm Breite und 30 mm Lange zu versehen. 
Jeder Spalt bedeckte dann einen Winkelbereich von 27°. Da der durch 
die Blende 6 ausgeblendete Offnungswinkel der Strahlung auf der 
Zylinderwandung, von der Achse aus gesehen, einen Bereich von 15° 
bedeckte, ergibt sich fiir eine urspriinglich konstante Strahlungsinten- 
sitat durch die Ausblendung folgender Verlauf: In einem Bereich von 15° 
linearer Anstieg von 0 auf den vollen Betrag, der fiir 12° konstant bleibt, 
dann innerhalb 15° linearer Abfall auf 0. 

Eine Winkelskala erlaubte, daB Azimut des Zylinders gegeniiber 
der Umformerwelle abzulesen. Als Nullpunkt diente dabei diejenige 
Einstellung des Zylinders, bei der der Durchgang der Wechselspannung 
durch 0 mit voll geédffnetem Strahlungsweg zusammenfiel. Diejenige 
Stellung der Umformerwelle, bei der die Wechselspannung durch 0 
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ging, konnte beim Drehen des Liaufers von Hand sehr genau festge- 
stellt werden. 

Als Strahlungsempfanger wurde eine Mottsche Luftthermosaule be- 
nutzt mit einem Widerstand von 18 Q und 15 Elementen, die in einer 
kreisf6rmigen Flache von 1 cm? angeordnet waren. Die Empfangsflache 
der Thermosaule wurde dick beruBt. Zum Schutz gegen Luftdruck- 
schwankungen wurde die Thermosiule in ein luftdichtes Glasgehause 
eingeschlossen, auf das als Fenster eine 2 mm starke kristalline Quarz- 
platte gekittet war. 

Der Thermostrom wurde mit einem 
ZERNIKE-Drehspulgalvanometer von 40Q 
Widerstand gemessen. Der magnetische 
Nebenschlu8 wurde zur Erzielung méglichst 


Rok 8 B a 


Fig. 3. 
Fig. 2. Vertikalschnitt durch die Versuchsanordnung. L Hg-Lampe; S rotierender Zylinder; H,, H, Hohl- 
spiegel; P,, P,, P; Papierfilter; a Schutzkasten; Q Quarzfenster; TS Thermosaule. Langenangaben in cm. 


Fig. 3. Vorrichtung zur Messung der Momentanwerte von Strahlung, Strom und Spannung. W Umformer- 
welle; Sp Spalt fiir Strahlungsaustritt; J Isolationsring; a, b,c, d Biirsten; K’ Kupfereinlagen; 
K Klemmschraube. 


hoher Empfindlichkeit so eingestellt, daB die kritische Dampfung ein 


wenig tiberschritten war. Die Spannungsempfindlichkeit betrug dann 


aX AOse hi ote bei 1m Skalenabstand. Es wurde mit 4m Skalenab- 
m 


stand gearbeitet. 

Die Abbildung des Lichtbogens auf die Thermosdule geschah- mit 
Hilfe zweier parabolischer Hohlspiegel aus Glas H, und H, von 25 cm 
Durchmesser, die vorderseitig mit Aluminium bedampft waren. H, 
hatte 10,5 cm, H, 15 cm Brennweite. 

Die gesamte Anordnung ist aus der schematischen Fig. 2 zu ersehen, 
die einen Vertikalschnitt gibt. Die Strahlung der Lampe L wird durch 
den Hohlspiegel H, parallel gemacht. Sie tritt in einen Schutzkasten a 
ein und wird durch den Hohlspiegel. H, auf der Thermosdule TS ver- 
einigt. Als Filter waren drei schwarze Papiere P,, P,, Fj, eine 2mm 
starke Paraffinplatte P, und das oben erwahnte Quarzfenster der Ther- 
mosdule eingeschaltet. Als Strahlungsschirm diente die starke Pappe K, 
die mit Hilfe eines Schnurzuges gehoben und gesenkt werden konnte. | 

Am rotierenden Zylinder war eine Vorrichtung (Fig. 3) zur Messung 


der Momentanwerte von Strom und Spannung der Lampe angebracht. __ 
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Auf den Zylinder war ein verstellbarer Isolationsring I mit zwei Kupfer- 
einlagen K’ aufgezogen. Vier Biirsten schleiften auf dem Isolations- 
ring und wurden paarweise bei jeder Umdrehung durch die Kupfer- 
einlagen momentan leitend verbunden. Hierdurch wurden zwei trage 
Gleichstrominstrumente jeweils fiir einen beliebigen Abschnitt der 
Wechselstromphase eingeschaltet ; das eine wurde an die Elektroden der 
Lampe, das andere an die Enden des induktionsfreien Vorschaltwider- 
standes gelegt, so daB die Ausschlage mit den Momentanwerten von 
Lampenspannung und -strom proportional waren. Durch die Dimen- 


60 sionierung der Kupfereinlagen und der 
/ las Biirsten wurde dafiir gesorgt, daB die 
ze 7 i Instrumente fiir einen Winkelbereich 


von 27° eingeschaltet wurden in Uber- 
einstimmung mit dem DurchlaBbereich 
fiir die Strahlung. 
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Messungen und Mefergebmisse. 
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Strom t und Spannung u 


Der Verlauf der Momentanwerte 
0 30 60 9 ©6120 780 +70° von Strom und Spannung ist zwar fir 
LGA A die wichtigsten Typen von Quecksilber- 


Fig.4. Momentanwerte von Strom 7 und 
Spannung #in der Hg-Lampe in willkiirlichen hochdrucklampen bekannt ; da er aber 


Einheiten wadhrend einer Halbperiode. von den Betriebsbedingungen abhangig 
wx Klemmspannung der Stromquelle; 3 { Za 
uz Ziindspannung. ist, insbesondere auch von der Kihlung 


der Lampe durch Luftkonvektion, wur- 
den die Momentanwerte unter genau denselben Betriebsbedingungen, wie 
sie bei den Strahlungsmessungen herrschten, mittels des oben angegebenen 
Verfahrens gemessen. Die Ergebnisse zeigt Fig. 4, in der der Strom 7 und 
die Lampenspannung w in willkiirlichem MaB als Funktion des Phasen- 
winkelsg fiir eine Halbperiode aufgetragen sind. AuBerdem ist im 
gleichen MaBstab die Klemmspannung uv, also die Spannung an Lampe 
und Vorschaltwiderstand, aufgetragen. Die Spitze von u bei 50° und 
der steile Anstieg von 7 an derselben Stelle entsprechen dem Ziindungs- 
vorgang. Im tibrigen braucht das Diagramm hier nicht naher diskutiert 
zu werden. Fig. 5 zeigt den Verlauf der aus « und 7 berechneten, der 
Lampe zugefiihrten momentanen Leistung. Der Ziindvorgang macht 
sich hier durch einen starken Knick bemerkbar. Die Mitte des leistungs- 
losen Gebietes liegt bei 7°, das Maximum bei 85°. 

Bei den Strahlungsmessungen wurden die Effektivwerte von Lampen- 
strom und -spannung standig kontrolliert. Es zeigten sich auch bei 
konstanter Netzspannung haufig kleine Schwankungen. Offenbar im 
Zusammenhang hiermit ergaben die Strahlungsmessungen im Sichtbaren 
keine vollige Konstanz der Intensitat. Vermutlich waren die Verhalt- 
nisse in der Lampe besonders labil, weil.in ihrer Umgebung durch den 
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rotierenden Zylinder bei fehlendem Schutzkolben eine unregelmaBige 
Luftkonvektion entstand. 
weichenden Werten 
sichtigt. 


Strahlungsmessungen bei wesentlich ab- 
der elektrischen Daten wurden nicht beriick- 

Messungen des zeitlichen Verlaufs der Strahlung wurden sowohl im 
Sichtbaren wie im Ultrarot durchgefiihrt. Die oben erwiihnten in groBer 
Zahl vorliegenden Messungen dieser Art fiir das Sichtbarc hatten nach 
der Art der Lampe und den Betriebsbedingungen verschiedene Ergeb- 
nisse. Um einen Vergleich mit den Ergebnissen der Ultrarotmessungen 
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Fig. 5. Momentanwerte der Lampenleistung wah- Fig. 6. Optische Strahlung der Hg-Lampe (HQ 500) 


rend einer Halbperiode in willkiirlichen Einheiten. in Abhiangigkeit vom Phasenwinkel. 


zu erméglichen, muBten daher Messungen im Sichtbaren unter den hier 
vorliegenden Betriebsbedingungen ausgefiihrt werden. Fiir diese Mes- 
sungen wurden ‘die Papierfilter und die Paraffinplatte entfernt und 
durch eine 4mm starke Glasplatte ersetzt. Wegen der hohen Empfind- 
lichkeit der Empfangseinrichtung muBte die Strahlung erheblich ge- 
schwacht werden. Dies geschah durch Einschalten eines Pappkartons 
mit einer geeigneten Zahl von feinen Léchern in den Parallelstrahlengang. 
In Fig.6 ist der Galvanometerausschlag als Funktion des Phasenwinkels 
aufgetragen. Es*zeigt sich eine starke Modulation der Strahlung; das 
Verhaltnis des Maximums zum Minimum ist 7:1. Das Minimum bei 
20° und das Maximum bei 98° sind je um 13° gegen die entsprechenden 
Punkte der Leistungskurve verschoben. Dies entspricht einem Zeit- 
intervall von 7 x 1074 sec. 

Vor Beginn der Ultrarotmessungen wurde die durch die oben ge- 


nannten Filter ausgesonderte Strahlung mit einer 5 mm starken NaCl-~ 


Platte auf Reinheit gepriift. Es ergab sich eine kurzwellige Verunreini- 
gung von 3 bis 5%, die keine wesentlichen Fehler hervorrufen konnte._ 
Eine 1,7mm starke kristalline Quarzplatte zeigte eine Durchlassig- 
keit von etwa 50%. Hieraus konnte auf Grund der Messungen von 


—— 
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CartwricHt! und B. Kocu® auf eine mittlere Wellenlange der Strah- 
lung von 100 bis 200 geschlossen werden. 

Eine ausreichende Genauigkeit der Ultrarotmessungen war nur bei 
bester Ruhelage des Galvanometers zu erzielen. Da das Galvanometer 
nicht durch besondere Aufhangung oder Aufstellung gegen Erschitte- 
rungen des Gebdudes geschiitzt war, war die Ruhelage in den Tages- 
stunden schlecht. Das System Thermosdule-Galvanometer reagierte 
auch trotz der oben erwahnten SchutzmaSnahmen auf Luftdruck- 
schwankungen. Die endgiiltigen Messungen konnten deshalb nur in 
windstillen Nachten aus- 
gefiihrt werden. Eine lang- 
same Wanderung der Gal- 
vanometerruhelage war 
bei geeignetem Ablesever- 
fahren ohne Einflu8 auf 
die Ergebnisse, da die Gal- 

vanometerempfindlich- 

keit von der Lage des Null- 
punktes unabhangig war, 
wie eine besondere Prii- 
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Strahlungslerstung im Ultrarot 


fung ergab. 
Die oben erwahnten 
3060 ~—« SSCS 980 Schwankungen der Strah- 


Phasenwinkel : eee 
r Lampe 

Fig. 7. UR-Strahlung der Hg-Lampe (HQ 500) in Abhangigkeit lungsintensitat de mp 
vom Phasenwinkel. spielten bei den Ultrarot- 


messungen keine Rolle. 
Eine MeBreihe verlief in der Weise, daB hintereinander das Phasen- 
intervall von 0 bis 180° und dann zur Kontrolle unverdanderter Verhalt- 
nisse nochmals das Intervall noch 0 bis 40° durchgemessen wurde. Bei 
jeder Einstellung des rotierenden Zylinders, also fiir jeden Wert des 
Phasenwinkels, wurden etwa zehn Ausschlage beobachtet. Es wurden 
drei derartige MeBreihen aufgenommen, die gute Ubereinstimmung zeig- 
ten. Eine dieser Reiben ist in Fig. 7 wiedergegeben. Zur Beurteilung der 
MeBgenauigkeit sind die Einzelausschlige eingetragen. Aus der Figur 
ersieht man auch, welche Phasenwinkel eingestellt wurden und wie groB 

die Ausschlage waren. 
Man erkennt, da8 auch im Ultrarot eine kraftige Modulation der 
Strahlung vorhanden ist. Das Verhaltnis zwischen Maximum und Mini- 
mum ist jedoch wesentlich kleiner als im Sichtbaren und betragt etwa 2:4 
(man beachte den unterdriickten Nullpunkt der Ordinate). Hierbei ist 
jedoch zu beriicksichtigen, daB die im Gebiet der Zehntelmillimeter- 


* Cartwricut, C.H.: Z. Physik 90, 480 (1934). 
2 Kocu, B:: 1. ¢ 
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wellen beobachtete Strahlung der Quarzquecksilberlampe, wie schon 
RUuBENS feststellte, zu einem erheblichen Teil nicht vom Lichtbogen, 
sondern von der heiBen Quarzwandung der Lampe ausgeht. Es war in 
der hier vorliegenden Anordnung nicht méglich, das Verhaltnis der 
Quarzstrahlung zur Bogenstrahlung zu messen. Auf Grund von Mes- 
sungen von DAHLKE? ist fiir die hier benutzte Lampe und die angewandte 
Filterung der Anteil der Quarzstrahlung auf etwa 25% zu schitzen. Es 
entsteht die Frage, ob und inwieweit die Temperatur der Quarzwandung 
und damit ihre Ausstrahlung wahrend einer Wechselstromphase schwankt, 
Aus Messungen von J. KERN? weil man, daB etwa 1/; der von der Lampe 
aufgenommenen elektrischen Leistung als Warmeleitungsstrom durch 
die Quarzwandung nach auBen abgefiihrt wird. Selbst die ungiinstigste 
Annahme iiber die Schwankung dieses Warmestroms ergibt auf Grund 
der Lésung des Warmeleitungsproblems Temperaturschwankungen an 
der inneren Oberflache der Wandung von weniger als 1°. Da die Schwan- 
kungen innerhalb der durchschnittlich etwa 875° K heiBen Wandung 
noch kleiner sind, kann die Ausstrahlung des Quarzrohres nicht wesent- 
lich schwanken. Demnach stellen die beobachteten Strahlungsinten- 
sitaten die Summe aus der schwankenden Bogenstrahlung und der kon- 
stanten Quarzstrahlung dar. Die Bogenstrahlung muB also noch starker 
schwanken als die beobachteten Intensitaten; unter der obigen Annahme 
iiber den Anteil der Quarzstrahlung kommt man fiir die Bogenstrahlung 
auf das Verhaltnis Maximum zu Minimum wie 2,9: 1. 

Die Kurve der Fig. 7 zeigt eine noch starkere Verschiebung nach 
gréBeren Phasenwinkeln gegeniiber der Leistungskurve (Fig. 5) als die 
Kurve fiir die sichtbare Strahiung (Fig. 6). Es ergibt sich fiir das Minimum 
eine Verschiebung von 18°, fiir das Maximum eine Verschiebung von 25°. 

Von besonderem Interesse ist der Knick bei 70 bis 80° Phasenwinkel 

_kurz vor dem Maximum, der unter Beriicksichtigung der Verschiebung 
dem Knick bei 50° in der Leistungskurve entspricht. In der Kurve fiir 

. das Sichtbare macht sich eine entsprechende Abweichung vom sinus- 
férmigen Verlauf nicht bemerkbar. 

Die Kurven der Fig. 6 und 7 wurden nach dem bei Spektralaufnahmen 
iiblichen Verfahren auf ,,unendlich schmalen“ Zylinderspalt reduziert. 
Hierdurch traten kleine Vertiefungen der Minima, Erhéhungen der 
Maxima und sehr geringfiigige Verschiebungen auf, die fiir die Ultrarot- 
messungen kaum die Fehlergrenzen iiberschritten. Auf die Wiedergabe 
dieser reduzierten Kurven sei daher verzichtet. 


iti ieee ia ell 


Diskussion der Ergebnisse. te 
-Nach Ergebnissen von J. KERN® schwankt die Temperatur in der ~ 
Achse eines Quecksilberhochdruckbogens bei Betrieb mit Wechselstrom 


1 DauLKE, W.: Z. Physik 114, 205 (1939). 2 Kern, J.: Z. techn. Phys. 
23, 113 (1942). 3 KERN, J.: Z. Physik 114, 552 (1939). 
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von 50 Hz um etwa 1000°. Dieser Temperaturunterschied geniigt, um 
die sichtbare Strahlung des Bogens wahrend des stromlosen Phasen- 
abschnittes fast zum Verléschen zu bringen. Die hier vorliegenden 
Messungen zeigen, daB die Intensitatsschwankungen der Strahlung im 
Gebiet der Zehntelmillimeterwellen wesentlich geringer sind, daB nam- 
lich die Intensitat wahrend des stromlosen Phasenabschnittes noch etwa 
1/, der maximalen Intensitat betragt. Es liegt nahe, diesen Unterschied 
darauf zuriickzufiihren, daB die Intensitaét der langwelligen Strahlung 
weniger stark von der Temperatur abhangt als die der kurzwelligen. 

Diese Folgerung stimmt mindestens qualitativ iiberein mit den Er- 
gebnissen der in der Einleitung erwahnten Messungen von DAHLKE. 
Dieser hat fiir das UV-Normal von Osram die relative Intensitat von 
Strahlenbiindeln gemessen, die in verschiedenen Abstanden an der 
Bogenachse vorbeilaufen, wobei dieser Abstand von 0 bis zum Rohr- 
radius (9 mm) verdndert wurde, und zwar sowohl fiir die Strahlung im 
Gebiet der Zehntelmillimeterwellen, wie fiir die Linienstrahlung im Sicht- 
baren. Er fand fiir die Intensitatsverteilung je eine Glockenkurve, die fiir 
das Ultrarot eine Halbwertsbreite von 11,4.mm, fiir das Sichtbare von 
4,2 mm hatte. Da die Abnahme der Intensitaét mit wachsendem Achsen- 
abstand des Strahlenbiindels auf den Temperaturabfall zwischen Achse 
und Wandung zuriickzufiihren ist, spricht auch dieses Ergebnis fiir eine 
geringere Temperaturabhingigkeit der Strahlung im Gebiet der Zehntel- 
millimeterwellen im Vergleich zum Sichtbaren. Vielleicht hangt mit 
diesem Verhalten der Strahlung auch die hier beobachtete starkere 
Phasenverzogerung der ultraroten Strahlung gegeniiber derjenigen der 
sichtbaren Strahlung zusammen. Im Ultrarot liefern die achsenentfern- 
ten Teile des Bogens einen relativ gréBeren Beitrag zur Gesamtintensitat 
alsim Sichtbaren. Wenn nun der Aufbau des quasistationaren Zustandes 
des Bogens entsprechend dem momentanen elektrischen Spannungs- 
gefalle hauptsachlich von der Bogenachse aus erfolgt, so ware eine star- 
kere Verzégerung fiir das Ultrarot verstandlich. Eine genauere Betrach- 
tung dieser Vorgange miiBte zeigen, ob auf diese Weise Verzégerungs- 
zeiten von der GréBenordnung von 10~4 sec erklart werden kénnen. 

Fir die Stellung des Problems und die weitgehende Férderung der 
Arbeit bin ich Herrn Professor Dr. G. HETTNER zu groBem Dank ver- 
pflichtet. Ebenso danke ich Herrn Professor Dr. G. Joos fiir die liebens- 
wirdige Aufnahme in seinem Institut und das der Arbeit entgegenn 
gebrachte Interesse. 
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Zur Theorie der Emission und Absorption 
von Hochdruckbégen im Gebiet 
der Zehntelmillimeterwellen. 
Von 
G. HETTNER. 


(Eingegangen am 9. November 1951.) 


Nachdem den friiher versuchten Deutungen der Emission des Hg-Hochdruckbogens 
im Gebiet der Zehntelmillimeterwellen durch neuere experimentelle Untersuchungen 
der Boden entzogen wurde, wird im AnschluB an eine Arbeit von UNSOLD, die sich 
mit der kontinuierlichen Strahlung des Bogens im Sichtbaren und Ultraviolett 
beschaftigt, die Emission und Absorption im Gebiet der Zehntelmillimeterwellen 
behandelt und als Bremsstrahlung der Elektronen im Felde der Ionen gedeutet. Die 
Rechnung ergibt gute Ubereinstimmung mit den vorliegenden Messungsergebnissen 
hinsichtlich der absoluten Intensitat der Strahlung und ihrer Wellenlangen- und 
Temperaturabhangigkeit. 


Von H. RuBENs und O. v. BAEYER! wurde im Jahre 1911 eine zwar 
schwache aber fiir Messungen ausreichende Emission des Quecksilber- 
hochdruckbogens im Gebiet der Zehntelmillimeterwellen festgestellt. Da 
die spektrale Intensitatsverteilung zunachst diejenige einer Doppelbande 
zu sein schien, wurden J. FRANCK und W. GrotRIAN? zu der Vermutung 
gefiihrt, daB es sich um eine Rotationsschwingungsbande eines Hg,- 
Molekiils handele. Diesem und anderen* Deutungsversuchen wurde aber 
durch neuere experimentelle Untersuchungen‘ iiber die Emission und 
Absorption von Hochdruckbégen im Gebiet der Zehntelmillimeterwellen 
der Boden entzogen. W.DAHLKE® stellte fest, daB die beobachteten 
Selektivitaten der Strahlung auf dem Wege von der Strahlungsquelle 
zum Empfanger zustande kommen, hauptsdchlich infolge Absorption 
durch den Wasserdampfgehalt der Luft, und da8 kein Grund zu der An- 
nahme besteht, daB die Emission des Bogens von einem nach langeren 
Wellen monoton abfallenden Kontinuum abweicht. Eine wesentliche 
Emission in dem betrachteten Spektralgebiet wurde auch bei einer Zn- 


1 RUBENS, ae u. O. v. BAEYER: Berl. Ber. 1911, 339, 666. — RUBENS, H.: 
Berl. Ber. 1921, : 

2 FRANCK, J., u. W. Grorrian: Z. Physik 4, 89 (1921). 

3 Deutung durch F. A. LINDEMANN, mitgeteilt von RuBENS u. O. v. BAEYER, fe 
Nicuots u. Tear: Astrophys. J.-61, 34 (1926). 

4 Kocn, B.: Ann. Phys. (5) 33, 335 (1938). — DAHLKE, W.: Z. Physik 114, 205 
(1939) I; 114, 672 (1939) II; 115, 1 (1940) III. Diese Arbeiten werden im folgenden _ 


als Dantxe I, II, III zitiert. — SAUFFERER, Bae te i 131, 376 (1952). 
5 DaHLKE II. 
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und einer Cd-Hochdruckentladung!, sowie bei einer X-Hochdruck- 
entladung? festgestellt. Weitere Erfahrungstatsachen tiber die Emis- 
sion und Absorption von Hochdruckbégen in diesem Spektralgebiet 
werden unten im Zusammenhang mit unseren theoretischen Ergebnissen 
zu diskutieren sein. 

Ein Hochdruckbogen stellt ein aus normalen und angeregten neutra- 
len Atomen, aus Ionen und freien Elektronen bestehendes Plasma dar, 
das nahezu als im lokalen thermodynamischen Gleichgewicht befindlich 
angenommen werden kann. Das bedeutet, daB man einem Volumele- 
ment, das noch viele Teilchen enthalt, eine nahezu einheitliche Tempe- 
ratur und das zu dieser Temperatur gehoérende statistische Gleichgewicht 
zuschreiben kann. Dies erleichtert alle theoretischen Uberlegungen sehr. 
Gewisse Abweichungen von diesem Verhalten, fiir deren Vorhandensein 
einige experimentelle Befunde sprechen, werden wir vernachlassigen. 
Da alle experimentellen Ergebnisse tiber die zu betrachtende Strahlung 
ihrer geringen Intensitat wegen sehr ungenau oder tiberhaupt nur qual- 
itativ sind, wird diese Vernachlassigung erlaubt sein. Die Temperatur- 
verteilung in dem betrachteten Bogen werden wir als gegeben ansehen. 


Auch im Sichtbaren und den angrenzenden Spektralgebieten emit- 
tiert ein Hochdruckbogen auBer dem Linienspektrum ein mehr oder 
minder intensives Kontinuum. Dieses Kontinuum ist Gegenstand einer 
Reihe von experimentellen und theoretischen Arbeiten gewesen. A. UN- 
sOLD? fiihrt das Kontinuum des Hg-Hochdruckbogens auf Rekombi- 
nationsstrahlung der ionisierten Atome zuriick und berechnet die unter 
bestimmten Betriebsbedingungen fiir einen Bogen zu erwartende Inten- 
sitatsverteilung und die absolute Intensitat des Kontinuums. Da sich 
unsere Betrachtungen an die Uberlegungen von UNs6ip anschlieBen 
werden, sei der Gedankengang seiner Rechnung, soweit er zum Absorp- 
tionskoeffizienten des Plasmas fiihrt, kurz wiedergegeben. UNsOLD geht 
aus von dem bekannten Wert des Absorptionsquerschnittes eines H- 
Atoms im Grundzustand und in einem beliebigen angeregten Zustand 
fiir eine beliebige Frequenz ». Wegen des statistischen Gleichgewichtes 
ist die relative Zahl der angeregten Atome fiir jede Temperatur gegeben. 
Durch Summation und Integration iiber alle Atomzustinde einschlieB- 
lich derjenigen positiver Energie, laBt sich also der Absorptionsquer- 
schnitt je Atom im Grundzustand gewinnen. UNs6Lp geht nun in sum- 
marischer Weise vom H-Atom zum Hg-Atom iiber, indem er einen Ge- 


wichtsfaktor g = 354 = 4 hinzufiigt, entsprechend den Gewichten der 
angeregten Triplett- und Singulett-Terme im Verhaltnis zum Gewicht 


1 DanLKxeE II, 
2 Unveréffentlichte Versuche von G. u. E. HETTNER. 
8 Unsétp, A.: Ann. Phys. (5) 33, 607 (1938). 
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des Singulettgrundzustands, und die Ionisierungsspannung des H-Atoms 
durch diejenige des Hg-Atoms ersetzt. Auf diese Weise gelangt er zu 
folgender Beziehung fiir den Absorptionsquerschnitt x je Hg-Atom im 
Grundzustand fiir die Schwingungszahl » und die Temperatur T: 


a7 6427 6 ent) |e { 

“a 33 ch k2 T?) ( ) 

Hierin sind e, c, h, k die universellen Konstanten in der iiblichen Bezeich- 

hy he U ; is 5 

nung, ferner 4 = —_— = u, = ——, wo U die I[onisierungsarbeit 
8) aT RAT + eee 6 


bedeutet. 

Im Gebiet der Zehntelmillimeterwellen und bei Temperaturen von 
etwa 6000° K ist «< etwa 0,02. Das bedeutet, daf wir uns im Gebiet 
des Strahlungsgesetzes von RAYLEIGH- JEANS befinden und 

“Pa — os IPR Vo 6 
setzen k6nnen. 

Der Absorptionsquerschnitt x je Atom ist ein MaB fiir die durch die 
Strahlung erzwungenen Ubergiange von einem beliebigen Zustand des 
Atoms zu dem um /y héheren Zustand. Gleichzeitig werden durch die 
Strahlung Ubergange zwischen denselben beiden Zustanden von oben 
nach unten erzwungen (,,negative Einstrahlung“'). Die Haufigkeiten der 
Ubergange in beiden Richtungen verhalten sich wie die Haufigkeiten 
der Anfangszustande, also wegen des lokalen thermodynamischen Gleich- 
gewichts wie 1:e-“. Man erhalt also den effektiven Absorptionsquer- 
schnitt durch Multiplikation mit 1—e~“ ~ #. Multipliziert man noch 


mit der Zahl ~. der Atome je cm? (f = Gasdruck), so erhalt man den 


Absorptionskoeffizienten je cm 


u 


Se OA ne Pee oh 
a(4,T, p) = Na pehe Maney 


Einsetzen der Werte von wu und u, gibt 


E64 TORR aT 
“(AT 0) = an EP OP; 


2 
oder unter Einfiihrung der Feinstrukturkonstanten «p= ane 
U 
8 p-? -aT 
WAT D) oe tee eI 
eet 
= 1,38-10° 25 ¢ FE 2) 
, erg % 
U 
: 2 -=—> grad _ y 
= 1,39 1018 Pat ue, 5 ekegie a 


worin ~,, den Gasdruck in Atmospharen bedeutet. 
26* , 
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Mittels der auf Wellenlangen bezogenen (nicht polarisierten) Inten- 
sitat der Hohlraumstrahlung 
hte a 20kL 
ES) (A, = ce 


MM 
folgt fiir den auf Wellenlangen bezogenen Emissionskoeffizienten 
e(A,T,p)=a(A,T, ppEO,T)  ) 


U 
16 3 P eras 
OC Ore 
3/32 ¥ es (3) 
U 


— 415-1010 Pat , kT 
‘ yo 


e fallt also langsamer mit der Wellenlange ab, als das Emissionsvermégen 
des schwarzen Ko6rpers. 

Wir betrachten nun eine wandstabilisierte Bogenentladung von 
axialer Symmetrie in einem Rohr von inneren Radius R und nehmen 
die Temperatur 7 (s) als Funktion des Achsenabstandes s von s=0 bis 
s=R als gegeben an. Wir berechnen zunachst die Durchlassigkeit 
D(A, ~) und das Absorptionsvermégen A (A, #) des Bogens fiir Strahlen, 
die die Bogenachse senkrecht durchsetzen 


= Fata, T (s), Pp) ds = Fall T (s), p) ds 
D(i,p)=e -* ,  A(p)=1-e + ,- 4) 
worin a durch (2) gegeben ist. 
Die Rechnung wurde fiir das Osram-UV-Normal durchgefiithrt. Fiir 
diese Lampe ist R=0,9 cm, $=1,5 at. Fiir die Temperaturverteilung, 
die nicht genau bekannt ist, wurde gesetzt 


T (s) = 6000° — 5100° (=). 5 (5) 


Dieser Ansatz entspricht dem kiirzlich von F. R6ssLER! angenommenen 
Verlauf. Fiir die Ionisierungsarbeit des Hg-Atoms im Hochdruckplasma 
wurde, ebenso wie von P. Schutz und W. WEIZEL?, ein um 0,7 eV gegen 
den Wert des freien Atoms erniedrigter Betrag, namlich 9,7 eV, ein- 
gesetzt®. — 

Die Integrale wurden numerisch ausgewertet. In der folgenden 


Tabelle 1 sind die Werte des Absorptionsvermégens fiir das Spektral- 


1 Rossier, F.: Z. Naturforschg. 6a, 263 (1951), Abb. 6. 
2 Scuutz, P., u. W. WEIZEL: Z. Physik 122, 697 (1944). 
8 R. Borcnert [Ann. Phys. (6) 7, 321 (1950)] kommt ganz neuerdings auf 


Grund von Messungen von Linienbreiten zu dem Ergebnis, daB die Erniedrigung ~ 


der Ionisierungsarbeit unter den hier vorliegenden Bedingungen wesentlich geringer 
sei; doch streuen seine MeBwerte so stark, daB vorgezogen wurde, den bisher von 
den meisten Autoren angesetzten Wert beizubehalten. - 


a 
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gebiet von 100 bis 200 angegeben, auf das sich alle vorliegenden experi- 
mentellen Untersuchungen im wesentlichen erstrecken. 


Tabelle 1. Osram-UV-Normal: Berechnetes Absorptionsvermégen des Bogens. 


| 
| 


at BOE 100n =| 200n | 300u - -|- 400n8! “| 500 u 
i) vs. 12% | 30% BR lh GRE meectee Lh.o5 % 


Demnach ergibt sich eine kraftige mit wachsender Wellenlange anstei- 
gende Absorption. B. Kocu (l.c.) findet fiir seine durch Filter aus- 
gesonderte Gesamtstrahlung 70%, fiir die Wellenlange 220u 80% und 
fir 310u nahezu 100% Absorption. Beim Vergleich mit den berechneten 
Werten ist zu beriicksichtigen, daB fiir die bei seinen Versuchen be- 
nutzten weitgedffmeten Strahlenbiindel mit Brennpunkt in der Bogen- 
achse die mittlere durchlaufene Schichtdicke wesentlich gréBer ist als 
der in unserer Rechnung angesetzte Rohrdurchmesser. Ferner sind die 
beobachteten Werte wegen der Schwierigkeit der Messung ziemlich un- 
sicher. 

Um auch das Emissionsvermégen des Bogens fiir Richtungen be- 
stimmen zu kénnen, die senkrecht durch die Achse gehen, muB zunachst 
die Durchlassigkeit DF einer Schicht berechnet werden, die von einem 
beliebigen Achsenabstand s=y,7 bis zu s=K reicht, wobei 7 die Werte 
—R bis + R durchlauft 

DE (4,4) = — fat, T (s), p) d (6) 
Das Emissionsvermégen einer Schicht von der Dk drist (A, T (r),p)dr; 
hiervon gelangt der Bruchteil D¥e dy aus dem Bogen heraus, das Emis- 
sionsvermégen des gesamten Bogens ist also 


+R 
=JDE(2,p) (TO, p) dr. (7) 


Auch das hier auftretende Integral muBte numerisch ausgewertet werden. 
In Tabelle 2 sind fiir das UV-Normal die Werte von E, sr das Spektral- 
; gebiet 100 bis 500u in Zeile 2 angegeben. 

Um einen Vergleich mit der Erfahrung zu ermdéglichen, mu8 man 
zunichst beriicksichtigen, da8 die Messungen in einem von Hohlraum- 
strahlung von Zimmertemperatur erfiillten Raum erfolgen und daf der 

- vom Bogen durchgelassene Teil dieser Strahlung sich der Bogenstrahlung 
2 iiberlagert. Die Intensitat E) (A) der Hohlraumstrahlung von Zimmer-_— 
- temperatur (300° K) ist in mee 3 der Tabelle 2 eingetragen. Mit Hilfe 


wurde das Emissionsvermogen E;= FE, + DE‘ von Bogen und Hinter- 
_grund bestimmt (Zeile 4). Von der Ubertemperatur der Quarzwandung 


_ dieser Werte und den nach (4) berechneten Durchlassigkeiten des Bogens _ 
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Tabelle 2. Osvam-UV-Normal: Emissionsvermégen Ep des Bogens. Emitiwerte 
ee = 5 x < E (S) (S) y- 
Strahlungsintensitaét E; und E, und ihve schwarzen Temperaturen T; und T’ mney 
halb und auBerhalb des Rohres. 


CDNA inc Wheat ci.) 200 | 300 | 400 500 
| erg 
Bp (A):10-3 3 Sa ed 124 iB bgaendasO 5,98 
(2) | Bp(A):107° in eaacan huwaDo | 37,3 
3) | ES)(a)-10-8 in — SB le tod | 2,05 ee a eee 
(3) Rey (A) et Onan pr ead Ee 194 | 4 9 | 
Aol Es (Aly 't0 eae pl $0728) ll edt 8S eel 6,00 
cm* sec | | 
Eyre ay anPK eames | 950 | 2550 | 3730 | 4360 | 4530 
(6)'| Doig 206k See SIRE Sees | 0,44 | 0,45 | 0,69 OF74 5) 10575 
ergo | | | 
-10°3 i 268 | O7F | a7s08 Ae 1G] eee OO 
(7) | Ba(A)- 10°? in | | a | 
(SAT at Reo oss. 392 1300 | 2660 | 3310 | 3480 


und der hierdurch verursachten sog. ,,Quarzstrahlung“ wird bei dieser 
Betrachtung also abgesehen, was den Vergleich mit der Erfahrung er- 
leichtert, weil bei den vorliegenden Strahlungsmessungen die Quarz- 
strahlung gesondert bestimmt und von der Gesamtstrahlung in Abzug _ 
gebracht werden konnte. Ist E%)(A,T) die Intensitat der Hohlraum- 
strahlung, so ist durch die Beziehung 


(A, T®) =E (A) (8) 


die schwarze Temperatur TS) der Strahlung von der Intensitat E (A) 
fiir jede Wellenlange A bestimmt. Setzt man hier fiir E (A) unsere Werte 
von £;(A) ein, so erhalt man die schwarze Temperatur T/*) der aus 
dem Bogen austretenden Strahlung im Innern des Rohres, also ohne 
Beriicksichtigung der Wandverluste. Zeile 5 der Tabelle 2 gibt diese 
Werte. Die Durchlassigkeit Do, der 1mm starken Quarzwand laBt sich 
aus den Messungen von C. H. CartwricHt! und von B. Kocu (1. c.) 
entnehmen und ist in der 6. Zeile eingetragen. Mittels der Werte von Dou 
wurde aus F(A) das Emissionsvermégen der Lampe FE, (A) im AuBenraum — 
(Zeile 7) und schlieBlich nach (8) die zu E,(A4) gehdrenden schwarzen 
Temperaturen 7‘) (Zeile 8) berechnet. 

Ein uaa telbares quantitativer Vergleich der abechuten Werte von 
E, (A) mit der Erfahrung ist nicht méglich, weil die von der Lampe aus- 
gehende Strahlung in den benutzten Versuchsanordnungen auf dem 
Wege zum Strahlungsempfanger durch mehrere Filter, durch das zur 
spektralen Zerlegung dienende Gitter und durch den in der Zimmerluft 
enthaltenen Wasserdampf in unbekannter Weise geschwacht wird. Man 
sieht aber z.B., daB das Emissionsvermégen E, in der Gegend von 100 u 


* Cartwricut, C. H.; Z. Physik 90, 480 (1934). 
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die Zimmertemperaturstrahlung ES) nur um etwa 30% iibertrifft. Da- 
mit wird das Ergebnis von DaHnLKE!, daB die Bogenstrahlung in der 
Gegend von 100 neben der Strahlung des heiBen Quarzrohrs iiberhaupt 
nicht mehr nachweisbar ist, richtig wiedergegeben. Bei den lingeren 
Wellen erreicht dagegen die berechnete Strahlungsintensitat das 4- bis 
12fache der Zimmertemperaturstrahlung. 

Fir den quantitativen Vergleich mit den experimentellen Ergeb- 
nissen verwendet man besser die inneren oder duBeren schwarzen Tem- 
peraturen (Zeilen 5 und 8, Tabelle 2). Die Angaben von Kocu (I. c.) 
und von DAHLKE®, die sich auf etwa 200 bis 300 u Wellenlange beziehen, 
sind allerdings ziemlich unsicher und schwanken fiir T/*) zwischen 2500 
und 4000°. Immerhin werden also auch in dieser Beziehung die theo- 
retischen Ergebnisse, soweit mdglich, bestatigt. 

Es wurden die Werte des Emissionsvermégens und der schwarzen 
Temperaturen auch fiir den Hg-Bogen einer Lampe vom Typ HQ 500 
berechnet. Es wurde gesetzt: = 10at, R= 0,325cm. Wegen un- 
genauer Kenntnis der Temperaturverteilung wurde die Rechnung fiir 
die Achsentemperaturen 7000 und 6500° durchgefiihrt und wieder eine 
parabolische Temperaturverteilung angenommen; die Wandtemperatur, 
deren Wert geringen EinfluB hat, wurde gleich 1000° K gesetzt. Die 
berechneten Werte der Strahlungsintensitaten £; und der schwarzen 
Temperaturen T;°) sind in Tabelle 3 angegeben. 


Tabelle 3. Lampentyp HQ 500: Emiuttierte Strahlungsintensitat E; und schwarze 
Temperatur T;° fiir eine Achsentemperatur von a) 6500°, b) 7000°. 


Bathe Shoe eke, Satire $F 100 200 300 400 500 
’. | E,(a)-10-% in - = 3430 244 40,0 41,2 4,25 
A)ivhete m2? sec 

Pa) Ap iat OB a ess hi 4150 4720 3920 3470 3210. - 

| E,(A)-102 3 31 202 33; 9,5 3,58 
b) Ei) 10°, in ree 7 4310 337 . 

S742) Lin) Hep sit | 5240 3910 3300 2940 2710 


Man erkennt aus den Tabellenwerten, daB die schwarzen Temperaturen 
infolge des héheren Druckes und der héheren Achsentemperatur schon 
bei kiirzeren Wellenlangen Werte von der GréBenordnung der Bogen- 
temperatur erreichen. 7;‘) (A) durchlauft ein Maximum, das fiir 6500° 
Achsentemperatur bei 200 uw, fiir 7000° bei einer Wellenlange <100p_ 
liegt. Bei hinreichend langen Wellen nimmt T; ) mit wachsender Wellen- 
lange ab. Dies erscheint zunachst iiberraschend, weil ja nach (3) der 


1 DauntkeE II. 
2 DaHLKE III, S.6 und 7. 
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Emissionskoeffizient des Plasmas mit der Wellenlange langsamer abfallt 
als das Emissionsvermégen des schwarzen Kérpers. Die Abnahme von 
T® erklart sich daraus, daB nach (2) der Absorptionskoeffizient mit 
proportional ist und daher das Absorptionsvermégen des Plasmas bei den 
langeren Wellen so groB wird, daB die von achsennahen Volumelementen 
emittierte Strahlung nur zu einem geringen Teil nach auBen gelangt. 
Die aus dem Bogen austretende Strahlung stammt also im wesentlichen 
aus achsenfernen kalteren Schichten. 

Diese Selbstabsorption vermag auch die Erfahrungen tiber das Emis- 
sionsvermégen von Hg-Hoch- und Héchstdrucklampen verschiedener 
Drucke und verschiedener Belastung zu erkliren. Welches Emissions- 
vermogen fiir Bégen mit verschiedenem Druck auf Grund unserer Be- 
trachtung zu erwarten ist, ttbersieht man am besten, wenn man das Pro- 
blem zunachst folgendermaBen vereinfacht. Wir betrachten einander 
»ahnliche‘‘ wandstabilisierte Entladungen, d.h. Entladungen bei denen 
der Temperaturverlauf von der Achse bis zur Wandung durch dieselbe 
Funktion T (7/R) des Verhaltnisses 7/R von Achsenabstand y zu Rohr- 
radius R wiedergegeben wird. Man erkennt dann leicht aus den For- 
meln (2), (3), (6) und (7), daB fiir solche Bogen die GroBen A, D, A*E und 
folglich T;S) nur von der GréBe fA?R abhangig sind. Hieraus lassen 
sich verschiedene ,,Verschiebungsgesetze“ ableiten. Zum Beispiel muB 
das Maximum von T;* in bezug auf A, das sich aus Tabelle 3 fiir konstan- 
tes £R ergab, ein Maximum auch in bezug auf #/? RK sein. Das Maximum 
muB sich also bei wachsendem #R nach kiirzeren Wellen verschieben. 
Fiir das UV-Normal (Tabelle 2) liegt es noch auBerhalb des betrachteten 
Spektralgebietes bei langeren Wellen. Bei konstantem 2 muB T“) mit 
wachsendem #R zunachst wachsen und dann wieder abnehmen. Diese 
Aussage entspricht genau dem experimentellen Befund von DAHLKE?. 
Seine Fig. 1 gibt das Emissionsvermégen bei einer mittleren Wellenlange 
von etwa 300u als Funktion des Druckes # und zeigt ein Maximum in 
der Gegend von einigen Atmospharen. Die beiden bei den héchsten 
Drucken liegenden MeB8punkte entsprechen zwar Entladungen von ab- 
weichenden Werten des Durchmessers, doch spielen diese Unterschiede 
im Vergleich zu der starken Variation des Druckes, der iiber drei Zehner- 
potenzen durchlauft, keine wesentliche Rolle. Nun sind allerdings die 
betrachteten Entladungen nicht genau einander ahnlich in dem oben 
definierten Sinne, doch sind die Unterschiede der Achsentemperaturen 
nicht sehr groB und werden namentlich deshalb den Gang des Emissions- 
vermogens mit dem Druck wenigstens qualitativ nicht abandern, weil 
ja die hoheren Temperaturen nur bei héheren Drucken auftreten und 
bei diesen die Emission fast allein aus den duBeren kalteren Schichten 
stammt. 


1 Dan xe I, Fig. 4. 
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Auch das Verhalten von Bégen von sehr verschiedenen Drucken 
wird also durch unsere Auffassung von der Strahlung richtig wieder- 
gegeben. Die Erfahrungstatsache, daB Bégen von 1 bis 10 at am giin- 
stigsten sind und Héchstdrucklampen mindestens keinen Vorteil brin- 
gen, wird durch die starke Selbstabsorption erklirt. 

Eine weitere Priifung unserer Ergebnisse kann an Welligkeitsmes- 
sungen erfolgen, die kiirzlich von H. SAUFFERER (l.c.) an einer mit 
Wechselstrom betriebenen Hg-Hochdrucklampe vom Typ HQ 500 ausge- 
fihrt wurden. Fiir die mit Filtern ausgesonderte Strahlung, deren mittlere 
Wellenlange zwischen 100 und 200 u lag, ergab sich fiir das Verhaltnis der 
maximalen zur minimalen Intensitat ein Wert von etwa 3:1. Nach Er- 
gebnissen von KERN! kann man annehmen, da8 die Achsentemperatur 
des Bogens wahrend jeder Halbperiode um etwa 1000° schwankt, d.h. 


Tynax — Tin = 1000°. Das Verhialtnis E Umax) = Ea das mit dem beobach- 
E ( Tin) — 1A S) 


teten Intensitatsverhaltnis zu vergleichen ist, nimmt in dem hier zu 
betrachtenden Bereich ziemlich stark sowohl mit steigender Temperatur, 
wie mit steigender Wellenlange ab. Fiir A= 150 yp und fiir T,,,, = 6500°, 
also T,in = 5500° ergibt die Rechnung den Wert 7,8, fiir T.,,, = 7000°, 
also T,,;, = 6000° den Wert 1,7, fiir A = 200 p entsprechend die Werte 4,3 
und 0,95. Der beobachtete Wert wird also tatsachlich innerhalb des 
Bereiches dieser Temperaturen und Wellenlangen durchlaufen. 

Wenn man fragt, welche Vorgange im Plasma im wesentlichen zur 
Absorption und Emission der Zehntelmillimeterwellen fiihren, so muB 
man die Berechnung des Absorptionsquerschnittes x ins Auge fassen, 
deren Ergebnis durch (1) wiedergegeben wird. x wird dargestellt als eine 
Summe oder ein Integral iiber alle diejenigen Absorptionsprozesse, die 
von einem Eigenwert des diskreten oder kontinuierlichen Eigenwert- 
spektrums des Atoms zu einem um /y hoheren Eigenwert des kontinu- 
ierlichen Spektrums fiihren, mindestens also bis zur Ionisierungsgrenze. 


Da fiir das betrachtete Spektralgebiet u = ae <1 ist, spielen diskrete 


Eigenwerte als Ausgangsniveaus keine wesentliche Rolle im Vergleich 


zu den Ubergangen innerhalb des kontinuierlichen Eigenwertspektrums. 


Vom klassischen Standpunkt kann man also die Absorptions- und Emis- 


_ sionsprozesse als Energieaustausch der freien Elektronen mit dem Strah- 
-lungsfeld im Felde der positiven Ionen beschreiben. Die Emission ist 


demnach als Bremsspektrum, die Absorption als Beschleunigungsspek- 
trum aufzufassen. 

Neuere experimentelle Untersuchungen 2 haben wahrscheinlich ge-__ 
macht, daB das im Sichtbaren und den angrenzenden Spektralgebieten 


1 Kern, J.: Z. Physik 114, 552-(1939). 
2 Busz, G., u. P. Scuurz: Ann. Phys. (6) 6, 232 (1949). — Borcuert, R.: Ann. 


Phys. (6) 7, 332 (1950). 
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beobachtete Kontinuum nicht nur durch Atomrekombination, sondern 
daneben auch durch Molekiilstrahlung erzeugt wird. Eine entsprechende ~ 
Entstehung der Emission im Gebiet der Zehntelmillimeterwellen durch 
kurzlebige Molekiile, sog. StoBmolekiile, ist kiirzlich von F. ROESSLER? 
vermutet worden. Es soll nicht bestritten werden, daB auch derartige 
Prozesse zur Emission und Absorption beitragen kénnen. Aber nach 
den Ergebnissen unserer Betrachtungen kann der Hauptteil der Emission 
und Absorption im Gebiet der Zehntelmillimeterwellen durch die Brem- 4 
sung und Beschleunigung der freien Elektronen erklart werden. 

In Diskussionen iiber die Ursache der hier betrachteten Strahlung a 
hat schon vor langerer Zeit mein damaliger Assistent Dr. habil. G. E1cu- | 
HORN die Vermutung nice daB es sich um ein seksi F 
handeln kénne. . 


Miinchen, Technische Hochschule, Institut fiir Theoretische Physik. 
“1 Romserek, ree eae ang der Physiker-Taguag i in Bad Nauheim, Oktober 
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Abbildungsfehler im Massenspektrometer 
infolge von Raumladung und Magnetfeldsiittigung. 
Von 
E. W. BECKER und W. WatcueEr, Marburg a.d. Lahn. 

Mit 9 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 12. November 1951.) 


In einem 60°-Massenspektrometer mit magnetischer Richtungsfokussierung werden 
folgende Effekte experimentell untersucht: 1. Der Einflu8 der Raumladung auf die 
Lage des Spaltbildes und auf den Me8wert des Mischungsverhiltnisses: Bei einem 
Auffangerstrom von 10~§ Amp ergeben sich Spaltbildverschiebungen in der GréBen- 
ordnung einiger Millimeter und Fehler im Mischungsverhiltnis verschieden haufiger 
Komponenten von etwa 10%. 2. Der Einflu8B der Magnetfeldsattigung auf die 
Abbildungseigenschaften des Sektorfeldes: Er fiihrt bei groBen Massen zu einer 
Massenabhangigkeit der Abbildungsscharfe und damit ebenfalls zu Fehlern im 
Mischungsverhaltnis. Es werden Methoden zur Beseitigung der Fehler angegeben. 
In einem Anhang werden Formeln abgeleitet, mit denen sich die Raumladungs- 
einfliisse unter Beriicksichtigung der komplizierten geometrischen Verh4ltnisse in 
den Tragerbiindeln des Massenspektrometers abschatzen lassen. Das Ergebnis der 
Rechnung steht in gr6BenordnungsmaBbiger Ubereinstimmung mit den experimentell 
beobachteten Effekten. 


Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit zwei Erscheinungen, die 
im Massenspektrometer (MSp) fiir analytische Zwecke unter extremen 
Bedingungen auftreten und vor allem zu Fehlern bei der Bestimmung 
von Isotopenmischungsverhdltnissen fiithren kénnen. Es handelt sich 
einmal um den Einflu8 der Raumladung (RL), der merklich wird, wenn 
man die Ionenstromstarke zur Steigerung der Nachweisempfindlichkeit 
seltener Isotope ungewéhnlich erhéht, zum anderen um die Wirkung der 
Sattigungserscheinungen im Magneteisen bei der Untersuchung beson- 
ders schwerer Elemente oder Elementverbindungen. Die beiden ihrer 
Natur nach so verschiedenen Effekte werden hier zusammen. behandelt, 
weil sie sich mit der gleichen experimentellen Methodik untersuchen 
lassen und in der MeBtechnik zu ahnlichen Stérungen fiihren. 


1. Uberblick. 


Einen grundsatzlichen Uberblick iiber die uns interessierenden Vor- 
gange im MSp gewinnt man durch Betrachtung von Fig. 1. Dort ist 
der Strahlengang in dem von uns verwendeten MSp [7] (magnetisches 
60°-Sektorfeld) aufgezeichnet. 


Das von der Ionenquelle Q kommende monokinetische Ionenbiindel, bestehend 
aus den Massen m, und m,<_m,, wird durch den Objektspalt S,; und den Apertur-. 
spalt S, in seiner Offnung begrenzt und durch das sektorférmige Magnetfeld B 
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in seine Komponenten zerlegt,;,wobei S, durch die beiden Teilbiindel an den Stellen 
M, bzw. M, der ,,Bildebene‘‘ E— E abgebildet wird. Ein in dieser Ebene liegender 
Auffangerspalt S, (Spaltebene senkrecht zur Biindelachse) bewirkt, da’ jeweils 


B) Polschuhrand 
/afeKn ve Feldbegrenzung 


a 2 
\ a 3 i y ss 
g 
S;(03*80) 
Spektrometerkammer 
b ZZ Z 
Probeauftanger 33 paee HEE 20 140 
SS 


Fig.1a u. b. Spektrometerkammer mit Spaltsystem und eingezeichneten Jonenbiindeln *#°A und *°A, 
a Grundri8 (X — Y-Ebene) ; b Seitenansicht (X —Z-Ebene, gebogener Teil gestreckt gezeichnet). MaBe in mm, 


nur eine der Komponenten mit dem an den Farapay-Kafig F angeschlossenen 
Rohrenelektrometer gemessen wird. Das gesuchte Mischungsverhaltnis V? ergibt 
sich dadurch, da8 man die beiden Jonenbiindel durch Variation der Magnetfeld- 

starke nacheinander iiber den Auffangerspalt 


tSx fiihrt und die gemessenen Ionenstromstarken 
Se ins Verhiltnis setzt. 


Macht man in einem solchen MSp 

gute 44 : 
Fokussierung den Auffangerspalt zur Steigerung des 
(scharfe Aboilaung) Auflésungsvermégens so schmal, daB 
von der Stromverteilung in der Auf- 
ee echie fangerspaltebene nur ein Bruchteil er- 
\ Gott faBt wird (vgl. Fig. 2), so entstehen 
. die eingangs erwahnten Fehler und 


Aut Ringer ae (in “A zwar auf folgende Weise: 
a pews, 1. Die Bildweite PM, (Fig.1) ist 


ae ik ons ae hee eb ne bei groBen Biindelstré6men von der 
Senne ss Tonenstromstarke abhingig. Wahrend 

sie bei kleinen Stromstarken durch die 

in Fig. 1 dargestellte geometrische Bedingung festgelegt ist (M, liegt 
auf der Verbindungslinie zwischen dem Spalt S, und dem Scheitel X’ 
des ,,effektiven“ Sektorfeldes1), verschiebt sich das Bild M, bei groBen 
Strémen auf Grund der RL-Aufweitung des Biindels vom Feldrand weg 


(vgl. Anhang). Diese Verschiebung ist fiir das Biindel einer haufigen 


1 Das magnetische Streufeld bewirkt eine scheinbare Polschuhverbreiterung, 


die man durch Einfiihren einer ,,effektiven‘ Feldbegrenzung beriicksichtigt (vgl. 
ZeBapelye 
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Komponente gr6Ber als fiir das Biindel einer seltenen Komponente. 
Wegen der daraus resultierenden verschiedenen Abbildungsscharfe der 
beiden Biindel am Ort des Auffingerspaltes ergeben sich die in Fig. 2 
skizzierten Verhaltnisse: Der gegen die Linienbreite relativ enge Spalt 
schneidet verschieden groBe Stromanteile aus den Biindeln heraus; es 
entsteht ein Fehler im Mischungsverhiltnis. 

2. Sobald sich Sattigungserscheinungen im Magneteisen bemerkbar 
machen, dndert sich die Feldverteilung zwischen dem Luftspalt des 
Magneten und seinen Randgebieten durch ,,Herausquellen’ des Streu- 
feldes. Bei Steigerung der Magnetfeldstarke verschiebt sich dadurch 
der Scheitel X& des ,,effektiven‘‘ Sektorfeldes in Fig. 1 nach unten, 
was zu einer VergréBerung der Bildweite fiihrt. Die auf diese Weise 
erzeugte Abbildungsunscharfe kann — in gleicher Weise wie unter 1. 
fiir Komponenten mit groBem Massenunterschied Fehler im Mischungs- 
verhaltnis hervorrufen. 


Im folgenden soll zunachst tiber die experimentelle Untersuchung des 
RL-Fehlers und des Massenfehlers berichtet und die Méglichkeit von 
MaBnahmen zur Vermeidung der Fehler diskutiert werden. In einem 
Anhang wird dann eine rechnerische Abschatzung des RL-Einflusses im 
MSp gegeben und ein Vergleich zwischen Rechnung und Experiment 
durchgefihrt. 

Die Versuche wurden mit dem frither beschriebenen MSp [7] aus- 
gefiihrt, bei dem der Magnet auf einer Rollbahn langs der Symmetrie- 
linie des Sektorwinkels verschoben und sein Abstand # gegen einen festen 
Punkt (vgl. Fig. 1) auf + 0,1 mm genau gemessen werden konnte. Die 
verwendeten Spalt- und Kammerdimensionen sowie die Strahlgeometrie 
gehen aus Fig. 1 hervor. Mit einem unmittelbar hinter dem Apertur- 
spalt S, eingefiihrten Probeauffanger wurde festgestellt, daB fiir ein 
massenhomogenes Biindel das Verhaltnis der aus S, und dem Auffanger- 
spalt S; austretenden Stréme innerhalb der Fehlergrenze dem durch die 
Geometrie der Anordnung bedingten Wert 17,5 entsprach. Eine wesent- 
liche Beeinflussung des Strahls durch Gasreste in der Spektrometer- 
kammer lag also nicht vor. 


2. Der Raumladungsfehler. 


a) Eine rechnerische Abschatzung (vgl. Anhang) hatte ergeben, daB 
bei den mit einer tiblichen Ionenquelle erreichbaren Biindelstromen sich _ 
RL-Einfliisse im oben skizzierten Sinne sehr wohl bemerkbar machen 
miissen. Daher wurde als erstes versucht, die Vergréferung der Bildweite 
durch RL zu messen. Zu diesem Zweck wurde fiir das Argonisotop der — 
Masse 40 die Linienbreite (Biindelbreite) in Abhangigkeit von der Magnet- 
stellung (p) bei verschiedenen Ionenstromstérken bestimmt. Als Ma 
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fiir die Linienbreite galt diejenige Anderung A U, der Beschleunigungs- 
spannung U,= 1350 V, welche die ,,Linie vom ,linken“ 1/,-Wert bis 

zum ,,rechten‘‘ 1/;-Wert verschob?. 
ne Ergebnis dieser Messungen ist in Fig. 3a dargestellt. Fur jede 
Biindelstromstarke ergibt sich eine parabelahnliche Kurve. Das Mini- 
mum dieser ,,Biindelbreitenkurve‘‘ kennzeichnet diejenige Stelle des 
Biindels, welche in Analogie 


ie | nas zur Optik als ,,Spaltbidd“ zu 
ARS bezeichnen ist. Wahrend die 

y? Lage der Biindelbreitenkurve 

ie Festpunkt fiir Bimdelstr6me unter 4- 


10-1° Amp? innerhalb der Feh- 
lergrenze unabhangig von der 
Biindelstromstarke war, ergab 
sich fiir héhere Stromstarken 


Ate “eine Verschiebung (df) der 
Ue ganzen Kurve nach gréBeren 
p-Werten, verbunden mit einer 

geringfiigigen Verbreiterung 

ok des ,,Bildes’. Die Magnetver- 
schiebung 6 steht in einem 

einfachen geometrischen Zu- 

2 sammenhang mit der Bild- 


037 verschiebung in der Biindel- 
achse Af’, wie man aus Fig. 4 


04354998 b  abliest. Dieser Zusammenhang 


ae ist allerdings in dem MaBe 
0 we ae 0 mm 1% fehlerhaft, wie im Streufeld 
ta accident die Linien gleicher KraftfluB- 


Fig.3au. b, a Biindelbreitenkurven bei verschiedenen 


Biindelstromstarken; b Mischungsverhiltnis in Abhangig- dichte : gekrimmt sind [2] 5 
keit von der Magnetstellung bei kleiner und grofer : : 
Biindelstromstiarke. Aus Fig M 3 a entnimmt man 


fir 2=2-410°° Amp bzw.4 
10°$Amp die Werte 64,=04+0,2mm und 6/,=1,0+0,2 mm, 
woraus Af, =1,6+0,8mm und Af,=4,0+0,8 mm folgt. 


Im Anhang wird gezeigt werden, daB die so gefundenen Werte der Bildverschie- 
bung der GréBenordnung nach mit der Erwartung tibereinstimmen. DaB auch die 
Richtung der Bildverschiebung der Erwartung — namlich einer Vergro®erung — 


1 Elektrische Biindelablenkung wurde nur bei der Ausmessung der Linienbreite 
verwendet; der Ubergang von einer Masse zur anderen Briolete durch Magnetfeld- 
anderung, 

2 Die folgenden Stromangaben beziehen sich stets auf den Auffingerstrom des 
4°A*+ unter der Bedingung Spaltbreite gro8 gegen Linienbreite. Der Strom hinter 
dem Apferturspalt ergibt sich durch Multiplikation mit dem Geometriefaktor 17, 5 
(s. oben), da wesentliche Strombeitrage durch andere Ionen nicht vorlagen. 
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entspricht, folgert man aus der Richtung der Magne stverschiebung: die VergréBerung 
der Bildweite durch die RL muBte durch eine gleich groBe Verkleinerung durch 
Magnetverschiebung (VergréBerung von > in Fig. 1) kompensiert werden. 

b) Der EinfluB der RL auf den MeBwert des Mischungsverhaltnisses 
zweier verschieden haufiger Komponenten konnte ebenfalls am Argon 
nachgewiesen werden. Zu diesem Zweck wurde die relative Haufigkeit 
des **A-Isotops, fiir die in der Literatur ein Wert von 0,335 bis 0,338% 
angegeben wird [3], fiir zwei Biindelstromstarken des Hauptisotops 
(4-107? Amp und 14 - 10-8 Amp) in Abhangigkeit von der Magnetstel- 
lung bestimmt. 

Fig. 3b gibt die Messungen wieder. Wahrend bei 4 - 101° Amp der 
MeBwert des Mischungsverhiltnisses keine merkliche Abhangigkeit von 
der Magnetstellung zeigt (MeB- 


wert 0,335%), findet man bei | &| 
4-10°8 Amp den bei kleiner \ &s j 
Stromstarke gemessenen ,,richti- A oy 


gen’ Wert nur bei einer ganz 
bestimmten Magnetstellung £,,; 
fiir /<,,+ erhalt man einen zu 
groBen, fiir p>, eimen zu 
kleinen Wert. Der Unterschied Fig. 4. Bildverschiebung durch Magnetverschiebung. 
zwischen den Extremwerten be- 
tragt etwa 10% des ,,richtigen‘‘ Wertes. Bemerkenswert ist dabei, daB 
die ,,optimale Magnetstellung“ nicht zwischen den scharfen Bildern, 
sondern auBerhalb liegt. Darauf wird im Anhang noch einzugehen sein. 
Auch dieser Effekt stimmt dem Vorzeichen und der GréBenordnung 
nach mit der theoretischen Erwartung tiberein (s. Anhang). Durch einen 
Kontrollversuch konnte festgestellt werden, daB der sogleich zu be- 
sprechende Massenfehler bei den fiir die Argonisotope erforderlichen 
Magnetfeldstarken sicher keine Rolle spieltt. Eine Verfalschung des 
RL-Fehlers durch den Masseneffekt war hier also nicht zu befiirchten. 


3. Der Massenfehler. 


a) Zum Nachweis des eingangs diskutierten ,,Massenfehlers‘’ muBte 
zunachst wieder gezeigt werden, daB sich der Bildort beim Ubergang 
von kleinen zu groBen KraftfluBdichten in der Strahlrichtung verschiebt. 

Da ein merklicher Effekt erst bei schweren Elementen zu erwarten, war, 
wurden die Biindelbreitenkurven der 198Hg*- und ?°?Hg*-Ionen mit denen 
der 1%Hg**+- und 2Hg*+-Ionen verglichen®. Wegen der geringen 


1 Die Lage der Biindelbreitenkurve von 4°A* stimmte mit der von *°Ne* und 


“Tie innerhalb von + 0,15 mm iiberein. 
2 Die KraftfluBdichte fiir die Abbildung der Hg**-Ionen ist um den Faktor 1 [V2 
kleiner als die fiir die Abbildung der Hg*-Ionen. 


é 
Bg: 
i 
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Dispersion des Sektorfeldes bei groBen Massen wurde als MaB fiir die 
Biindelbreite des Isotops 1*8Hg das Verhaltnis 198 = (Ionenstromstarkeim 
Minimum zwischen !°Hg und 1%Hg)/(Ionenstromstarke im Maximum von 
198H¢) gesetzt, und entsprechend 2& = (Ionenstromstarke im Minimum 
zwischen 2®Hg und ?%Hg)/(Ionen- 
stromstarke im Maximum von Hg) 
definiert. 

Die auf diese Weise durch Ver- 
schieben des Magneten gewonnenen 
Kurven sind in Fig. 5 a wiedergegeben. 
Man bemerkt eine Verschiebung der 
Hg*-Kurven gegeniiber den Hg**- 
Kurven um 2,2+0,2mm zu groBe- 
ren p-Werten, was qualitativ der 
erwarteten Polschuhverbreiterung 
durch das Herausquellen des Streu- 
feldes entspricht. Der bei niedrigen 
KraftfluBdichten (Hg**) auf scharfe 
Abbildung eingestellte Magnet bildet 
also bet hohen KraftfluBdichten (Hg*) 
unscharf ab. Unscharfe Abbildung 
bedeutet aber Verschlechterung des 
Auflésungsvermégens. 

b) Der beobachtete Effekt ist zu 
klein, um bei der relativ geringen 
Anderung der KraftfluBdichte, die 
dem Ubergang von einem Isotop zum 
0 5 70° mm 15 anderen (1°%*H¢* bis 2°He*) entspricht, 

PS lh ad rt schon eine merkliche Anderung des 
re Res eet ieg yeni. Auflsungsvermégens zu bewirken, 
dung; b Mischungsverhaltnis mit einfach und Ein auf solche Weise verursachter 
Sopen anon fons eemeen Def Sicle Fehler im Mischungsverhaltnis"**Hg*/ 

additive Konstante tberein. 202°He* konnte infolgedessen nicht be- 
obachtet werden. Anders liegen aber 
die Verhiltnisse, wenn man die mit einfach und doppelt geladenen Ionen 
gemessenen Mischungsverhiltnisse vergleicht. Wird das MSp nicht fiir 
beide Messungen auf scharfe Abbildung justiert, so tritt beim Ubergang 
von der niedrigen KraftfluBdichte (Hg**), bei der z.B. scharf justiert 
sein soll, zur hohen KraftfluB8dichte (Hg*) durch die Verschlechterung 
des Auslésungsvermégens eine Uberlappung der Isotopenlinien auf; 
daraus resultieren Fehler im MeBwert des Mischungsverhiltnisses. 

Diese Verhaltnisse werden durch Fig.5b illustriert, die den MeBwert 

des Mischungsverhiltnisses V3) fiir Hg** und Hg* in Abhangigkeit von 


{ 
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der Magnetstellung zeigt. Beide Kurven besitzen ein etwa 4 mm breites 
Plateau, das dem richtigen Wert des Mischungsverhiltnisses entspricht 
(0,335; Literaturwert [4]: 0,339). Die Mittelpunkte der Plateaus sind 
jedoch in gleicher Weise wie die Biindelbreitekurven (Fig. 5a) gegenein- 
ander um etwa 2,2mm verschoben. Lediglich in unmittelbarer Um- 
gebung der Magnetstellung = 8,0 mm wird fiir be/de Ionensorten das 
gleiche Mischungsverhaltnis gefunden. An der Stelle =6,0mm, wo 
das mit Hg** erzielte Auflésungsvermégen optimal ist, ergibt sich mit 
Hg* fir das fragliche Mischungsverhiltnis bereits ein Fehler von etwa3 % 


4. Mafnahmen zur Vermeidung der Fehler. 

Der einfachste Weg zur Vermeidung des RL-Fehlers ist die Begren- 
zung des Auffangerstroms auf 107° Amp. Ist man jedoch bei der Be- 
stimmung extremer Mischungsverhialtnisse gezwungen mit hdheren 
Stré6men zu arbeiten, so 1aBt sich der RL-Fehler bei kleinen Massen 
(geringe Anforderung an das Auflésungsvermégen) durch Verwendung 
relativ weiter Auffangerspalte beheben. Erst bei groBen Massen wird 
es erforderlich, die Fokussierung beim Ubergang von der seltenen zur 
haufigen Komponente durch Verschieben des Magneten oder durch Ver- 
drehen des Polschuhrandes [2] zu korrigieren. Dabei diirfte sich vor 
allem die letzte Methode bewdhren, da der entsprechende Mechanismus 
leicht auf elektrischem Weg vom Schaltpult des Spektrometers aus be- 
dient werden kann. 

Der ,,Massenfehler‘‘ wird sich nur in seltenen Fallen durch Verwen- 
dung weiter Spalte ausschalten lassen, da er gerade dann auftritt, wenn 
gréBere Anforderungen an das Auflésungsvermégen gestellt werden. 
Als Abhilfe diirfte neben der Verdrehung des Polschuhrandes eine Ma- 
gnetfeldkorrektur in Frage kommen, die sich z. B. dadurch erreichen 1aBt, 
da8 man die Polschuhrdnder aus einem Material mit kleinerer Sattigungs- 
magnetisierung aufbaut als die Mittelzone, oder da8 man den Polschuh- 
abstand in den Randgebieten kleiner wahlt als in der Mittelzone (,,Mas- 


senachromat*‘). 
Der Notgemeinschaft der Deutschen Wissenschaft danken wir fiir 


- die Uberlassung von Apparaten und Material zum Aufbau des Massen- 


spektrometers, Herrn cand. phys. Beyricu fiir Hilfe bei den Messungen. 


- Die Vakuumschmelze A.-G., Hanau hat uns mehrfach vakuumgeschmol- 


zene Metalle und Einschmelzmetalle iiberlassen, was wir ebenfalls dan- 
kend erwihnen méochten. 


Anhang. 
Rechnerische Abschitzung des Raumladungseinflusses. 


Der Einflu8 der RL auf die Tragerbiindel im MSp ist bereits in speziellen 
Fallen [5], [6] und in allgemeinerer Form [7] Gegenstand’ theoretischer Uber- 


- legungen gewesen. Besonders die letztere Arbeit enthalt alle Formeln, die zu einer 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 131. ' 2M] z 
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Abschatzung der Einfliisse notwendig sind; sie beschrankt sich jedoch auf den Fall, 
daB das Biindel senkrecht zur Zeichenebene der Fig. 1a (z-Richtung) unendlich 
ausgedehnt ist (,,Band‘‘-férmiges Biindel, ebenes Problem). Unter dieser Voraus- 
setzung sollen daher zundchst die in [7] gegebenen Formeln auf unser spezielles 
Problem zugeschnitten werden. Im Anschlu8 daran wird es notwendig sein, an den 
so gewonnenen Formeln Korrekturen anzubringen, welche die Rechteckform des 
Biindels, seine seitliche Divergenz (in z-Richtung) und seine Zusammensetzung aus 
isotopen Ionen beriicksichtigen. 


1. RaumladungseinfluB im ebenen Problem bei homozentrischem Biindel. 


Die diesbeziiglichen Uberlegungen sind alle in [7] durchgefithrt. Wir kénnen 
die Ergebnisse iibernehmen und werden zur Kennzeichnung vor die Formeln dieser 


Fig. 6. Darstellung des RL-Einflusses auf ein unendlich breites Band. Die Einfliisse in den Raumen I, IL 
und III sind getrennt dargestellt. Koordinate z senkrecht zur Zeichenebene. 


mit I zu zitierenden Arbeit durch I gekennzeichnete Nummern setzen. Wegen der 
Bedeutung von Zeichen kann zum Teil auf I verwiesen werden. 

Im Raum I vor dem Sektorfeld (vgl. Fig. 6) werden infolge der RL die geraden 
Bahnen zu Parabeln. Gibt man den Cffnungswinkel des Bandes durch yo; und f 
(in Fig. 6 ist f negativ) vor, so lautet die Gleichung der Randbahn 

4 


y= yor(t ; 4: : ). (1.4) 


Darin ist k die ,,Raumladungskonstante‘‘ 


be. 1. 
= |a22. (I.3) 


Es bedeuten: j, die Stromdichte im Aperturspalt (allgemein im Anfangsquerschnitt 
des untersuchten Biindels, also z.B. in der Eintrittsebene des Magnetfeldes fiir 
Raum IJ, in der Austrittsebene des Magnetfeldes fiir Raum III) ; Ug Beschleuni- 
gungsspannung, Zq, m Ladung und Masse des Tragers, ¢ MaBsystemkonstante. 

In das Magnetfeld tritt also ein homozentrisches Band ein, das von My zu kom- 
men scheint; d.h. durch die RL wird das Objekt um die Strecke A ft=M,—M 
zum Sektorfeld hin verschoben. Man findet aus (I.4) 


Ah=k-f-m(2+i). OES WO Ty 
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Wiirde in IT und III kein RL-EinfluB sich geltend machen, so ergibe sich aus (1) 
eine Bildverschiebung 


Aft (1a) 

wenn T die TiefenvergréBerung ist. 
Im Magnetfeld (Raum II) lauten die Bahngleichungen — wieder unendliche 
Ausdehnung des Bandes senkrecht zur Zeichenebene vorausgesetzt — folgender- 


maBen: 


A 2 , Aw . 
Y= Voir [ a* (1 — cosq) + cos g — j sin p 
I 


; (1.43) 
die einzelnen GréBen dieser Gleichung sind aus Fig. 6 zu entnehmen. Aus (1.13) 
1aBt sich durch einfache Rechnung die Lage des Bildpunktes Mj}, ableiten, der 
entsteht, wenn man die Bahntangenten am Feldaustritt zeichnet!; der RL-Ein- 
flu8 im Magnetfeld liefert auf diese Weise die zusatzliche Bildverschiebung: 


, By ( % Bf 
ateon Be (= 4), 
: 0 \B, oy (2) 
wo 
a, = ka?(1— cos 9), By = cos ® ——- sin ® 
I 
: 1 uh 
¥1= — kasin®, Cras cee ta 
I a 
bedeuten. 


Das aus dem Magnetfeld austretende, nach Mj, konvergierende Biindel erleidet 
wiederum eine RL-Aufweitung; aus Gl. (1.4) findet man die hieraus resultierende 
Bildverschiebung Afjy, zu 


Afin=+$k int. (3) 
Damit erhalt man die gesamte Bildverschiebung: _ 
Af=4f,+ 4in+4fin. (4) 


Die bisherige Rechnung ist fiir ein unendlich breites Band durchgefiihrt. Das 
wirkliche Biindel hat aber eine endliche Breite in z-Richtung, also Rechteckform 
und lauft in z-Richtung allein schon aus geometrischen Griinden auseinander. Fer- 
ner besteht es aus Ionen verschiedener Massen, zumindest aus isotopen Ionen. Alle 

_diese Faktoren machen Korrekturen an den soeben angegebenen Formeln notwen- 
dig, die allerdings nicht den Charakter einer strengen Berechnung haben k6énnen 
und daher das Ergebnis zu einer Abschatzung machen. Sie sollen nacheinander 

_ diskutiert werden. 


2. Beviichsichtigung der Rechteckform des Biindels. 
Die von der RL herriihrende elektrische Feldstarke am Rande eines rechteckigen 
Biindels ist kleiner als die'am Rande eines unendlich breiten Bandes gleicher Strom- 


_ dichte; sie ist von HouTERMANS und RIEWE [8] berechnet worden. 
Bei der Ableitung der Bahngleichungen (1.4) und (1.13) kam es wesentlich auf 


diese Randfeldstarke an; daher kénnen wir ohne groBen Fehler die alte Bahnglei- — : 


chung beibehalten, wenn wir # durch ein egg ersetzen, welches der Verkleinerung 


1 f; ist aa Fig. 6 negativ, vgl. I; & ist fiir die Ebene der linken Feldbegrenzung zu 
berechnen. : 
+ Eine Fokuslinie ergibt sich nur (vgl. Arbeit I), wenn 2kfi<1.- 
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der Randfeldstirke Rechnung'tragt. Zu diesem Zweck fiihren wir einen Feldstarke- 
formfaktor ein durch die Gleichung: K = hegg/k = Feldstarke in der Mitte des 
Bandrandes/Feldstarke am Rande des unendlich breiten Bandes. Dieser Feldstarke- 
formfaktor ist in Fig. 7 als Funktion des Verhaltnisses a = Biindelhéhe/ Biindel- 
‘breite aufgetragen. Die Nebenfigur in Fig. 7 gibt ein spezielles Beispiel. 
AuBerhalb der Symmetrieebene des Biindels (Y— X ; Z— X) weichen Richtung 
und Betrag der Feldstarke in leicht iibersehbarer Weise von den nach Fig. 7 zu be- 
stimmenden Werten ab. Wenn wir daher im folgenden mit den aus Fig. 7 entnom- 
menen Werten rechnen, set- 
zen wir den mittleren RL- 
Einflu8 immer noch etwas 


0 Q2  =O4¥ 06 =—(08 40 12 14 16 18 


durch Objektspalt und 
Aperturblende oder durch 
die Ionenquellenoptik eine 
Aperturin der X-— Z-Ebene. 


" 98 zu groB an. 

<< oberer Mabstab 

x 

S ue 3. Seitliche Apertur des 

& Biinde!s. 

SoH bol ae 
oes Jedes Tragerbiindel in 
s terer (Mabstab einem MSp hat, bedingt 
$ 

: 


0 2 4 6 8 10 72 14 16 8 
Bindelhohe / Bindelbreite oc 


Baped: Cz Auf Grund dieser Apertur 

% Sym = 971 Gy. ; Ke = 971k lauft das Bindel geome- 

a= r ee trisch auseinander, und ent- 
Speziell: a=te > =0386 “ =93k Sprechend diesem Ausein- 
SiS Se eae  i anderlaufen ,,verdinnt 

229 sich die RL, so daB das fiir 


Si sean ohana le ees die Y-Aechtace ctfucanaa 

a = 4. Verglichen wird ein Biindel endlicher Breite mit einem kontinuierlich abnimmt. Zu 

unendlich breiten Band bei gleicher Stromdichte. dem geometrischen kommt 

noch ein zusatzliches, durch 

die RL bedingtes Auseinanderlaufen, das sich mit Hilfe von Gl. (1.4) unter Ein- 
setzung des fiir die z-Richtung giiltigen Reg ebenfalls abschatzen 1aBt. 

Ist die Abnahme von egg langs des Biindels nicht zu groB, so werden wir einen 
tiber die Lange des betrachteten Biindelteils genommenen Mittelwert von eg in 
unsere Rechnung einsetzen kénnen und damit das Auseinanderlaufen in geniigender 
Annaherung beriicksichtigt haben. 


4. Isotope Tonen ‘im Biindel. 


Besteht ein Ionenbiindel aus monokinetischen Tragern verschiedener Masse, 
aber gleicher Anfangsrichtung, so tritt an Stelle von Gl. (1.3) fiir die RL-Konstante 
die Beziehung 


state To 1 Vl 1 
A ra aay Te a (5) 
wo V,' das Mischungsverhiltnis und Vy, Up die Geschwindigkeiten der Massen m,, my — 
darstellen. Ist allerdings eine Tragersorte sehr selten, so wird das RL-Feld, also 
auch die RL-Konstante, nur durch die haufige Tragersorte, also wieder durch Gl. (1.3) 
bestimmt. Bedenken wir, daB fiir die Aufweitung des Biindels die Feldstarke am 
Rande des Biindels verantwortlich ist und daB dieses Feld von beiden Tragersorten 
erzeugt wird, so sehen wir, daB sich die Trager beider Sorten stets im gleichen, ge- 
meinsam erzeugten Potentialfeld bewegen. Sie laufen daher so lange auf gleichen 


: 


: 
. 
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Bahnen und erfahren so lange die gleichen RL-Einfliisse, wie sie nicht durch andere 
Effekte getrennt werden 

Wahrend also im magnetfeldtreie sn Raum keine weitere Betrachtung notwendig 
ist, muB noch iiberlegt werden, was infolge der Trennung der isotopen Biindel im 
Analysatorfeld passiert. Man iibersieht auch hier die Verhaltnisse leicht, wenn man, 
wie in Fig. 8, die Bahnen gerade biegt. Dort wird ein ,,seltenes‘‘ Band (S) von 
einem ,,haufigen‘‘ Band (H) getrennt. Das haufige Band bestimmt die RL-Kon- 
stante & und erfahrt eine dementsprechende Aufweitung; es wird durch S nicht 
beeinfluBt. Wahrend der untere Randstrahl R’’ von S dauernd der vollen Rand- 
feldstarke des Bandes unterliegt, durchlauft der obere R’ verschiedene RL-Felder. 
Er erfahrt bis zum Schnitt mit der Achse 4A Kriifte nach oben, im weiteren Verlauf 
bis zum Austritt aus H in der Ebene T ebenso groBe Krafte nach unten. Zwischen 
der Eintrittsebene ins Magnetfeld und der Ebene T werden sich also die RL-Ein- 
fliisse auf R’ gerade kompensieren, so daB fiir das Biindel S in diesem Gebiet die 
RL-Effekte gerade halb so groB sind, wie diejenigen fiir das Biindel H 1, was durch 


4, hdufiges 
Bindel (H) A 


\ seltenes 
eY7ae/ S 
MOR RY 
cee a Sl Ebene oF 
Magnetteldes Magnetfeldes ie ies 


Fig. 8. RL-Einflu8 auf isotope Ionenbtindel in und hinter dem Analysatorfeld eines MSp. 


einen Faktor 4 an der RL-Konstante k beriicksichtigt werden kann. Im Raum 
hinter T werden beide Randstrahlen R’ und R” in gleicher Weise beeinfluBt, so daB 
nur eine AbstoBung des gesamten Biindels, aber keine RL-Aufweitung — nur diese 
interessiert uns hier — resultiert. 

In dhnlicher Weise lassen sich die RL-Wirkungen abschatzen, wenn das eine 
Isotop nicht selten gegen das andere, oder die Trennung zweier Biindel in einem 
interessierenden Gebiet — z.B. im Analysator — nicht vollstandig ist; in 5. wird 
dazu ein Beispiel behandelt. 

Im MSp wird ein zusammengesetztes Biindel in die isotopen Komponenten zer- 
legt. Vor dem Analysator sind die Komponenten vereinigt; die RL wird also eine 
Bildverschiebung Af; fiir alle Komponenten in gleicher Weise bewirken. Im Ana- 
lysator wirkt auf die seltene Komponente die RL nur teilweise, der zweite Beitrag 
Afi, zur Bildverschiebung wird also fiir das haufige und seltene Biindel verschieden 
sein. Nach der vollstandigen Trennung der Biindel (hinter der Ebene 7) wird das 
seltene Biindel gar nicht mehr beeinflu8t (4f,;;=0), wahrend das haufige den 
-vollen Beitrag Afjy; erhalt. Auf diese Weise ai eene durch die RL die eingangs 
dieser Arbeit genannten Effekte: 

4. Eine Verschiebung der Spaltbilder sowohl des seltenen als des haufigen 
Biindels, 

2. eine Bildweitendifferenz zwischen haufigen und seltenen Isotopen, welche 
zu Fehlern im Mischungsverhaltnis fiihrt. . 

5. Abschitzung des Raumladungseinflusses fiir den speziellen Fall. ie 

Fiir den in Fig. 1 dargestellten speziellen Fall (Strom hinter dem Aperturspalt von 

1,75- 10-7 Amp, d.h. 10-§ Amp hinter dem Auffangerspalt) ergibt sich folgendes: 


1 Vorausgesetzt, daB die RL-Verschiebungen Af von erster Ordnung klein 
sind gegen die /; unter dieser Voraussetzung gelten ja auch nur (1a), (2), (3). 


— 
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4. Fiir die RL-Aufweiturng in der X—Z-Ebene kénnen wir nach Gl. (1.4) die 
zur geometrischen zusatzliche Verbreiterung berechnen: 


wo x = $7 cm die ganze Lange des Biindels hinter dem Aperturspalt und k (Apertur- 
spalt) = 3,15- 1074 cm~® einzusetzen ist. Als Feldstarkeformfaktor setzen wir im 
Mittel den Wert 0,3 und erhalten mit z, = 0,4 cm ein 4z=0,15 cm. Da das Biindel 
auf Grund seiner geometrischen Apertur auf eine halbe Breite von 7 cm auseinander- 


lauft, ist dieser RL-Beitrag fiir die weiteren Rechnungen vernachlassigbar. 
x . . 
2. Im Raum I (vgl. Fig. 1) wird nach Gl. (1) Afj =A -f > % (>. =e i), worin wir 


zu setzen haben: /=10,8cm, #%,=27,2cm, k (Aperturspalt) = 3,15 -10°-4cm™?. 
Der Feldstarkeformfaktor nimmt von 1 auf 0,63 ab, wegen des seitlichen Ausein- 
anderlaufens tritt eine RL-Verdiinnung von 1 auf 0,2 ein, so daB kegg Von 1 auf 0,13 
abnimmt, im Mittel also 0,4 gesetzt werden kann. Dann wird Af;=0,8cm und 
wegen T = 1 

Afy=0,8cm. 


3. Im Raum II haben wir ein mittleres Rey-—0,45 2. Setzen wir D=60°, a=21cm, 
k (Eintritt ins Magnetfeld) = 1,55- 10> cm™? in Gl. (2) ein, so ergibt sich 


Att =10;2 cms 


4. Im Raum III erhalten wir endlich aus Gl. (3) mit & (Austritt aus dem Ma- 
gnetfeld) = 7,5-10°§cm™?, einem mittleren Ae =0,652 und fu = 38 cm 


Afin = 0,13 cm. 


Die gesamte Bildverschiebung wird also 


Af = 3 'cm! 


Diesem rechnerischen Wert steht der experimentell gefundene Wert Aj’ = 
0,4 -+ 0,08 cm gegeniiber; eine bessere Ubereinstimmung ist im Rahmen unserer 
Abschatzung nicht zu erwarten. 

Nach Gl. (1), (2), (3) sind alle Bildverschiebungswerte proportional der Strom- 
starke. Dies gilt auch noch, wenn die Rechnung wesentlich verfeinert wiirde. Dem- 
nach ware zu erwarten, daB 6p,= 5 0p, ist, wahrend experimentell 6p, = 2,5- 0, 
gefunden wurde. 

_ Wenn man jedoch bedenkt, daB die Lage der Bildscharfekurven nur auf +0;4 
bis + 0,15 mm sicher ist, weil nach dem Zuriickschieben des Magneten durch Ver- 
kanten ein.systematischer Fehler dieser Groé8e auftreten kann, so findet man, daB 
die Messung auch in dieser Richtung mit der Erwartung vertriiglich ist. 

Der Fehler im Mischungsverhdltnis. Wollen wir die Differenz der Bildverschie- 
bungen etwa der Isotope 4°A gegen °¢6A finden, so miissen wir die Zerlegung des 
Biindels in die Isotope beriicksichtigen. Fiir das , haufige Biindel‘‘ kénnen wir die 
eben errechneten Werte iibernehmen. Fiir das seltene Biindel wird im Raum I 
der RL-Einflu8 derselbe A tt =1,1cm; in Raum II kommt der obere Randstrahl 
des seltenen Biindels etwa vom Rand des haufigen Biindels bis zur Mitte (vgl. Fig. 8), 
was wir durch einen Faktor } beriicksichtigen kénnen: 4 ftp =0,75-0,2cem = 
0,15 cm. Im Raum III haben wir vom Feldrand bis zur Ebene T einen Faktor 4, 
hinter T den Faktor 0, also im Mittel etwa den Faktor +r einzusetzen, so daB wir 
erhalten Afjyy=0,01cm und Af’ (seltenes Biindel) = 0,96 cm. 
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Die Bildweitendifferenz fiir das haufige und seltene Argonbiindel wiirde also 
demnach unter den obigen Voraussetzungen etwa 


A=0,17cm 


betragen. 

Die Auswirkung dieser Bildweitendifferenz auf den MeBwert des Mischungs- 
verhaltnisses der verschieden haufigen Komponenten iibersieht man an Hand von 
Fig. 9, die den schematisierten Strahlengang in der Umgebung des Auffangerspaltes 
(X— Y-Ebene) mit iibertriebener Apertur zeigt. Wir wollen annehmen, daB die 
Fokussierung des se/tenen Biindels am Ort des Spaltes (Spaltbreite B) optimal sei 
(Spaltbild) und die ,,Linie‘’ Dreieckform mit der FuBbreite b habe. Der engste 
Querschnitt des hdufigen Biindels sei wegen der RL um die Strecke A verschoben. 
Dann entnimmt man aus Fig. 9 fiir die Verbreiterung des haufigen Biindels in der 
Spaltebene den Wert v=A-tgu, wo u der halbe Offnungswinkel des Biindels 
ist. Eine einfache Rechnung ergibt fiir 
den relativen Fehler @ im MeBwert des 


i 


Mischungsverhaltnisses den Ausdruck 


4(6—B) v 
Bs 


Magnetteldseite Aufféngerserte 


phe os 


welcher wegen der starken Verein- 
fachung natiirlich nur eine Abschatzung 
gestattet. Mit den Daten des Experi- 
ments (tg «= 0,033, FuBbreite der Er- 
satzlinieb 1mm, Auffangerspaltbreite 
B=0,5mm) und der berechneten Bild- Fig. 9. Zum Einflu8 der RL auf den MeBwert 


weitedifferenz A—0,17cm findet man _ des Mischungsverhiltnisses. Gestrichelt: Fir die 
Rechnung vereinfachte Linienform (vgl. Fig. 2). 
0 = 7,5". 


Der gleiche Fehler mit umgekehrtem Vorzeichen ist bei Scharfstellung des 
haufigen Biindels zu erwarten, so daB sich zwischen den beiden extremen Méglich- 
keiten ein Unterschied.von insgesamt 15% ergeben sollte, der mit dem experimentell 
gefundenen Unterschied von 10% befriedigend iibereinstimmt. 

Tragt man in einem Diagramm die Bildbreitekurve-fiir das seltene Isotop auf 
und zeichnet dazu die in der Abszissen- wie in der Ordinatenrichtung durch die 
unterschiedliche Raumladungswirkung ein wenig verschobene Kurve des haufigen 
-Isotops, so kann man fiir jede Magnetstellung aus dem Verhaltnis der Ordinaten 
dieser beiden Kurven das Mischungsverh4ltnis finden. Nahert man dabei die Bild- 
breitekuryen durch Parabeln an, so la8t sich Fig.3b annahernd quantitativ dar- 
stellen. 
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Durchrechnungs- und Rekursionsformeln 
fiir die Bildfehlerkoeffizienten beliebiger Ordnung 
bei optischen Systemen aus Kugel- und Planflachen. 


Von 
HetMut Marx, Wetzlar. 
Mit 1 Figur im Text. 
(Eingegangen am 1. Oktober 1951.) 


In einer friiheren Arbeit des Verfassers sind erstmalig Formeln zur Berechnung 
der Bildfehlerkoeffizienten beliebiger Ordnung abgeleitet worden. 
Nach dem Ergebnis der vorliegenden Arbeit kann man die ganze Durchrechnung 
und Rekursion durch wiederholte Anwendung von nur vier einfachen Formeln 
durchfihren. 


Einleitung und Zusammenfassung. 


In einer fritheren Arbeit des Verfassers! sind Formeln zur Berech- 
nung der Bildfehler beliebiger Ordnung abgeleitet worden. Bis dahin 
konnte man bei einem willkiirlichen rotationssymmetrischen System aus 
Kugel- und Planflachen nur die Bildfehler drittey Ordnung nach SEIDEL? 
oder LANGE’, die Bildfehler fiinfter Ordnung nach KOHLSCHUTTER?, 
KorrinGa® oder WACHENDORF® und hoéhere Zonenglieder des Offnungs- 
fehlers nach BENNETT’ berechnen. PETZVAL hatte sich Formeln zur 
Berechnung der Bildfehler svebenter Ordnung abgeleitet, diese aber nicht 
verdffentlicht. — Wie in der fritheren Arbeit! fiihren wir auch im folgen- 
den die Aufgabe, die Bildfehlerkoeffizienten beliebiger Ordnung zu be- 
stimmen, zuriick auf die Aufgabe, bei Potenzreihenentwicklungen die 
Koeffizienten eines Produkts aus den Koeffizienten seiner beiden Fak- 
toren zu bestimmen. Die Zuriickfiihrung der einen Aufgabe- auf die 
andere ist in einfacher Weise moglich, weil man alle Gleichungen, die 
den Verlauf der Strahlen in Systemen aus Kugel- und Planflachen be- 
schreiben, entweder linear oder bilinear oder quadratisch in geeigneten 
Variablen schreiben kann. 

Nach dem Ergebnis der vorliegenden Arbeit kann man die ganze 

Durchrechnung (von Flache zu Fliche) und Rekursion (von Ordnung 


1 Marx, H.: Optik 4, 97 (1948). 

* SEIDEL, L.: Astr. Nachr. 37, 105 (1853); 43, 289 (1856). 

5’ Lance, M.: Z. Instrumentenkde. 31, 307 (1911). 

4 KouHLscHuTrer, A.: Diss. Gottingen 1907. 

5 Korrinea, J.: Physica 8, 477 (1941). 

§ WacHENDoRF, F.: Diss. Braunschweig 1947. 

” Bennett, H.F.: Bur. Stand. J. Res., Wash. 9, 187 (1932). 
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zu Ordnung) durch wiederholte Anwendung von nur vier einfachen For- 
meln durchfiihren: 


wenn €-+ t+ v ungerade ist (e+ e+ v>1) 


| 
él, v . / 
b,’ zu bestimmen aus (1) (Ry Gs? 1) (v=>4) 
| “ar 
el, ¥ ‘ ) ) 
hy}, zu bestimmen aus (2) hy ey — hy = 0," (v>4 


4 D) 


—— 


wenn e-+-7 und u gerade sind (e + 7+ “> 2) 


et, u : | ; 
h,’ zu bestimmen aus (3) (h, hy)* = 0 (v= 0) 


ae zu bestimmen aus (4) jee ee oe (v>1). 


Die Klammer ( )*“ mit den oberen Indizes bezeichnet einen Rechen- 
schritt, der sich mit einer gewdhnlichen Rechenmaschine (Mercedes- 
Euklid z.B.) ohne Zwischenrechnung ausfiihren l4Bt, es ist eine nach 
Caucuy benannte Produktensumme iiber drei Indizes. — Wir brauchen 
weniger Formeln als nach 1, S. 132 (Cosinus-Rechnung und Sinus-Durch- 
rechnung), weil wir mit geeigneten Bezeichnungen die Brechungsformeln 
gleichlautend wie die Ubergangsformeln schreiben, so daB wir fiir eine 
Durchrechnung mit dem halben Formelsatz auskommen. Und wir be- 
kommen einfachere Formeln als bei, weil wir Strahlvariablen wahlen, 
deren Koeffizienten nullter Ordnung gleich den Konstruktionsdaten des 
optischen Systems sind. — Die Ableitung der Formeln wird durch Ein- 
fiihrung eines ,,Vektorskalar‘‘-Kalktils kurz und iibersichtlich. 


In dieser wie in der friiheren Arbeit beschranken wir uns auf Systeme aus Kugel- 
und Planflachen, und auf die monochromatischen Bildfehler beliebiger Ordnung. 
Die Formeln fiir Systeme mit aspharischen Flachen und fiir die Farbfehler beliebiger 
Ordnung werden demnachst in der Zeitschrift ,,Optik‘‘ veréffentlicht werden?. 


§1. Brechungs- und Ubergangsformeln. 

Wir gehen in der vorliegenden Arbeit aus von Brechungs- und Uber- 
gangsformeln fiir einen windschiefen Strahl, die, wie bei1, nicht nach den 
Unbekannten aufgelést sind, sondern als quadratische, bilineare und 
lineare Beziehungen zwischen den Strahlvariablen stehenbleiben. Wir 
verwenden aber andere Strahlvariablen: die kartesischen Koordinaten 


_ der DurchstoBpunkte und die ,,optischen“‘ (ndmlich mit dem Brechungs- 


index multiplizierten) Richtungskosinus der Strahlen. 
Dreiervektoren ee, wir durch Fettdruck. Es bedeuten: 


vr, den Vektor M.D, D,, der vom Mittelpunkt M, der »-ten Kugel-— : 


flache zum DurchstoBpunkt D, des (im allgemeinen windschiefen) 


- Strahls fiihrt; 


1 Marx, H.: l.c. 
2 (Zusatz bei der Korrektur.) 
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y. den Radius der »-ten Kugelflache (7 ist positiv bei einer konvexen 
Kugelflache wie in Fig. 1, negativ bei konkaver Flache) ; 

n,_ bzw. n,., den mit dem Brechungsindex multiplizierten Richtungs- 
welctor des Stratis im Medium vor bzw. hinter der »-ten Flache; 

n,— bzw. n,, den Brechungs- 
index im Medium vor bzw. hinter 
der y-ten Flache; 

e,__ bzw.e,, den Abstandsvek- 


> > 


tor M,_, M,bzw. M, M,.,., zwischen 
den Mittelpunkten zweier benach- 
barter Kugelflachen ; 

i; j; k die drei Achsenrich 
tungen: k ist die Richtung der 
optischen Achse, j ist die meri- 

Fig.1. Zur Bedeutung von 7, 7 und n,, ,. dionale Richtung, 4 ist die sagit- 
tale Richtung. 

Dann lauten die Formeln, die die Brechung an der »-ten Flache be- 
schreiben, die also n,, aus m,_ und r, auszurechnen gestatten: 


[(m,..—m,_) %,] = 0 (5) 
ny =n2, (sign r,n,, =—sign7,7,,). (6) 

Und die Formeln, die den Ubergang von der y-ten Flache zur (v+ 1)-ten 
beschreiben, die also r,,, aus r, und m,, auszurechnen gestatten, lauten: 
Cae eee e,4) n+] = (7) 
Mii=ha, (signn,, r,,,=— sign n,) 7,43). (8) 

Formel (7) besagt, daB der Vektor (r,,,—r,-+e,,), der vom Durch- 
stoBpunkt der »-ten Flache zu dem der (y+ 1)-ten Flache fiihrt, die 
Richtung des Strahls hat, also ||m,, ist. Formel (8) besagt, daB der 
DurchstoBpunkt der (y+ 1)-ten Flache die Entfernung |7,,;| vom Kugel- 
mittelpunkt hat. Die Vorzeichenbeziehung bedeutet, daB der Strahl 
die (y+ 1)-te Kugelflache konvex, d.h. von auBen her trifft, wenn 7,4, 
positiv ist; und daB er sie konkav, d.h. von innen her trifft, wenn 7 
negativ ist (m ist >1). 

Die Formeln (5), (6) stellen das SNELLIUssche Brechungsgesetz fiir 
eine gewohnliche brechende Flache dar, durch die ein Strahl unabgelenkt 
durchgeht, wenn er in Richtung der Flachennormalen einfallt. — Das 
Vorzeichen nach der Vorschrift bei Gl. (6) gilt fiir den gebrochenen 
Strahl; das andere, verbotene Vorzeichen gilt fiir den an der brechenden 
Flache reflektierten Strahl, genauer gesagt fiir einen im Medium hinter 


der Flache gedachten Strahl, aus dem der Reflexstrahl durch Brechung 
hervorgehen wiirde. 


yt+1 
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Wir verallgemeinern nun das Brechungsgesetz, indem wir statt (5), 
(6) setzen: 


[(n,,—n,_ + e,) r,]=0 (9) 
ny, =n, (signr,n,. =—signr, My.). (10) 


Flachen, fiir die das Brechungsgesetz (9), (10) gilt, nennen wir ,,stufen- 
formig". Eine stufenférmige Flache (e, + 0) lenkt einen in Normalen- 
richtung einfallenden Strahl (n,_||r,) im allgemeinen in eine andere 
Richtung, ahnlich wie bei einer FRESNELschen Stufenlinse. 

Mit dieser Verallgemeinerung sehen die Brechungsformeln (9), (10) 


aus wie die Ubergangsformeln (7), (8); und wir brauchen nur noch die 
Bezeichnungea 


=e Sy, T13=7,, =n, 1, (11) 


="7_=N,_, Vy +4 =F ys. = Nya (12) 


Leite 


einzufiihren, um die Brechungsformeln (y ganzzahlig): 


[(t,445— 1-4-2) 7,10, (9a) 
Hip—4, (Signr,1,4;=—sign7,7,,3) (10a) 

gleichlautend zu schreiben wie die Ubergangsformeln (y halbzahlig) : 
[(7,+3 — 4+ @,) 7,]=0 (7a) 
ts Be Pay (S20 F Tyas SIEN FS pas) 4 Oa) 


Die kartesischen Komponenten 4%, y, z von r und £, y, € von m ver- 
wendet schon M. LANGE in seiner Dissertation tiber ,,Vereinfachte For- 
meln fiir die trigonometrische Durchrechnung optischer Systeme“?. Fiir 
Systeme aus Kugelflachen leitet er einen (nach den Unbekannten auf- 
gelisten) Formelsatz ab, bei dem die Brechungsformeln den Ubergangs- 
formeln dhnlich sind. M. Lance treibt aber diese Ahnlichkeit nicht so 
weit, daB der ganze Formelsatz in zwei gleiche Halften zerfallt. 


§2. Der halbe Formelsatz in V ektorskalar-Schreibwerse. 
Wir zerlegen den Dreiervektor r in einen Summanden fh (Zweiervektor) 
senkrecht zur optischen Achse und einen Summanden + Kk: h (h skalar) 
parallel zur optischen Achse: 


1, = h,+kh,, | a 
wenn y ganzzahlig ist, also r, ein Ortsvektor ist; ee 
r, = h, —kh,, | (4 
wenn v halbzahlig ist, also r, eine optische Richtung ist.) ~~ 


1 Lance, M.: Diss. Rostock 1909. Leipzig: J. B. Teubner 1909. 
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Ferner setzen wir 
e,=—ke,, wenn y ganzzahlig ist; (15) 
e,=-+ke,, wenn y halbzahlig ist; (16) 
wegen der Rotationssymmetrie des optischen Systems ist e, |. Vek- 
torielle Multiplikation der Gl. (7a) oder (Qa) mit k ergibt dann: 
(Av 4 — bys) hy + (nay — In—4 + &) ty =, (17) 
und fiir Gl. (8a) oder (10a) kann man schreiben: 
Wiithiy=Gry (sign {hy Nyy — Ay hy 4} = Sign 7744). (18) 
Wir fassen nun den (senkrecht zur optischen Achse liegenden) Zweier- 
vektor # und den Skalar durch ein dazwischen gesetztes Additions- 
zeichen zu einer gemischten GrdéBe zusammen, die wir einen ,,Vektor- 
skalar‘‘ nennen und mit /# bezeichnen: 
hnennen wir den ,,Vektorteil von h; hi nennen wir den ,,Skalarteil‘‘ von h. 
Zwei solche Vektorskalaren f=/-+/ und g=g-+g nennen wir dann 
und nur dann einander gleich: ¥ 
Le (19a) 


wenn sie im Vektorteil und im Skalarteil tibereinstimmen: 
t= ee (49b) 


Finen Vektorskalar S = S + S nennen wir dann und nur dann die Summe 
aus zwei Vektorskalaren A=A+A und B= B+ B: 


S=A+B, (20a) 
wenn 


S=A+B;~ S=A+B (20b) 


ist. Einen-Vektorskalar P= P+ P nennen wir dann und nur dann das 
Produkt aus zwei Vektorskalaren A=A-+A und B=B+B: 


Pail By; (24a) 
wenn ' 


P=AB+AB;- P=AB4AB /(24b) 


ist. (Mit A B ist das skalare Produkt aus A und B gemeint.) Aus (20b) 
folgt fiir die Addition das kommutative Gesetz_ 


A+B=B+A (20c) 
und das assoziative Gesetz 


(Al By Co A(R); (20d) 


— a.) 
: . 
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Aus (21b) folgt fiir die Multiplikation das kommutative Gesetz 


AB=BA, (21¢) 
nicht aber das assoziative Gesetz. 
Aus (20b) und (21b) folgt das distributive Gesetz 
A(B+C)=AB-+AC. (21 d) 


Ist W ein Vektorskalar, dann soll W immer den Vektorteil von W 
und W immer den Skalarteil von W bedeuten. Einen Vektorskalar f, 
dessen Skalarteil f gleich 0 ist, identifizieren wir mit dem Zweiervektor /; 
und einen Vektorskalar g, dessen Vektorteil g gleich 0 ist, identifizieren 
wir mit dem Skalar g. Wir sehen also einen Zweiervektor oder einen 
Skalar als Sonderfall eines Vektorskalars an. 

Jetzt kénnen wir fiir die Brechungs- oder Ubergangsformeln (17), 
(18) schreiben: 


(hy b,) =0, (17a) 
wobei 
b= hy. y— hy} €y (17b) 
ist; und 
AL by 7. (18a) 


Die Vorzeichenbeziehung bei (18) lautet jetzt 
sign (he hw—1— Rw ho—3) = SIG 7 043 


wir beniitzen davon aber fiir spater nur eine Teilaussage, die sich auf den 
mit der optischen Achse zusammenfallenden Strahl (y—0; yi =0; 


== ieht: A > FT : 
Bia Ur bees sign hyh y_1=SIZN 1 y%o_4, 


daher * ss z 
sign “* = sign “° = sign 70) =—1 
w 0 0 
(vgl. Fig. 1). Hieraus und aus Gl. (18a) folgt: 
he=—Tos wenn y=0; yi =0; 44 =0 ist. (18b) 


Wir sind von Vektorformeln zu Vektorskalarformeln tibergegangen, 
weil sich daran die Potenzreihenentwicklungen iibersichtlicher vor- 


nehmen lassen. 


§ 3. Potenzreihendarstellung eines Vektorskalars. 

Die brechenden Flichen des optischen Systems numerieren wir durch 
von 1 bis k. Wir beschreiben einen Strahl durch den ,,Héhen‘‘vektor 
h= hy seines DurchstoBpunktes durch eine nullte, nicht brechende Flache,. 
die Bezugsflache des Dingraums, und durch seine optische »Neigung“ 
h. =h, im Dingraum; oder durch seine optische Neigung h’_ = hy+4 im 
Bildraum und durch den Hohenvektor h’=h,,, seines DurchstoB- 
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punktes durch eine (% + 1)-te, nicht brechende Fliche, die Bezugsflache 
des Bildraums. 

Wir wollen im folgenden um der Ubersicht willen nur den Fall be- 
trachten, daB® die abzubildende Dingflache im Endlichen und die Ein- 
trittspupille im Unendlichen liegt. Dann legen wir die Bezugsflache des 
Dingraums in die Dingflache und haben h = («; ¥; 0) als Dingkoordinaten 
und, = (*,.;4 30) als Eintrittspupillenkoordinaten. Ferner betrachten 
wir nur Strahlen, die durch Dingpunkte mit x=0 gehen, machen also 
die y, z-Ebene zur Meridianebene; wegen der Rotationssymmetrie des 
optischen Systems ist das keine Beschrankung der Allgemeinheit. Fit 
die in das System einfallenden Strahlen haben wir dann die Bestimmungs- 
stiicke 

Vist 1 Ved over Ens (22) 
Alle Zweiervektoren h, denken wir uns in Potenzreihen nach den drei 
GréBen (22) entwickelt: 


ise ce El,Vv € t v 
n= 2d 2d by’ -(y y+ e), (23a) 
(e-+-c-+v ungerade) 


ebenso alle Skalaren h,: 


=e ee) ee oe. ELLV & t Vv 
eee AOD I ‘(y y+ £4); (23 b) 
e+. gerade; 
v gerade) 
dabei ist 
(yy. a) ={j-¥ yh x, wenn e+. ungerade, v gerade ist 
a yxy, wenn ¢+ gerade, _v ungerade ist 
y ye, wenn ¢+ugerade,  v gerade ist 


[ij]: v yy x°., wenn e+. ungerade, v ungerade ist. 


Die Darstellung (23a, b), (24) begriinden wir so: Wir setzen voraus, d.h. 
wir betrachten nur den Fall, daB alle x,, v, (das sind die x- und y-Kom- 
ponenten aller /,) in einem bestimmten Intervall der Variablen (22) als 
Potenzreihen nach diesen Variablen darstellbar sind. Drehung eines 
Strahls (22) um 180° um die optische Achse andert die Vorzeichen der 
drei Variablen (22) und aller anderen x,, y,; also kommen in (23a) nur 
Glieder mit ungerader Ordnung (e+ 4+ v) vor. Spiegelung des Strahls 
(22) an der Meridianebene (y, z-Ebene) dndert nur die Vorzeichen von 
x4 und allen anderen x,; also kommen in der Potenzreihenentwicklung 
fiir x, nur Glieder mit ungerader Potenz v vor, und in der. Potenzreihen- 
entwicklung fiir y, nur Glieder mit gerader Potenz v. Folglich treten 
bei x, nur Glieder mit geradem e+ ¢ und ungeradem », bei y, nur Glieder 


mit ungeradem ¢ + «und geradem v auf. Dasleistet gerade die Darstellung 


(24 


) 
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(23a), (24) von h,=ix,+jy,. Die Darstellung (23b), (24) von h, 
folgt aus (23a), (24) wegen (18) und wegen ij =0. Die Definition (24) 
fir ungerades e+e und ungerades v ist willkiirlich und wegen der Fest- 
setzung as 
h,’ =0O, wenn e+. ungerade, v ungerade ist (23 c) 
ohne EinfluB. 

Durch (23a, b), (24) und (23c) sind die Koeffizienten A*"" fir alle 
Indizes ev, v mit ganzen, nicht negativen Zahlen ¢; 1; v definiert. Wir 
kénnen nun, als Zusammenfassung von (23a) und (23b), fiir den Vektor- 
skalar h, die Potenzreihe 


~ co ow 
h, = a. 2, oe “(y yy X+) (23 d) 


mit eindeutig bestimmten Koeffizienten h/""" schreiben!. 

Im folgenden kommen auBer den h, nur solche Vektorskalaren vor, 
die durch Addition und Multiplikation aus den #, und aus Konstanten 
hervorgegangen sind. Daher kénnen alle vorkommenden Vektorskalaren 
eindeutig in der Form (23d), (24) dargestellt werden, und fiir alle gilt 
eine Gl. (23c). — Aus zwei solchen Vektorskalaren A und B bilden wir 
nun die Summe S=A-4+ B und das Produkt P=A - B, und wir fiihren 
durch Umordnen, Ausmultiplizieren und Koeffizientenvergleich die 
Koeffizienten S**” der Summe und die Koeffizienten P*” des Produkts 
zuriick auf die Koeffizienten A**“ und B*“ der beiden Summanden 
bzw. Faktoren: Es ist 


e=0 1=0 v=0 
=P VY YVAY yeh) ty DY DB’ yy v4) 
e=0 1=0 v=0 e=0 :=0 v=0 
= yi ae 2 igor Be (y’ y's a’.) , 
daher Sev = Ate Bes (25) 
Und es ist 


e=0 i=0 u=0 E=01=0U=0 

oo. Nee GO U:CO)ni00 sm ty ; ee 
Ps ONY EPO NBT. AO™ BEDS (yP yy we) (y's wi) 

E+01=0U=0 e=0i=0u4u= 


1 Der Wert eines bestimmten Koeffizienten he»? wird durch eine einzige Zahl — 
beschrieben, wahrend der Wert eines bestimmten "Vektorskalars h, durch drei Zah- 
len beschrieben wird. 
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Da nach Voraussetzung die Koeffizienten A“ und B?"” die Eigen- 
schaft (23c) haben; und da nach (24) das skalare Produkt (y® y/, a) - 

-(y’y', x.) =0 ist (wegen ij=0), wenn E+J und wu ungerade, U und 
e-+i gerade sind, oder wenn E+TJ und u gerade, U und e+7 ungerade 
sind; verschwinden alle Glieder mit ungeradem ¢-+¢ und zugleich un- 
geradem v (e=E +e; .=1+7; v=U-+u). Nach (24) ist bei den tibrigen 
Gliedern (y” y' x) «(y’y', x.) = (y’y', x.). Dann wird 


oe ee Pp v y t i) 
DD ye SED 
=0 v= 


Seth ( = y > he pa Pes, (t—t) rl ( r eae v ) 

— Yy y i ’ 
- 2 2, 2 i1=0 u=0 ie 
ohne Glieder 


mit zugleich 
ungeradem e+ 
und ungeradem v 


daher 
P*s*—=0, wenn e+. ungerade, v ungerade ist (26a) 
und 
Pere — (A By? : 
i : . (26b) 
wenn nicht zugleich e«+ 4 ungerade, v ungerade ist, 
wobei 


(AB)? = >) > Pi itn (t—1) (v—u) (26c) 
e=0 i=0 u=0 
eine CAUcHYsche Produktensumme iiber drei Indizes ist. 


§ 4. Durchrechnungs- und Rekursionsformeln fiir die Koeffizienten. 


Aus den Brechungs- oder Ubergangsformeln (17a, b), (48a) folgt 
nach §3 unmittelbar: 


wenn €-+t-+v ungerade ist: (e+e+v>1) 
(h, 8,7" = 0 (v4) (27a) 
HAS SoM Robe =4) ——(27b) 


wenn ¢+17 und w gerade sind: (e+7i+u>2) 
(h, Raptis4 3 (v>0) (28a) 
Tay — Bap = Be (v1) (28b) 


und aus (18b), (47b): 


(v= 0) (29a) 
(y= 4) (29b) 
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Die y, sind die Brechungsindizes (y halbzahlig) und die Radien (v ganz- 
zahlig), die a, sind die Flaichenabstinde (» halbzahlig) und die ,,Bre- 
chungsdifferenzen‘‘ (» ganzzahlig). [Der Flachenabstand Ay+,, W ganz- 
zahlig, ist der Abstand zwischen dem w-ten und dem (w + 1)-ten Flachen- 
scheitel. Die Brechungsdifferenz a,, » ganzzahlig, ist im Fall einer 
gewohnlichen, d.h. nicht stufenférmigen Kugel- oder Planfliche Nr. » 
gleich dem Brechungsindex vor der y-ten Flache minus dem Brechungs- 
index hinter der y-ten Flache]. Die °°, °° stellen also die Konstruk- 
tionsdaten des optischen Systems dar. 


Wegen (23c) ist ferner 


wenn e-++7 und w# ungerade sind: (e+2+u>2) 
he” — 0 (v0) (30a) 
b= 0 (v=4) — (30b) 


Bekannt sind, wegen der Potenzreihenentwicklung nach y; y,; %1, 
die zum Dingraum gehorigen Koeffizienten hj” und hj” mit unge- 
radem e+2-+0: 


fio — 4; hye —0; ee 0 (31) 


hy’°=0, wenn ¢+2-+  ungerade 33 ist (31b) 
hy = 0; hy = aoa ie hy = = (32a) 
hi’ =0, wenn e+.c+v ungerade > 3 ist (32b) 


Gesucht sind die zum Bildraum gehorigen Koeffizienten Aj" und hy", 
und zwar beschranken wir uns auf diejenigen, deren Indizes ev, v in dem 
endlichen Intervall 


PX Epes Si osu (33) 
hegen. 

Der Gang der Rechnung ist, wie wir gleich einsehen werden, folgender: 
Ejinerseits fangt man mit der Anwendung der Formeln (27a, b), (28a, b) 
bei den kleinsten Nummern y an und gelangt in $-Schritten bis zur_ 
groéBten Nummer y=k-+1; insofern sind die BE yieli (27a, b), (28a, b) 

,,Durchrechnungs“-Formeln. Andererseits fangt man bei den kleinsten _ 
“Qrdningen‘ w (=e+1+) an und gelangt in 1-Schritten bis zur 
gréBten Ordnung w=2(=E+9+4U); insofern sind die Formeln 
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(27a, b), (28a, b) ,, Rekursions‘‘-Formeln. Bei einer bestimmten Ordnung 
oO=e+t+v (34) 


wendet man die Formeln (27a, b), (28a, b) fiir alle zum Bereich (33), 
(34) gehdrigen Indizes eu, v an, wobei innerhalb dieses Bereiches die 
Reihenfolge der verschiedenen «u,v gleichgiiltig ist. Gleichgtiltig ist — 
auch die Reihenfolge von Durchrechnung und Rekursion; d.h. ob man 
bei konstanter Nummer vy die Rechnung fiir alle zum Bereich (33), (34) 
gehorigen Indizes ev, v durchfiihrt und dann erst zur naéchsten Nummer 
iibergeht; oder ob man bei konstantem Index ev, v die Rechnung fiir 
alle Nummern y (< k+-1) durchfiihrt und dann erst zum nachsten Index 
iibergeht. Wir stellen nun fest, da8 bei Einhaltung der Durchrechnungs- 
reihenfo' ge und der Rekursionsreihenfolge, und bei Einhaltung der 
Reihenfolge: erst 0;"", dann hy; berechnen, wenn ¢-+1-+ v ungerade 
ist; erst h", dann b% oy berechnen, wenn e+ 7 und u gerade sind — daB 
dann in jeder der vier Formeln (27a, b), (28a, b) je eine GréBe steht, 
deren Berechnung erst an der Reihe ist, wenn die Berechnung aller 
tibrigen in derselben Formel stehenden Koeffizienten schon voraus- 
gegangen ist (so daB diese GroBe mit Hilfe dieser Formel berechnet wer- 
den kann): Bei Formel (27a) ist b,”” diese GréBe, bei (27b) ist es hy'., 
bei (28a) ist es Hf“, bei (28b) ist es BS"; so wie bei Gl. (1), (2), (3), (4) 
in der Zusammenfassung angegeben. 

So gelangt man — ausgehend von gemaB (29a, b) und von 
hy’, hy” gemaB (31a, b), (32a, b); und nach Nullsetzen der in (30a, b) 
genannten Koeffizienten — durch wiederholte Anwendung der Formeln 
(1), (2), (3), (4) in der obengenannten Reihenfolge schlieBlich zu den 
gesuchten, zum ev, v-Intervall (33) gehérigen Koeffizienten hy, undh, 5 . 

Die hier mitgeteilten Formeln sind auch anwendbar, wenn 7, = oo ist 
(v ganzzahlig), d.h. wenn die Flache Nr. » eine Planflache ist. 

Wir lassen die (k-++1)-te Flache (das ist die Bezugsflache im Bild- 
raum) mit der Flache zusammenfallen, auf die durch das optische System 
die Dingflache abgebildet wird. Dann sind die Koeffizienten hj',4 mit 
ungeradem ¢e+t+v=o: die ,,Bildfehlerkoeffizienten w-ter Ordnung‘‘ 
(o> 3) und die ,,paraxialen Koeffizienten“ (#1) des optischen Sy- 
stems. Sie beschreiben, als Koeffizienten bei der Potenzreihenentwick- 
lung (23a) von h,,, nach y; y,; x,, die Abhangigkeit der Bildhdhe 
h’ = hy, von der Dinghéhe h = (0; y; 0) und von der dingseitigen Strahl- 
neigung hy =(%13 y4; 0). 


00,0 700,0 
h, , b, 


$da. Die Berechnung von b*” aus (hb) ” = 0. 


Hat man die Zahlenwerte der GréBen h**“ und 6%“ jeweils nach 
ihrer Berechnung tabelliert: 
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Tabelle 1. Tabelle 2. 


H00;0 01,0 7,020 703,0 ... 


10,0 311,0 b12,0 ... 
f.00,3 
$200 p21.0 ss 


$300... 


fyi0.2 


jA%s2 j,00,2 
§00,1 p01,1 702,1 ... 


B10,1 pit eae 
° 20,1 
fy2051 see hs 
fit fi01 
f021 f01,1 7.0051 
00,2 p01,2 tee 
B10:2 see 
f,30;0 
j,21,0 f,20;0 
$90.3 ... 
jpi2,0 fpii.0 j,10,0 
- ++ 93,0 7,02,0 7,01,0 7,000 


so berechnet man 0°" aus (hb)*”=0 in folgender Weise: 

Man denkt sich Tabelle 1 so tiber Tabelle 2 geschoben, daB paar- 
weise diejenigen Koeffizienten h*“ und b*// iibereinanderliegen, deren 
Indizessumme ez, u + EI,U = eU, v ist. 

Dann bildet man das Produkt aus dem 1. Zahlenpaar (h%” 59,9), 
addiert dazu das Produkt aus dem 2. Zahlenpaar, 
addiert dazu das Produkt aus dem 3. Zahlenpaar 
und so fort, bis man jedes tibereinanderliegende Zahlenpaar multipliziert 
und hinzuaddiert hat, auBer dem letzten (h%,° b%”), 

Diesen letzten (Produkt-)Summanden kann man nicht berechnen, 
weil b*” ja die gesuchte Unbekannte ist. Nun soll aber die ganze (CAvU- 
cHysche Produkt-)Summe (hb)*”=0 sein, deshalb dividiert man die 
Summe ohne den letzten Summanden durch —/%,° und erhalt so 0°”. 


§ 5b. Die Berechnung von h*™ aus (hh)*"=0 

erfolgt ganz ahnlich wie in §5a; nur kommt jetzt die Unbekannte h*“ 
im ersten Summanden (h* %,°) und im letzten Summanden (h.° h* “) 
der Summe (hh)**” vor. Deshalb dividiert man die Summe ohne den 
ersten und letzten Summanden durch —2/,° und erhalt so h®”. } 

Wetzlar, Optische Werke Ernst Leitz, Juli 1950 und Januar 1951. 
, (Bei der Technischen Hochschule Aachen am 1 7.Januar 1951 als Habilitations-~ 
_schrift eingereicht.) ; 
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Supraleitung und Widerstand von Zinn 
mit Gitterst6rungen. 


(Mitteilungen zur Supraleitung II.) 
Von 
W. Bucket und R. HILscu. 
Mit 10 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 30. November 1951.) 


Die elektrischen Eigenschaften von Sn-Schichten, die durch ,,abschreckende Kon- 

densation’ auf gekiihlten Unterlagen erzeugt werden, zeigen erheblichen Einflu8 

der Stérungen im Gitter. Sprungtemperatur der Supraleitung und Restwiderstand 

hangen damit definiert zusammen. Kaltbearbeitung bei He-Temperatur von 

kompaktem Zinn ergibt die gleichen Effekte. Die Versuche sprechen fiir eine neue 

Auffassung. Danach ist die Supraleitung mit der Fehlordnung der Metallgitter 
verbunden. 


$1. Einleitung. 


Mit dieser Mitteilung soll die Verdffentlichung einer Reihe von Er- 
gebnissen beginnen, die bisher nur in. kurzen Ausziigen in Tagungen 
bekanntgegeben werden konntent. Sie bringen einen Beitrag zur Frage 
des Aufbaues von Metallen, des elektrischen Widerstandes und der 
Supraleitung, sowie der Struktur diinner Schichten. 


Den Ausgangspunkt bilden frithere Arbeiten iiber das elektrische 
und optische Verhalten der Nichtmetalle. Hier sind es gerade die Ab- 
weichungen vom Idealgitter, die oft in nur sehr geringem Betrage ent- 
scheidend fiir das Zustandekommen bedeutender Phanomene sind. Wir 
méchten dariiber hinausgehen und untersuchen, ob auch die Metalle 
besondere Eigenschaften zeigen, die wesentlich mit Stérungen ihres 
Gitters—und den damit im Zusammenhang stehenden Elektronen- 
zustanden verkniipft sind. Einen ersten Schritt haben wir bereits mit 
der Untersuchung des metallischen CuS * getan. Hier sind geringe Ab- 
weichungen des Gitters von erheblichem Einflu8 auf die Supraleitung?. 
Auch nach anderen Beobachtungen sollte man vermuten, daB die S- 
leitung in wichtigem Zusammenhang mit der Fehlordnung des Gitters 


1 Hirscu, R. u. M.: Phys. Bl. (6) 4, 250 (1948); (8) 5, 386 (1949). — Phys. 
Verh. 6, 104 (1950); 1951, 5, 101- 

2 BUCKEL, W., u. R. Hitscn: Z. Physik 128, 324 (1950). 

3 Zur Abkiirzung fiir ,,Supra‘‘ wird weiterhin S- oder s- benutzt. 
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steht. Im allgemeinen kann zwar die Ubergangstemperatur Spl zur 
S-leitung von reinen Metallen nur wenig beeinfluBt werden. So bewirkt 
mechanischer Druck nach Alteren Arbeiten? nur Verschiebungen von 
einigen 10-° °K/at. Anders ist dies jedoch bei einem von SHALNIKOV? 
gefundenen viel gréBeren Effekt. Er erhilt fiir das Beispiel Zinn einen 
um fast 1° K hoéheren Spt, wenn das Metall in diinner Schicht auf einer 
Unterlage aufgedampft wird, die bis He-Temperatur abgekiihlt ist. 
Diese abnorme Abweichung von der sonst so definierten Spt des Sn bei 
3,09° K ist nur indirekt durch magnetische Messungen erschlossen, aber 
auch durch direkte Widerstandsmessungen bestatigt worden 4. 

Man wird hier vermuten, daB bei der Kondensation eines Metall- 
dampfes auf einer tiefgekiihlten Unterlage ein sehr ungeordneter Kri- 
stallzustand entsteht. Aus diesem Grunde scheint es uns sehr wichtig 
zu sein, diesen Effekt in Zusammenhang mit der S-leitung in Abhangig- 
keit von allen méglichen Parametern genau zu untersuchen. Man begibt 
sich hier in das Gebiet der ,,Diinnen Schichten‘‘, das in mancher Hin- 
sicht noch als etwas suspekt gilt, denn der Einflu8 der Vakuumbedin- 
gungen, von Fremdgasen auf sehr reaktionsfahige Metalle und die Ab- 
hangigkeit der Schichten von der Unterlage sind bekannt. Wenn man 
jedoch von extrem diinnen Schichten absieht, so kann man vielen 
neueren Arbeiten ausgezeichnet reproduzierbare Ergebnisse entnehmen. 

Das Ziel dieser vorliegenden Arbeit soll sein, aus einer Fiille von 
vielen MeBergebnissen von uns und Mitarbeitern das Verhalten eines 
besonders gut untersuchten s-leitenden Metalles in Abhangigkeit von 
verschiedenen Parametern, wie Kondensationstemperatur, Schichtdicke, 
Temperung u.a. ausfiihrlich wiederzugeben. Wir wahlen dafiir wie 
SHALNIKOV das Zinn. Wir wissen aus den Untersuchungen an vielen 
anderen s-leitenden Metallen, da8 seine nichtregulare Struktur keine 
ersichtliche Besonderheit bringt. Sn hat den Vorteil eines gut zugang- 
lichen Spt. Au8erdem ist es in groBer Reinheit erhaltlich und nicht 
sonderlich mit Gasen reaktionsfahig. Die Untersuchung gilt wesentlich 
der S-leitung, soll aber auch zum Problem der Struktur diinner Schichten 
beitragen. Wir wahlen mit deren Verwendung, noch dazu im extrem ab- 


-geschreckten Zustand bewuBt den gréBten Gegensatz zu den meist 


| 
| 


iiblichen Versuchsobjekten der S-leitung, fiir die Einkristalle mit még- 
lichst geringer Stérung angestrebt werden. Es soll gerade der EinfluB 
von Gitterbaufehlern groB gemacht werden. Wir sind iiberzeugt davon, 
daB so ein neuer Weg eréffnet wird, der zur Aufklarung des Problems 
der S-leitung beitragen kann. : 

1 Spt soll bedeuten: Ubergangs-, Sprungtemperatur oder Sprungpunkt (Tem- 
peratur des halben Normalwiderstandes R,, vor Eintritt der S-leitung). 

2 S1zoo, G. J., u. H. KAMERLINGH: Onnes Leid. Comm. 16, Nr. 180b, 29 (1925). - 

3 SHaLNIKOV, A.: Nature, Lond. 142, 74 (1938). 

4 Hitscu, R.: Phys. Z. 40, 592 (1939). 
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§ 2. Experimentelles zur Herstellung von Zinnschichten 
und zur Untersuchung thres elektrischen Widerstandes. 

Fiir die Herstellung und Untersuchung aufgedampfter Metallschich- 
ten wird eine der im hiesigen Institut zur Verfiigung stehenden Kalte- 
apparaturen benutzt, die spaiter beschrieben werden sollen. Sie ist 
vollstandig aus Metall hergestellt und erlaubt die Verwendung konstanter 
Temperatur im Bereich von 1,28 bis 350° K fiir viele Stunden. Die 
tiefsten Temperaturen werden nach Expansion von Helium und dessen 
Verfliissigung durch Abpum- 
pen erreicht. Das Expansions- 
gefaB aus Kupfer befindet sich 
mit umgebenden Schutzgefa- 
Ben (fl. O, bzw. H,) in gutem 
Vakuum. Damit ist jede 
Warmeeinstrahlung  weitge- 
hend vermieden. Am Boden 
des He-GefaBes ist eine verti- 
kale Kupferplatte befestigt. 
Sie dient als Unterlage fiir den 
Schichttrager nach Fig.4. Er 
besteht in den meisten Fallen 

aus einer mit Klammern an- 

icsinainnng ar Kendenation und Decinmung 4% gepreBten Platte aus kristal- 
zwischen 1,28 und 350° K. linem Quarz. Vier Strom- und 
Spannungsdrahte und Bleche 

aus Platin vermitteln den Kontakt mit vier schon vor der Montage 
aufgedampften Goldelektroden. Die hier zu untersuchende Sn-Schicht 
kann auf dem so vorbereiteten Auffanger bei jeder gewiinschten Tem- 
peratur J, durch Verdampfung direkt in der Kalteapparatur hergestellt 
werden. Die Verdampfung erfolgt aus einem seitlichen Schliffansatz 
an der Kalteapparatur von einem geheizten Wolframband her. Der 
Dampfstrahl passiert eine Reihe von Schlitzen in den abschirmenden 
Metallschilden. Diese kénnen mit einer besonderen Einrichtung von 
auBen her (Simmerringe) nach der Verdampfung wieder geschlossen - 
werden. Eine letzte Blende vor der Filmunterlage 1a8t den Film in der 
I-Form nach Fig. 1 entstehen. Die Schlitze in den gekiihlten Metall-. 
schilden sind so eng gewahlt, daB stérende Warmestrahlung nur vom 
geschmolzenen Sn her und nicht von den_heller glitihenden Enden 
des Wolframbandes auf die Unterlage treffen kann. Freiwerdende 
Fremdgase werden durch die gekiihlten Schilde gut beseitigt: Vor 
jedem Versuch wird auBerdem ein kleiner Teil des Metalls bei geschlos- 


senen Blenden abgedampft. Das Vakuum ist in jedem Fall besser als 
10-5 mmHg. 


: 
: 
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Fir die Temperaturmessung wird bis 20° K herunter ein Thermo- 
element aus Konstantan-Manganin benutzt. Unterhalb 90° K miissen 
die freien Enden des Thermoelements auf 90° K gehalten werden, damit 
eine Ausschlagsmethode geniigend empfindlich bleibt. AuBerdem steht 
ein He-Gasthermometer zur Verfiigung. Die Temperaturen des fliissigen 
He werden aus dem He-Dampfdruck bestimmt. Die so gemessenen 
Temperaturen stimmen bei geschlossenen Blenden mit der Oberflachen- 
temperatur des Schichttragers sehr gut iiberein. Nur bei tiefsten Tem- 
peraturen mu8 eine Korrektur von maximal 0,02° K angebracht werden. 
Sie kann nach Eichung mit diinnen Folien aufgeklemmter S-leiter er- 
mittelt werden. Bei geéffneten Schlitzen, wahrend der Verdampfung, 
ist mit einer starkeren Abweichung der Oberflachentemperatur zu rech- 
nen. Sie hangt von der gleichzeitig auftreffenden Warmestrahlung des 
gliihenden Metalls und der fretwerdenden Kondensationsenergie ab. Im 
Gebiet der S-leitung von Sn liegt die Temperatur der Schicht 2 bis 3°K 
héher als die gemessene. Dies wird aus folgendem Versuch ermittelt. 
Es gelingt namlich, eine Schicht gerade noch im s-leitenden Zustand 
entstehen zu lassen, wenn die gemessene Temperatur der Aufdampf- 
vorrichtung um diesen Betrag niedriger gewahlt wird als die Spt der 
Schicht. Wir beriicksichtigen die so ermittelte Korrektur bei den spateren 
Angaben der Kondensationstemperatur Tj nur im Bereich unter 20° K. 

Mit der angegebenen I-Form der Schicht la48t sich der Widerstand 
des 10 mm langen und 1 mm breiten Mittelstreifens leicht messen. Die 
Widerstande sind im allgemeinen so hoch, da8 zur Spannungsmessung 
ein Lichtmarkengalvanometer genitigt. Es -kénnen MeSstréme je nach 
dem vorliegenden Widerstand zwischen 10~® und 167-3 Amp verwendet 
werden. In jedem Fall wird darauf geachtet, daB keine Abhangigkeit 
der Ubergangskurve vom MeBstrom vorliegt. Auch die entwickelte 
Stromwarme bleibt im. ganzen benutzten Bereich unerheblich. Bei sehr 
diimnen Schichten erweist es sich zur Vermeidung von Ubergangs- 
widerstanden an den Goldelektroden gelegentlich als vorteilhaft, die 
Kontakte noch durch zusatzliche Bedampfung mit Sn zu verstarken. 

Die Schichtdicke wird aus der Massenbelegung unter Benutzung der 
normalen Dichte berechnet. Fiir die Wagung wird eine besondere Auf- 
fangflache aus diimnem Al-Blech benutzt. Bei der gegebenen Geometrie 
wird z.B. durch Verdampfen von 15 mg Sn eine Schichtdicke von 500 A 
erhalten. Es wird festgestellt, da8 fiir T, unterhalb 300° K vollstandige 
Kondensation und keine Reflexion des Sn erfolgt. 


§3. Die Abhéngigheit des Widerstandes diinner Zimnschichten _— te 
von der Entstehungstemperatur. 
Fig. 2 zeigt zum Uberblick den charakteristischen Verlauf des Wider- 
standes mit der Temperatur fiir eine bei etwa 4° K kondensierte 
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Sn-Schicht. Ihre Dimensionen sind der Satzbeschriftung zu entnehmen. 
Im Bereich der linken gedehnten Temperaturskala ist mit (1) die nach 
der Herstellung gefundene Ubergangskurve vom W iderstandswert 
R,=39Q zur S-leitung eingezeichnet. Der Abfall ist beachtlich steil 
und liegt um fast 0,9° K oder 24% héher als der fur kompaktes Sn 
bekannte Wert (Spt = 3,7° K). Nach anderen Messungen, unter sonst 
gleichen Bedingungen, kann er sogar noch wesentlich scharfer sein, wenn 
breitere Schichten verwendet werden. Diese nach dem Aufdampfen ge- 


40 
Q 


30 


Widerstand 
8 


70 


5 4 SO, 700 200 °K 300 
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Fig.2. Widerstandsverlauf einer Sn-Schicht mit Kondensationstemperatur J)=4°K. Dicke 500A; 
Lange 10 mm; Breite 1mm. Unterlage: kristallisierte Quarzplatte | zur Achse. Sn von JoHNsoN und 
MarttHey, London. 


messene Sprungkurve ist unveranderlich, solange die Schicht nicht 
wesentlich tiber den Bereich der linken Temperaturskala hinaus erwarmt 
wird. Man erkennt im rechten Teil der Fig. 2, da8 dann der Widerstand 
irreversibel abnimmt (2). Hier wird nach Erreichen von 90° K und Ab- 
sinken des Widerstandes auf 22Q erneut bis zu He-Temperatur ab- 
gekiihlt (3)1. Im Abfall (4) wird eine Abnahme der Spt auf 4,1° K fest- 
gestellt. Der ganze Bereich (3 und 4) fiir Temperaturen <90° K kann von 
nun an ohne weitere irreversible Anderung hin und her gemessen werden. 
Diese tritt erst ein, wenn tiber die bisher erreichte héchste Temperung 
von 90° K hinausgegangen wird. Nach weiterem Abfall (5) des Wider- 
standes gelangen wir bei 293° K zu 21Q. Ein erneutes Abkiihlen (6) 
ergibt jetzt den bekannten linearen Abfall des Widerstandes fiir ein 
reines Metall. Man erreicht einen Restwiderstand R,—=2,6Q oder 
R,,/Ro73 = 0,13 und bei 3,7° K (7) die Spt fiir kompaktes Metall. Der 


1 Der gestrichelt gezeichnete Abfall-von 26 auf 22Q erfolgt bei der konstanten 
Temperatur von 90° K in 1 Std. 
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Verlauf (6 und 7) ist von jetzt ab reproduzierbar fiir beliebiges Erwairmen 
und Abkihlen, wenn nur T= 293° K nicht iiberschritten wird. Wir 
teilen nur mit, daB bei weiterer Temperung bis kurz unter den Schmelz- 
punkt des Sn bei 232° C der Restwiderstand noch weiter verschwindet bis 
zum. Verhaltnis von etwa 10-®. Wir haben geniigend analoge Messungen 
ausgefiihrt und die T emperung auch bei anderen Temperaturen als in 
Fig. 2 unterbrochen und bis zur S-leitung wieder abgekiihlt. Die linearen 
Teile des Widerstandsverlaufes sind zueinander parallel. Das Verhaltnis 
R,,/Ro73 und die Spt liegen um so niedriger, je hoher vorher getempert 
worden ist. Die genaueren Verhiltnisse werden weiter unten besprochen. 

Nach dieser Wiedergabe des grundsitzlichen Verhaltens einer Sn- 
Schicht muB darauf hingewiesen werden, daB die irreversible Abnahme 
des Widerstandes fiir Metalle beim Erwarmen tiber die Temperatur der 
Kondensation hinaus 6fter Gegenstand von Untersuchungen gewesen 
ist. Messungen von SUHRMANN?! und Mitarbeitern zeigen, daB eine 
Kristallisation aus einem ungeordneten Zustand stattfindet. Mit einem 
bimolekularen Reaktionsmechanismus wird dort eine Aktivierungs- 
energie ermittelt, die recht gut mit dem Produkt k- 0 (0 = charak- 
teristische DEByE-Temperatur) iibereinstimmt. Im Bereich von 90° K 
und hoéher sind réntgenographische und elektronenoptische Messungen 
bekannt, die auf das Auftreten um so gréBerer Kristallite schlieBen 
lassen, je weiter die Temperung getrieben wird?. Das Wachstum solcher 
Kristalle kann in unserem Fall des Sn bei hdheren Temperaturen so 
weit fortschreiten, daB die Masse des aufgedampften Sn nicht mehr zu 
einer homogenen Bedeckung ausreicht. Dann ist die aus der Massen- 
belegung ermittelte Schichtdicke sinnlos und der Widerstand nimmt 
wegen der geringen Beriihrung der Kristallite zu, so daB auch schlieBlich 
Stromunterbrechung eintreten kann. Das fortschreitende Wachstum 
der Kristallite kann bei héheren Temperaturen mit gewohnlichen opti- 
schen Hilfsmitteln beobachtet werden. Wir méchten hier von einer 
,Grobkristallisation’ sprechen. Sie soll dann vorliegen, wenn die Kri- 
stallite eine mit der Schichtdicke vergleichbare GréBe erreichen. Bisher 
ist nichts iiber den Aufbau der Schichten bekannt, die bei sehr tiefen 


-Temperaturen entstehen und nicht getempert werden. Hier fehlen 


réntgenographische Untersuchungen und werden deshalb in unserem 
Institut von Herm RtuHL unternommen. Es ware interessant zu wissen, 


wie die Struktur und Unordnung im Gitter gedeutet werden mu8, und 


‘ 


_ RICHTER neuerdings untersuchten Germanium- und Arsenschichten*. 


ob etwa ein dhnlich feindisperser Zustand vorliegt, wie bei den von 


1 SUHRMANN, R., u. H. SCHNACKENBERG: Z. Physik 119, 287 (1942). 
2 Witxinson, P.G., u. L. S. Brrxs: J. Appl. Phys. 20, 1168 (1949). — 


Konic, H.: Optik 3, 201 (1948). i 
SURICH TOR Hap as. URST.:6 Ze Naturforsche, 6a, 38 (1951). 
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Der Unordnungsgrad ist jedenfalls bei den um 4° K kondensierten Sn- 
Schichten so groB, daB der gesamte hohe Widerstand einen nur durch 
Stérungen bedingten Restwiderstand bedeutet. Das Erstaunliche ist 
weiter, daB er mit dem Eintritt der S-leitung vollstandig verschwindet. 
Gerade dieser Punkt ist nach ALEKSEYEVSKI! durch magnetisch indu- 
zierte Dauerstrome sehr sichergestellt. So ist es fiir uns in keinem Fall 
notwendig, noch besonders die Vollstandigkeit der S-leitung bei unseren 
Messungen nachzupriifen. Wir kénnen angeben, da8 der Widerstand im 

s-leitenden. Zustand — sicher 


Q kleiner als 10°* des Wertes 
Rn vor Eintritt der S-leitung ist. 
8 Weitere Versuche betreffen 
S den Einflu8 anderer Konden- 
i 05 sationstemperatur T,. Wir be- 
y nutzen jetzt auch hoéhere Tem- 
8 peratur der Unterlage, be- 
es L miihen uns aber, alle anderen 
L Bedingungen fiir dieSn-Schich- 
0 psy : j ten konstant zu halten. Die 
5 40 45 °K 


Temperatur Schichtdicke soll méglichst bei 
Fig. 3. Ubergangskurven zur Supraleitung von Sn-Schichten dem Wert von 500 A bleiben. 
ve hcnitas okt Ling nay Seketam.”*” Daflir wird immer die gleiche 

Unterlage: kristallisierter Quarz. Sn-Kahlbaum. Menge Sn (45 mg) aus unver- 

andertem Abstand verdampft. 
Kleine Schwankungen der Dicke lassen sich allerdings nicht ganz ver- 
meiden. Nach der Kondensation wird jedes Aufwairmen der Schicht 
iiber 7) hinaus vermieden und bis zum Eintritt der S-leitung abgekiihlt. 
Fig. 3 zeigt den Verlauf der gewonnenen Ubergangskurven fiir fiinf 
verschiedene Beispiele. Fiir diese Darstellung wird nur die relative 
Angabe der Widerstandsanderung R/R,, (R,,—= Rest- oder Normal- 
widerstand vor Eintritt der S-leitung) benutzt. Der Befund ist sehr 
eindeutig : 

Nach dem Abkiihlen einer bei Ty kondensierten Sn-Schicht miBt man 
eine Spt, die wm so hoher tiber dem Wert 3,7° K fiir kompaktes Sn liegt, 
qe tiefer Ty gewdhlt war. 

In Fig. 4 sind die gleichzeitig gewonnenen Messungen des Wider- 
standes aufgezeichnet. Von der mit einem groBen Kreis fiir jede Schicht 
bezeichneten Stelle bei J, ausgehend, wird der abnehmende Widerstand 
zu tieferen Temperaturen verfolgt. Es wird ein Restwiderstand erreicht, 
der um so héher liegt, je tiefer T, gewahlt war. Dieser Verlauf des Wider- 
standes bleibt auch bei erneutem Erwarmen reversibel erhalten, solange 
es nicht tiber 7) hinaus erfolgt. Hier schlieBt ein nicht reversibler 


1 ALEKSEYEVsKI, N.E.: J. Phys. USSR 4, 404 (1941). 
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Abfall an, dessen Verlauf noch von der Ge sschwindigkeit des Aufwarmens 
abhangt. Dafiir haben wir im allgemeinen etwa 5° K/min gewahlt. 
Im Bereich um Zimmertemperatur fallen alle Kurven w eitgehend zu- 
sammen. 


Zur Diskussion der Ergebnisse muB auf einen besonderen Punkt 
hingewiesen werden. Wir haben namlich die schon erwihnte unver- 
meidliche Variation der Schichtdicken herauskorrigiert. Dafiir braucht 
man eine nahere Kenntnis der absoluten GriBe des Widerstandes der 
Sn-Schichten in den ver- 40 4 5 
schiedenen Zustaénden. Aus & 
vielen Messungen von uns 
und einer inzwischen fort- sok 
geschrittenen Dissertation 
vonNIEBUHRergibtsicheine 
bemerkenswerte Aussage 
iiberden spezifischenWider- : 
stand. MiBt man namlich 
den Verlauf des Widerstan- 
des einer beliebigen Schicht 
in einem Temperaturgebiet 
unter der héchsten Tempe- ! 
ratur, die diese Schicht je- A. as aa XK 
malserlebt hat, soergibt sich Temperatur 
immer ein sehr genau line- Fig. 4. Widerstandsverhalten der Sn-Schichten von Fig. 3. 

= Kondensationstemperatur durch © bezeichnet (die Kurven 
arer Abfall nach tiefen Tem- fiir T,=6° und 20° K fallen weitgehend zusammen!). 
peraturen. Er biegt beietwa 
40° K zu einem Restwiderstand ein. Dies kann nur bedeuten, daB8 die be- 
kannte MATHIESSENsche Regel immer im reversiblen Bereich der Schich- 
ten gilt. Hiernach setzt sich also der Widerstand aus einem konstanten 
Restwiderstand und dem temperaturabhangigen, bei hdherer Temperatur 
linear verdnderlichen Anteil zusammen (siehe etwa die geradlinigen 
Verlaufe in Fig. 2 und 4). Dieser Befund gilt in einem sehr weiten Be- 
reich der Schichtdicken. Wir méchten nur extrem geringe Dicken unter 
50 A ausschlieBen. Er gilt auch dann noch, wenn nach einer Grob- 
kristallisation nicht mehr von homogener Schichtdicke gesprochen wer- 
den kann. Diese Giiltigkeit der Additivitat erlaubt es uns, den spezifi- 
schen Widerstand solcher Schichten nach Abzug des Restwiderstandes 
aus ihren Abmessungen zu berechnen. Wenn man den Fall bereits grob- 
kristallisierter Schichten (er liegt bei unserer Massenbelegung nicht fiir _ 
das Gebiet unter Zimmertemperatur vor) ausschlieBt, so ergibt sich das 
wichtige Resultat, daB der spezifische Widerstand des temperaturabhan- 
gigen Teiles fiir sich allein genommen mit dem Wert fiir kompaktes Sn 
iibereinstimmt (z.B. 0273 =9-1078Q: ee: Fir grobkristallisierte Schichten 


Widerstand 
% 
S 
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bestimmt man die Schichtdicke aus der Massenbelegung falsch. Wegen 
des geringeren Leitungsquerschnittes der sich nur wenig beriihrenden 
Kristallite berechnet man in solchem Fall einen zu hohen spezifischen 


Widerstand. 
Mit der Kenntnis dieser Tatsachen 


kénnen wir die Ergebnisse fiir 


die beschriebenen Schichten in einer Tabelle 1 betrachten. Die Zeilen 1 
und 2 betreffen die Resultate nach Fig. 3. In Spalte f ist eine weitere 


Schicht hinzugefiigt, die nur zur Erganzung dient. 


T) = 290° K kondensiert und dann bis 


Sie wurde bei 
450° K getempert und soll als 


Tabelle 1. Ergebnisse fiir Zinnschichten von 500 A Dicke 
mit verschiedeney Kondensationstemperatur. 


Schicht Nr. 
36. 30. P38 el 5 a Wr 2 
] 
Kondensationstemperatur 7, | (290) 
4 Spor 6 20 90 160 | 290 | 466 
Sprungtemperatur nach Abkiih- opt iS ; % tg 
2 lung von J, in °K 4,57 | 4,48 | 4,14 | ~3,92] 3,741 3,70 
: ees | 
,. | Sprungtemperatur nach Tem-]| , ss aes es 
a pern auf 273° K in °K 3,72 nak 3,74 3,80 3,72 3,70 
Restwiderstand R, nach Ab- | _ ; ee 4 i 
4 kiihlung von re in Quon SVS | EROSOD wligtits 4,3 Vaan ee! 
Widerstand R,,, nach Tempern | _ 4 
5 auf 273° K in Oise 20,8 20S ip 2OnS 19,3 19,2 19 
(Darin ist ein temperaturabhangiger Anteil fae =17,7Q enthalten) 
Restwiderstand-Verhiltnis nach Ad tata | wir 
Abkiihlung von Ty R,,/ Rb. = | 
6 2 Chee Bigg ars 2,12 2,08 0,8 24 8 
On| O73 (berechnet nach Zeile 4 Raa a it: 
und 5) 
Restwiderstand-Verhaltnis nach - - : 
7 | Erwarmen auf 273°K Rj /Ry,= | 0,18! 0,18] 0,15! 0,09] 0,09! 0,08 
0',/05,3 (berechnet nach Zeile 5) 
8 Gemessener Widerstand R,, nach 
Abkihlung von J) in Q 
9 Gemessener Widerstand R75 
nach Tempern auf 273° K inQ) 23 on 18,5 | 47,5 | 16,8 
Gemessener Restwiderstand R’ 
10 | nach Tempern auf 273° Kin q' | 30 3,5 2,6 1,5 3,8 ae 
Temperaturabhangiger Anteil a 
14 nee = Ryo, — Rin Q 17, 19,5 17,4 s/ 43,7 15,6 
(Zeile 9 minus Zeile 10) 
Mittel 17,7 
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Ersatz fiir eine bei dieser Temperatur kondensierte Schicht dienen. Sie 
hatte sich bei 450° K mit der geringen Dicke von 500 A gar nicht her- 
stellen lassen, ohne da8 infolge Grobkristallisation jeder Kontakt der 
Kristallite untereinander unterbrochen ware. Die urspriinglichen MeB- 
werte fiir die Widerstiande sind in den Zeilen 8 bis 10 angefiihrt. Aus 
Zeile 9 in den Spalten a bis e geht die unvermeidliche Schwankung des 
Widerstandes infolge etwas unterschiedlicher Dicke fiir die bis DIRK 
getemperten Schichten hervor. Da auch ihr Restwiderstand nach dieser 
Behandlung gemessen wird (Zeile 10), kann in Zeile 11 der temperatur- 
abhangige Anteil des Widerstandes R$,, fiir 273° K angegeben werden. 
Aus vier Schichten (a bis d) ergibt sich ein Mittelwert von 17,7 Q dafiir. 
Mit der Dicke 500 A, 1 mm Breite und 1 cm Lange laBt sich fiir diese 
Schichten ein sfeztfischer Widerstand des temperaturabhangigen Anteils 
bet 273° K 
0573 = 9° 107° O- cm 

berechnen. Er steht in guter Ubereinstimmung mit dem Wert fiir kom- 
paktes Zinn. Wir haben aus dieser Betrachtung die Schicht e heraus- 
lassen miissen, da hier wahrscheinlich Grobkristallisation vorgelegen hat. 
Trotzdem kann sie nach Reduktion mit ihren Daten verwendet werden. 
Die Korrektur auf gleiche Schichtdicke geschieht in der Weise, daB die 
nach dem Aufdampfen bei 7, °K gemessenen Restwiderstande R,, nach 
Zeile 8 mit dem Verhaltnis 17,7 Q/R{,, multipliziert werden. Die Be- 
rechtigung dafiir ist vorher erlautert worden. 

So enthalten die Spalten 4 bis 7 alle wesentlichen Widerstands- 
angaben korrigiert und iibersichtlich geordnet. Auf die Streuung der 
Spt in Zeile 3 fiir einmal auf 273° K (bzw. hoher fiir e und f) getemperte 
Schichten méchten wir keinen besonderen Wert legen. Immerhin zeigen 
die Zahlen, daB alle bis 273° K getemperten Schichten ihren friiher hé- 
heren Spt verloren haben und nur wenig verschieden von kompaktem 
Sn s-leitend werden. 

In Zeile 6 bzw. Zeile 7 haben wir noch berechnet, um welchen Faktor 
der spezifische Restwiderstand 9,, nach dem Aufdampfen, bzw. g,, nach 
dem Tempern auf 273° K, gréBer als der temperaturabhangige Anteil 0},, 
ist. Man erkennt aus den Faktoren, da8 ein mehr als doppelt so groBer 
spezifischer Widerstand fiir die unmittelbar bei He-Temperatur erzeugten 
Schichten auftritt im Vergleich mit dem spezifischen Widerstand 9},,. 
Aus dem Schmelzflu8 gewonnene Sn-Einkristalle wiirden auf tiefe Tem- 


peratur abgekiihlt einen etwa 1000mal kleineren spezifischen Restwider-~ 


stand besitzen. Es liegt also eine entsprechend viel gréBere Stérung im 


\ 


Aufbau der Schicht vor. Sie verschwindet mit dem Tempern auf Zim- _ 


mertemperatur (Ztp) zum groBen Teil. Nach Zeile 7, ‘Spalte a sinkt das 


Verhaltnis fiir den Restwiderstand immerhin auf 0,18 (den 12. Teil). os 
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Diese Zeile zeigt aber auch an, daB die Stérung der bei tiefem 7, kon- 
densierten Schichten nach dem Tempern héher bleibt als bei solchen, 
die gleich bei hoher Temperatur entstanden sind. 

Die Spt fiir die Schichten a bis e mit der Dicke 500 A sind in Fig. 5 
in der ausgezogenen Kurve dargestellt. Wenn man die Ergebnisse 
weiterer Messungen mit ahnlichen Schichtdicken in Betracht zieht, so 
kann man die Spt bei jeder Kondensationstemperatur 7, mit einer 
Genauigkeit von etwa 0,05° K angeben. Wir teilen hier schon ein Er- 
gebnis bei Verwendung diinnerer Schichten mit. In der gestrichelten 


Sprungremperatur 


0 700 200 300°K 
kondensationstemperatur 


Fig. 5. Sprungtemperatur von Sn-Schichten in Abhangigkeit von der Kondensationstemperatur. Aus- 
gezogene Kurve: Schichten a bis e nach Tabelle 1; gestrichelte Kurve: Schichten kleinerer Dicke; 
Abmessungen: Lange 10mm, Breite 1mm, Sn-Kahlbaum. 


Kurve sind aus dem vorhandenen Material Punkte fiir 4- bis 10mal 
diinnere Schichten eingetragen. Sie liegen im Bereich mittlerer T, deut- 
lich héher. Diese Abhangigkeit von der Dicke méchten wir im nachsten 
Paragraphen wenigstens fiir eine Temperatur 7, noch genauer unter- 
suchen. 


§4. Abhdngigkeit des Widerstandes von Dicke und Unterlage 
der Zinnschichten. 


Nach der Wiedergabe der recht gut reproduzierbaren Ergebnisse fiir 
den Spt und den Restwiderstand von Sn-Schichten mit der konstanten 
Dicke von 500 A méchten wir in Tabelle 2 mit einigen Angaben zeigen, 
welche Abhangigkeit bei Schichten bis zu 10mal kleinerer Dicke besteht 
(Zeile 1). Die Unterlage aus kristallinem Quarz und die Schichtabmes- ' 
sungen werden sonst nicht gedndert. Ein konstantes Ty von 20° K 
wird gewahlt. Die Dickenangaben sind aus dem Widerstand nach be- 
sonderen Eichkurven gewonnen (NIEBUHR). Man sieht, daB der Rest- 
widerstand R, (Zeile 3) mit abnehmender Schichtdicke mehr als 
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Tabelle 2. Sprungtemperatur und Restwiderstand von Zinnschichten verschiedener 
Dicke nach Kondensation bei 20° K auf kvistalliner Quarzunterlage. 


Schicht Nr. 


1420 | 1000 | 173 | 167 | 113 | 40,8 


+ Restwiderstand-Verhaltnis 


R,|Rins Onl Oars 
umgekehrt proportional ansteigt. Dies geht besonders aus Zeile 4 hervor, 
in der der Faktor des Restwiderstand-Verhialtnisses angegeben ist. Dies 
Verhalten méchten wir auf den beginnenden Einflu8 der Begrenzung der 
freien Weglange der Elektronen durch die geringer werdende Schicht- 
dicke deuten!. 

Die Spt in Zeile 2 variieren nicht stark und nehmen mit wachsender 
Dicke zu. Die Abnahme in Spalte f fiir die dickste Schicht diirfte nicht 
zufallig sein, denn sie paBt mit ihrem 7,—20°K gut zu den Werten 
in Zeile 2 der Tabelle 1. Wir méchten aus den Messungen schlieBen, 
da8 bei Kondensation auf kristallinem Quarz fiir T, = 20° K eine Schicht- 
dicke von 250 A den héchsten Spt ergibt. 

Wir haben weitere Versuche mit Quarzunterlagen zuriickgestellt, um 
vielmehr eine andere wichtige Frage zu klaren, die immer wieder bei 
Versuchen mit diinnen Schichten auftaucht. Es handelt sich um den 
EinfluB der Unterlage selbst. Zunachst haben wir nach einer Unterlage 
gesucht, die die Warmeleitfahigkeit der kristallinen Quarzplatte und 
ihren Kontakt mit der Grundplatte mdglichst weit ibertrifft, um einen 
starken Abschreckeffekt beim Aufdampfen zu erreichen. Wir benutzen 
dafiir Kupferplatten, die mit einer aufgewachsenen diinnen Cu,O- 
Schicht zur elektrischen Isolation von Elektroden und Aufdampfschicht 
versehen sind. Es ist leicht, die Kupferplatte durch festes Verschrauben 
mit dem Kaltebad in besten Kontakt zu bringen. Die Oxydulschicht 
auf der einen Seite der Platte wird durch Oxydation bei 1000° C erzeugt. 

Nach Abschleifen und Polieren hat sie eine Dicke von etwa 0,4mm und 
ist klar rot durchsichtig. Wieder werden die Abmessungen von Elek- 
‘troden und Schicht wie fiiher gewahlt. Sechs Schichten werden mit 
verschiedener Dicke bei 13° K aufgedampft und zeigen Ubergangskurven 
zur S-leitung nach Fig. 6. 


1 ANDREW: Proc. Phys. Soc., Lond. A 62, 77 (1949). 


— 
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Wir sehen hier eine beachtliche Abhangigkeit der Spt von der Schicht- 
dicke. Die diinnste Schicht von 35 A Dicke ist noch bei 4° K nicht 
vollstandig s-leitend, zeigt jedoch schon bei tiber 5,3° K den beginnenden 
EinfluB der S-leitung. Diese erhebliche Breite der Ubergangskurve 
spricht irgendwie fiir eine inhomogene Zusammensetzung der Schicht. 
Wir kénnen den Verlauf so deuten, daB Bereiche der verschiedensten 
Spt vorkommen. Die ,,hochspringenden“ Bereiche reichen fiir die 35 A- 
Schicht z.B. bei 4,5° K noch nicht aus, um R/R,, unter 80% zu senken. 
Wenn wir nun bei der dicksten Schicht von 240 A mit einer Spt von 


Widerstand-Verhalinis 


40 — - 2 OOO 0 
Temperatur 


Fig. 6. Ubergangskurven zur Supraleitung von Sn-Schichten verschiedener Dicke. Kondensationstempera- 
tur T,=13° K; Unterlage: Cu,O auf Cu aufgewachsen; Abmessungen: Lange 10mm, Breite 1mm, 
Sn-Kahlbaum., 


4,63° K einen Ubergang zur S-leitung innerhalb weniger Hundertstel 
Grad beobachten, so diirfen wir keinesfalls auf eine viel geringere In- 
homogenitat der s-leitenden Eigenschaften schlieBen. Sie wird wahr- 
scheinlich von gleicher Art wie bei der diinnsten Schicht sein. Nur reicht 
bei der gréBeren Dicke die damit auch gréBere Zahl hochspringender 
Bereiche aus, um schon bei héherer Temperatur einen schirferen Uber- 
gang mit durchgehender s-leitender Strombahn zu erzeugen. Man darf 
also keinesfalls aus einer steilen Sprungkurve auf eine sehr einheitliche, 
s-leitende Substanz schlieBen! An den Kurven der Fig.5 fallt die gegen- 
seitige Uberschneidung auf. Wir miissen daraus entnehmen, daB der 
relative Anteil besonders hochspringender Bereiche mit wachsender 
Aufdampfung der Sn-Schichten zuriickgeht. Dies kann dadurch erklart 
werden, daB mit der dicker werdenden Schicht ein groBerer Warme- 
widerstand und daher ein kleinerer Abschreckeffekt verbunden ist. Die 
dickste auf Cu,O-Unterlage erzeugte Schicht von 240 A hat einen deut- 
lich héheren Spt (4,63° K) als die entsprechende Schicht mit Quarz- 
unterlage (4,57° K).. Dieser geringe Effekt wird wohl mit der etwas 
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besseren Warmeleitung gegeniiber kristallinem Quarz zusammenhangen. 
Die Werte fiir R,, nach Tabelle 3, Zeile 3 passen recht gut mit der ent- 
sprechenden Reihenfolee i in Tabelle 2, Zeile 3 zusammen. Bei der diinn- 
sten Schicht von 35 A in Tabelle 3 steigt nach Zeile 4 das Restwider- 
stand-Verhialtnis bis auf den Faktor 36! Diese groBe Zunahme muB 


Tabelle 3. Sprungtemperatur und Restwiderstand von Zinnschichten 
verschiedener Dicke nach Kondensation bei 13° K auf Kupferoxydul-Unterlage. 


a b c d 


Schicht Nr, 


Schichtdicke in A 


Sprungtemperatur in °K 


Restwiderstand R, in QO 


Restwiderstand-Verhaltnis 


t 
R, /Roa= On/ O273 


einerseits der schon erwahnten Beschrankung der Elektronen-Weglangen 
zugeschrieben werden. Andererseits liegt sicher die Rauhigkeit der Unter- 
lage in der GréBenordnung dieser Schichtdicke. Dadurch kann die 
Ausbildung einer homogenen Massenbelegung verhindert werden. Aus 
diesem Grunde haben wir iiberhaupt auf die Untersuchung noch diin- 
nerer Schichten verzichtet, obgleich auch diese noch s-leitend werden 
k6énnen. 

In Tabelle 4 ist noch eine Reihe weiterer Einzelmessungen zusam- 
mengestellt, aus denen Schliisse itiber den Einflu8 anderer Unterlagen 
und der Struktur der Schichten auf die Spt gezogen werden konnen. 
Zeile 3 enthalt diejenigen Spt, die man nach unseren friiheren Messungen 
erhalten hatte, wenn bei der jeweils angegebenen Temperatur auf kri- 
stallinem Quarz kondensiert worden ware. Diese Werte sollen nur zum 
Vergleich dienen. Sie ergeben mit den Spt nach Zeile 4, daB eine Schicht 
auf Cu,O (Spalte a) einen etwas hoheren, eine auf Quarzglas (Spalte b) 
einen betrachtlich niedrigeren Spt hat. Wir miissen dies dem unter- 
schiedlichen Warmewiderstand in beiden Fallen zuschreiben. Fast keine 
Abweichung liegt in Spalte c vor. Hier wird eine gewalzte, etwa 10 pu. 
dicke Sn-Folie (eigener Spt 3,69°) mit Sn bedampft. Die Elektroden 
sind vorher lackisoliert aufgebracht worden. Eine gute Abschreck-_ 
wirkung erhalt man bei Aufdampfen auf eloxiertes Aluminium (A1,05) 
nach Spalted. In den nachsten Spalten e und f wird eine kristalline 
Quarzplatte verwendet, die mit einer anderen Substanz vorbedampft 
ist. Cu wird in diinner Schicht bei ane aufgedampft und anschlieBend 
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Tabelle 4. Zum EinfluB verschiedener Unterlagen auf die Sprungtemperatur 
von Zinnschichten der Dicke etua 200 A. 


| 
ae | | Cu- | KCL | Gleichzeitig mit 
| St li a —| Zinn auf krist. 
1 Ce Ae Rta Al,O Schicht auf | Quarz verdampét 
glas folie | j-krist, Quarz |= ee 
| | vorgedampft LiF SnO, 
eee mee ie = > Sr 
Kondensations- | 
: i 3 1 2 (0 20 6) 20 
2 temperatur 7, in °K da MC | : os zy: > 
Sprungtemperatur- | | 
3 | Vergleichswert fiir | 4,56} 4,56 | 4,56| 4,53) 4,53 | 4,53 4,2 4,53 
krist. Quarz in °K | | | 
Sprungtemperatur | | | 
4 | nach Abkiihlung | 4,63| 4,36 |4,54| 4,56] 4.51 | 4.49 | 4,35 | 4,55 
von) 2, 1m) is | 5 | 


Sprungtemperatur | anormales Verhalten 
nach Tempern aufy normales Verhalten |— = 
Zimmertemperatur etwa 3,7 | 4.16 4,17 nicht 


in °K } gemessen | 


3,9—4,2 


an Luft gebracht. (Schwache Oxydation!) Die KCl-Schicht ist un- 
mittelbar vor dem Aufdampfen des Sn bei 20° K in einer Dicke von 
etwa 1u erzeugt worden und zeigt schon etwas Triibung. In beiden 
Fallen ist die Abweichung des Spt nur gering. In Spalte g wird aus 
zwei verschiedenen Quellen gleichzeitig mit Sn eine ungefahr gleiche 
Menge LiF verdampft. Dadurch erhalt die Schicht einen anormal hohen 
Widerstand von 340 Q und sieht in Durchsicht braun statt graublau aus. 
Trotzdem weicht der Spt kaum von dem entsprechenden nach Zeile 3 
ab. Wir sehen noch in Spalte h, daB auch absichtlich mitverdampftes 
SnO, keinen Einflu8 auf den Spt hat. Fiir die Falle der Spalten e, f 
und h haben wir festgestellt, daB nach dem Tempern der Schichten auf 
Ztp ein abweichendes Verhalten im Vergleich zu den anderen Schichten 
besteht. Die Widerstandsabnahme wahrend des Temperns ist nur sehr 
gering. Dies laBt darauf schlieBen, daB die Kristallisation und die damit 
verbundene Beseitigung der Stérung nur wenig stattfinden kann. Tat- 
sachlich zeigt sich nach erneuter Abkiithlung, daB der Restwiderstand 
im Falle der Spalten e und f sehr groB bleibt. Dies Verhalten zeigen wir 
in Fig. 7 ausfiihrlicher. Man erkennt an den Werten der Zeile 5, daB 
auch der Spt bei héheren Temperaturen (um 4,2° K) bleibt und nicht 
wie iiblich in die Nahe von 3,7° K zuriickgeht. Hier behindert offen- 
sichtlich die zerkliiftete Unterlage bzw. die zwischengedampfte Substanz 
die frither durch das Tempern hervorgerufene Wirkung. 
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Aus diesen Versuchen nach Tabelle 4 miissen wir schlieBen: Der von 
uns untersuchte Effekt der Spt-Erhihung von Sn-Schichten, die bei tiefer 
Temperatur kondensiert werden, hiingt nicht von undefinierbaren Ein- 
fliissen der Unterlage ab. Entscheidend sind die Bedingungen wibrend 
der Kondensation. Durch geniigende Warmeleitung muB dafiir gesorgt 
werden, daB keine Erwirmung wahrend der Verdampfung an der Schicht 
auftreten kann. Mit dem Sn nicht reagierende Stoffe kénnen als Zwi- 
schenlage vorgedampft und auch gleichzeitig verdampft werden, ohne 

300 
Q 


200 


Widerstand 


100 


95 50 0 700 200 °K 306 
Temperatur 


Fig. 7. Widerstandsverlauf einer Sn-Schicht, kondensiert auf einer etwa 1 dicken, aufgedampften KCl- 
Schicht als Unterlage. Kondensationstemperatur T,=20° K; Dicke etwa 200A; Lange 10 mm; Breite 
1mm. Man beachte den hohen Sprungpunkt und Restwiderstand nach dem Tempern auf Zimmertemperatur ! 


das Phaénomen der Spt-Erhdéhung zu andern. In diesem Fall weichen 
nur die Eigenschaften nach dem Temper der Schichten ab. Hier kénnen 
sich die St6rungen im Sn-Gitter nur noch beschrankt ausgleichen. 
Wir sind sehr darauf bedacht gewesen, diesen Befund so weit wie 
méglich sicherzustellen. Viele andere Versuche brauchen nicht mehr 
im einzelnen beschrieben zu werden. Es wird die Verdampfungsgeschwin- 
digkeit verandert und das Vakuum absichtlich bei 20° K mit einem 
H,-Druck von 10°? mm Hg verschlechtert. Die Ergebnisse andern sich 
nicht. Irgendeine Verunreinigung, die aus dem Ausgangsmaterial oder 
aus der Aufdampfvorrichtung (W-, Mo-, Ta-Blech) stammen kénnte, hat 
nicht vorgelegen. Dies haben wir nicht nur mit reinem Sn verschiedener 
Herkunft (KAHLBAUM und JoHNsoN und MATTHEY) gepriift, sondern 
wir haben auch verschiedene Fraktionen des verdampften Sn untersucht. 


§6. Einfluf einer ,,Kaltbearbeitung auf Supralertung eae 
und Widerstand von Zinn. 
Mit weiteren Versuchen soll gezeigt werden, daB die bisher verwendete 
Methode der ,,abschreckenden Kondensation’ nicht die einzige zur 
pee 
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Erzeugung hoher Fehlordnung im Sn ist. Wir gehen von der bekannten 
Tatsache aus, daB eine sog. Kaltbearbeitung von Metallen durch Walzen, 
Strecken usw. um so mehr das Gefiige eines Metalls andern kann, je 
tiefer die Temperatur wahrend der mechanischen Beanspruchung ge- 
wahlt wird. AuBerdem ist durch die Arbeit von LAsAREW und GALKIN? 
schon bekannt, daB ein auf einer Glasplatte 
aufgeleimter dinner Sn-Draht nach Ab- 
kiihlung anormale s-leitende Eigenschaften 
hat. Sie hangen mit der verschiedenen 
Kontraktion beider Stoffe und der dadurch 
erzeugten mechanischen Beanspruchung 
zusammen. Aus Messungen des kritischen 
Stromes wird in dieser Arbeit indirekt auf 
einen héheren Spt des Sn von 9° K ge- 
schlossen. Wir miissen allerdings nach 
eigenen Untersuchungen annehmen, da 
dieser Wert viel zu hoch und falsch extra- 
poliert sein diirfte. 

In Fig. 8 soll eine Walzvorrichtung be- 
schrieben werden, mit deren Hilfe wir Sn- 
Schichten und -Folien bei He-Tempera- 
turenim Vakuum bearbeiten kénnen. Mit Q 
ist eine kristalline Quarzplatte bezeichnet. 
Die Klammern nach Fig.1 zur Anpres- 
sung an die gekiihlte Kupferplatte Cu sind 


Fig. 8. Walzvorrichtung fiir tiefe Tem- 


peratur (nattirliche GroBe), Cu = mit 
dem He-Bad warmeleitend verbundene 
Kupferplatte; Q = Schichttrager aus 
kristallisiertem Quarz; Sn = aufge- 
dampfte Schicht oder angepreBte Sn- 
Folie, Lange 10 mm, ‘Breite 1mm; S = 
Walzsegment; K =Stahlkugel zum Wal- 
zen; F,und F, = Federn; f = Fadenzug 
zur Bewegung von S im Vakuum. 


der Ubersichtlichkeit halber nicht mit- 
gezeichnet. Q tragt eine aufgedampfte 
Schicht Sn mit den Goldelektroden wie 
in Fig.4. Die Walzvorrichtung besteht aus 
einem Segment S, das durch eine Feder 
eine Stahlkugel K von 3mm @ auf die Sn- 
Schicht mit einer Kraft von 1,3 kp preBt. 


Das Segment kann mit einem Fadenzug / 
gegen eine Feder F, bewegt werden (Vakuumdurchfiihrung mit Simmer- 
ringen). So kann die Kugel auf einer Kreisbahn langs des gekriimmten 
Sn-Streifens hin- und hergerollt werden. ' 

Die Fig.9 enthalt das Resultat eines Versuches fiir eine bei Ztp auf- 
gedampfte Sn-Schicht. Nach Abkiihlung (Gang 1) ist eine Spt von 
3,7° K vorhanden, wie dies nach allen fritheren Messungen erwartet 
werden kann. Wenn bei 4,2° K nur einmal eine Walzspur erzeugt wird, 
so findet man bereits eine bis 4° K verschobene Ubergangskurve. Sie 
erzeugt einen s-leitenden Kurzschlu8 bei dieser héheren Temperatur. 


* Lasarew, B., u. A. Garxin: J. Phys. USSR 8, 371 (1944). 
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Der Restwiderstand bleibt noch praktisch ungedndert. Er kann erst 
dann ansteigen, wenn nennenswerte Teile des Schichtstreifens von. der 


Verformung erfaBt werden. 


6 
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Fig. 9. Zum Walzversuch bei 4° K an einer bei Zimmertemperatur aufgedampften Sn-Schicht. Dicke etwa 
500 A; Sn-Kahlbaum; vergréBerter MaBstab links! 


Walzspuren eng nebeneinander gelegt. 


Die notwendige Zickzack- 


bewegung tritt von selbst ein, wenn S eine schwache Neigung gegen Q 
hat. So wird die ganze Streifenbreite von 1mm mit 100 Walzspuren 


liberdeckt. Der Befund nach Fig. 9 
zeigt nunmehr einen um den Faktor 3 
erhdéhten Restwiderstand. Durch Tem- 
pern auf Ztp (Gang 2) tiberzeugen wir 
uns, daB nicht etwa wegen AufreiBens 
der Schicht eine irreversible Zunahme 
des Widerstandes eingetreten ist, denn 


man erreicht wieder den alten Aus- 


gangswiderstand bei Ztp. Nach erneuter 


_Abkiihlung hat man wieder den ur- 


: 


spriinglichen Gang 1. 
Nach diesem Versuch bewirkt die 


Kaltbearbeitung an einer bei Ztp er- 


zeugten Schicht grundsatzlich den 
gleichen Effekt wie eine Kondensation 
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Fig. 10. Anderung der Supraleitung einer 
kompakten Sn-Folie durch Walzen bei 4° K. 
Dicke 8 yu; Sn-Kahlbaum. 


_ bei tiefer Temperatur. Spt und R,, werden. erhoht. Wir wundern uns — 


nicht dariiber, daB der Storingerrad bei den speziell gewahlten und 
sicher nicht extremen Walzbedingungen geringer bleibt. Es ist darautf 
_hinzuweisen, daB wieder die miranda. durch Tempern. beseitigt werden 


) k6nnen. 
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Ein letzter, nun folgender Versuch soll noch die Frage beantworten, 
ob die beschriebenen Stérungen auch an kompaktem, aus dem Schmelz- 
fluB erstarrten Sn erzeugt werden kénnen. Wir ersetzen die aufgedampfte 
Schicht durch eine Sn-Folie. Sie ist aus einem Stiick ,,Kahlbaum-Sn* 
bei Ztp auf 8u Dicke ausgewalzt und in der gleichen Streifenbreite von 
4mm auf der Quarzplatte angeklemmt. Nach Fig. 10 erreicht man eine 
Spt-Erhéhung wie im vorigen Versuch. R, nach dem Walzen wird 
20mal groBer. Nach dem Tempern 14Bt sich feststellen, daB der Wider- 
stand infolge grober Walzrisse etwa verdoppelt ist. 


§6. Diskussion und Deutung der V ersuchsergebmisse. 


Nach allen Versuchen hat sich ergeben, daB die abschreckende 
Kondensation aus dem Dampfzustand fiir Sn eine hervorragende Me- 
thode zur Erzeugung gréBter Gitterunordnung ist. Damit wird die 
elektrische Leitfahigkeit und die S-leitung erheblich beeinfluBt. Der 
letzte Versuch zeigt eindringlich, daB auch im kompakten Sn Gitter- 
stérungen mit gr68enordnungsmabig gleichem Effekt durch Kaltbear- 
beitung hervorgerufen werden kénnen. So ist also die Verwendung von 
Aufdampfschichten kein Sonderfall, sondern nur eine bequeme Methode, 
um den gestérten Zustand sehr ausgepragt zu erhalten. Wir kénnen 
ohne weiteren Versuch als sicher annehmen, daB auch ein reiner Ein- 
kristall nach plastischer Verformung bei He-Temperatur die gemessenen 
Effekte und die dafiir verantwortlichen Stérungen zeigen wird. 

Es liegen noch spater mitzuteilende Versuche an anderen S-leitern, 
wie Al, Tl, In vor. Sie zeigen grundsatzlich das gleiche Verhalten wie 
Sn. Es ist daher also abwegig, die Effekte mit der nur beim Sn méglichen 
zweiten Modifikation des ,,grauen Sn“ in Verbindung zu bringen. 

Fir die Deutung der Ergebnisse ist es notwendig, iiber den mit 
allgemeinen Worten, wie St6rung, Unordnung und Fehlordnung, be- 
zeichneten Zustand nahere Aussagen zu machen. Fiir Metallkristalle 
ist dies nicht ohne weiteres méglich, da tiber ihre Fehlordnung kaum 
direkte Versuche vorliegen. Sehr viel mehr wissen wir iiber die Art der 
Stérungen in Nichtmetallkristallen. Dies hat einen einfachen Grund. 
Hier gelingt es, im optischen Durchlissigkeitsbereich mit Stérzentren 
verkniipfte Absorptionsbanden auszumessen und einen direkten EinfluB 
auf eine Leitfahigkeit zu finden. In Metallen ist dies bei der iiblichen 
geringen Stérkonzentration wegen des iiberdeckenden Einflusses der 
groBen Zahl freier Elektronen nicht méglich. Wir kennen jedoch keinen — 
Grund, der es uns nicht erlauben sollte, die bekannten Typen der Stér- 
zentren von Nichtmetallen auf die Metalle zu iibertragen. Im Gegenteil 
fordert die Deutung unserer Effekte dazu auf. 

Wir fassen nun die zum Vergleich fiir uns wichtigen Befunde an 
Nichtmetallkristallen zusammen. Sie gelten nach vielen Untersuchungen 
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fiir Isolator- und auch fiir Halbleiterkristalle. Die Typen der Stoér- 
zentren (ohne Einbau gitterfremder Atome) sind folgende: 

1. Zwischengitterbausteine d.h. gittereigene Bausteine, eingezwangt 
auf Platzen des Zwischengitterraumes (F RENKEL-Fehlordnung). 

2. Gitterliicken als Folge fehlender Gitterbausteine (ScHotrKy- 
Fehlordnung). 

3. Aggregate von Stérzentren nach 1. und 2.1 

Die Stérzentren nach 1. und 2. nennen wir ,,einzelatomare Stér- 
zentren”. In Gittern mit mehr als einer Atomsorte kann die Fehlord- 
nung in allen Teilgittern auftreten. Liegt ein Ionengitter vor, so sind 
die Stérzentren positiv oder negativ geladen. Im Falle eines Atom- 
gitters unterbricht das Stdérzentrum das periodische Potential und erhilt 
die Wirkung einer induzierten Ladung. Fiir gréBere Volumenbereiche 
des Kristalls mu8 die Elektroneutralitat gewahrt bleiben. Die Kom- 
pensation erfolgt durch eine gleiche Anzahl entgegengesetzt geladener 
Stérzentren. 

Bei héherer Temperatur sind die einzelatomaren Stérzentren be- 
weglich und verantwortlich fiir die Diffusion und Ionenleitung (CARL 
WAGNER). Ihre Konzentration ist vielfach bei hoher Temperatur im 
thermodynamischen Gleichgewicht und fallt exponentiell mit abneh- 
mender Temperatur. Von einer gewissen Temperatur ab gelingt es 
jedoch nicht mehr, die zur Einstellung des Gleichgewichts notwendige 
Zeit abzuwarten, da auch gleichzeitig die Diffusionsbeweglichkeit ab- 
nimmt. Von da ab wird eine bestimmte Konzentration ,,eingefroren“. 
Auch der beste Finkristall wird danach immer_mit einer Fehlordnung, 
entweder im thermischen Gleichgewicht oder im eingefrorenen Zustand, 
behaftet sein. Die bevorzugte Art von Stérzentren und der Bereich der 
Einfriertemperatur hangt von der speziell betrachteten Substanz ab. 

Alle Stérzentren bilden Haftstellen fiir Elektronen oder Defekt- 
elektronen. So kénnen ,,besetzte St6rzentren“‘ entstehen, allerdings nur, 
wenn Elektronen dafiir zur Verfiigung stehen und ihre Bindungsenergie 
groBer als das mittlere kT der thermischen Energie ist. In Isolator- 
-gittern ist dies normalerweise nicht méglich, da keine freien Elektronen 
vorhanden sind. Elektronen kénnen jedoch im Gitter durch Energie- 

absorption aus anderer Bindung befreit oder von auBen in das Gitter 
-eingefiihrt werden. Durch diese MaBnahmen erhalt man besetzte Zen- 
tren. Sie sind besonders gut in den Alkalihalogeniden bekannt geworden. 
. Hier ist z.B. die mit einem Elektron besetzte positive [Cl-]-Liicke als 
PF-Zentrum. und die mit einem Defektelektron besetzte negative [K*]-_ 
Liicke als V-Zentrum benannt worden. Die Elektronen haften mit 


| 1 Wir verzichten hier auf die Diskussion der sog. Versetzungen (dislocations). _ 
Sie bedeuten eine viel geringere Storung, kénnten jedoch auch eine Rolle in unserem 


Zusammenhang spielen. 
| 
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erheblicher Bindungsenergie von einigen eV, wie zugehdrige optische 
Absorptionsbanden zeigen. Durch deren genaue Untersuchung sind 
auch die besetzten Aggregate nach 3. nachgewiesen worden. Man kann 
die Bedingungen so wahlen, da8 nur eine Sorte der Stérzentren besetzt 
wird. Dies bedeutet haufig die Erzeugung eines st6chiometrischen Uber- 
schusses (z.B. Kalium in KCl, Chor in KCl, Sauerstoff in Cu,O usw.). 
Alle besetzten Zentren kénnen im Gleichgewicht oder im eingefrorenen 
Zustand erzeugt werden. Oft kann man im letzten Fall besonders hohe 
Konzentration erreichen und bequem untersuchen.. Wir weisen noch 
auf einen wichtigen Vorgang hin, der in dem von uns benutzten korpus- 
kularen Bild der Fehlordnung leicht dargestellt werden kann. Gehen 
wir von einer auf irgendeine Weise erzeugten hohen Konzentration 
einzelatomarer Zentren im eingefrorenen Zustand aus und erwarmen 
dann das Gitter, so finden wir, daB Zentren entgegengesetzter Art durch 
Reaktion miteinander verschwinden kénnen. AuBerdem tritt aber, be- 
sonders wenn eine Sorte tiberwiegt, eine Ausscheidung im Gitter durch 
Ausflockung auf. Man beobachtet kleine Kolloide (z.B. aus F-Zentren 
gebildetes Alkalimetall), die sich bei langerer Warmebehandlung all- 
mahlich vergrébern. Fiir den Transportvorgang geniigt oft eine geringe 
Konzentration und Beweglichkeit der Einzelzentren. Die Kolloide kén- 
nen sich mit besonderen Absorptionsspektren bemerkbar machen. 

Diese kurze Beschreibung der Fehlordnung in Nichtmetallen erganzen 
wir durch einige noch unveroffentlichte Untersuchungen aus unserem In- 
stitut von R. und W. Katser. Durch Verwendung unserer Methode der 
abschreckenden Kondensation bei Ty zwischen 20 und 90° K ist es ge- 
lungen, in diinnen Schichten von nichtmetallischen Stoffen, z.B. fiir 
KCl mit gleichzeitiger Verdampfung von Kalium, F-Zentren und ihre 
Aggregate in einem Gehalt von Prozenten zu erzeugen. Wir fiihren diese 
Befunde hier an, weil sie fiir den Fall der Nichtmetalle zeigen, daB die 
abschreckende Kondensation in diinner Schicht keine unbekannte Art 
von Stérzentren schafft. Nur die auch sonst bekannten Zentren ent- 
stehen in besonders hoher Konzentration. 

Zur Ubertragung der so diskutierten Fehlordnung auf unseren Fall 
der Metallkristalle miissen wir beriicksichtigen, daB eine einzige Sorte 
von Atomen vorliegt, und daB die darin méglichen Stérzentren aus den 
zur Verfiigung stehenden freien Elektronen besetzt werden kénnen. Die 
Stérzentren sind entweder Zwischengitteratome oder Liicken. Im ein- 
zelnen Fall wird es von der Bindungsenergie abhangen, bei welcher Tem- 
peratur die St6rzentren von Elektronen bzw. Defektelektronen tatsich- 
lich besetzt sind. Unter Umstinden kann dies erst bei den tiefsten 
Temperaturen in Frage kommen. Auch in Metallkristallen sollten die 
vorherigen Ausfithrungen uber Gleichgewichtseinstellung und eingefro- 
rene Konzentrationen gelten. Dann existiert auch kein idealer Metall- 
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einkristall. Besonders die langsame Abkiihlung vom Schmelzpunkt her, 
wie sie bei den meisten Untersuchungen zur S-leitung angestrebt wird, 
mu zu einer sehr definierten eingefrorenen Konzentration der Stér- 
zentren fiithren. Die Einfriertemperatur wird nach unserer Kenntnis 
iiber die Selbstdiffusion in vielen Fallen unter Ztp liegen. 

Nach allen Ausfithrungen ist es sehr plausibel, daB die abschreckende 
Kondensation bei geniigend tiefer Temperatur in den Metallen ebenso wie 
bei den Versuchen an Nichtmetallen eine weit iiber die iibliche hinaus- 
gehende Konzentration einzelatomarer Stérzentren erzeugt. Sie wird 
beim Tempern ebenfalls in der friiher beschriebenen Weise verschwinden 
miussen. Man hatte noch darauf einzugehen, was bei Metallen dabei eine 
Ausflockung in kolloider Form bedeuten soll. Schon Aggregate wiirden 
eine Anhaufung von Zwischengitterplatzatomen oder von Liicken be- 
deuten, die eventuell einzeln von Elektronen bzw. Defektelektronen 
besetzt sein kénnen. Kolloide entstehen durch Ausscheidung von 
Zwischengitteratomen zu kleinsten Kristalliten bzw. von Liicken zu 
kleinsten Hohlraumen. Damit vermindert sich mit fortschreitender 
Temperung die starke Stérung des Gitters durch einzelatomare Zentren. 
Die entstehenden Kolloide werden sich mit zunehmender Temperatur 
weiter vergroBern. Dieser Vorgang ist recht komplex und hangt sehr 
von der Art der Warmebehandlung ab. Er wird sicher eine groBe Rolle 
fiir die Erklarung der Rekristallisation von Metallen nach einer Kalt- 
bearbeitung spielen. 

Wir fassen diese Schliisse dahin zusammen, da Metallkristalle 

_ grundsatzlich immer fehlgeordnet sind. Einzelatomare Stdérzentren 
k6énnen in hoher Konzentration durch unsere Abschreckmethode oder 
durch Kaltbearbeitung erzeugt werden. Sie verschwinden bei Tempe- 
rung durch Rekombination und Ausflockung, besonders wenn eine der 
Zentrenarten tiberwiegt. In keinem Fall wird man den Vorgang etwa 
wie bei SUHRMANN! durch éine bimolekulare Reaktion deuten k6énnen. 

Die Beobachtungen iiber den Widerstandsverlauf bei Temperung und 

iiber den Restwiderstand sind sehr leicht mit unserer Deutung in Ein- 

_ Klang zu bringen. 

Viel wichtiger ware die Erklarung des Einflusses der Stérzentren 
auf den Spt der S-leitung. Wir miissen feststellen, daB der Spt im Sn 
dann iiber dem normalen Wert von 3,7° K liegt, wenn auch eine hohe 
Konzentration von Stérzentren angezeigt wird. Den normalen Spt er- 
halt man immer, wenn man bis zu einer Temperatur tempert, bei der 
thermisches Gleichgewicht der einzelatomaren Stérzentren erwartet _ 
werden kann (mindestens Ztp). Ausgenommen sind dabei die Falle-mit 
Kristallisationsbehinderung nach Tabelle 4 in den Spalten e, f und h. 
Sie deuten daraufhin, daB die Stérstellenkonzentration auch von der 


1 SUHRMANN, R., u. H. SCHACKENBERG: 1. c. 
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KristallitgréBe abhingig ist! Zwischen tiefster Temperatur und Ztp 
muB die Ausflockung stattfinden. Sie wird mit einer 6rtlich schwanken- 
den Konzentration der einzelatomaren Zentren verbunden sein. Dies 
gibt eine Erklarung fiir eine Beobachtung, die aus den Fig. 2 und 3 zu 
entnehmen ist. Steile Sprungkurven werden nur dann beobachtet, wenn 
eine Kondensation entweder bei tiefster Temperatur oder bet Ztp erfolgt 
oder wenn bis zur Ztp getempert wird. Im Zwischenbereich werden die 
Sprungkurven brert ! 

Wenn man den reinen Idealkristallen der Metalle die Eigenschaft 
der S-leitung weiterhin zuschreiben will, wie dies bisher in allen Theorien 
der S-leitung getan wird, so muB man einen sekundaren Einflu8 der 
Stérzentren auf den Mechanismus der S-leitung betrachten. Er kénnte 
z.B. darin bestehen, daB eine Anderung der Zahl der Leitfahigkeits- 
elektronen oder der Gitterkonstanten bewirkt wird. Da es nach unseren 
Ausfiihrungen iiber die Fehlordnung den idealen Kristall nicht gibt, 
mdéchten wir noch auf andere Deutung hinweisen, namlich die jeweils 
vorhandene Stérkonzentration selbst fiir den Mechanismus der S-leitung 
verantwortlich zu machen. Dann miiBten die in den Zentren lokalisierten 
Elektronenzustande benutzt werden, um eine atomare Theorie der 
S-leitung zu entwickeln. Die bemerkenswerte Konstanz der Spt und die 
Steilheit der Ubergange fiir viele S-leiter, besonders in Form gut ge- 
temperter Einkristalle, ware mit der hier vorliegenden sehr definierten 
und 6rtlich gleichmaBigen Konzentration der Zentren zu erklaren. 

Wir méchten in diesem Stadium der mitgeteilten Versuche nicht auf 
weitere Einzelheiten eingehen. Es soll nur bemerkt werden, daB der 
gleichzeitige Zusatz gitterfremder Atome eine bedeutende Moglichkeit 
zur naheren Klarung des Fehlordnungstyps ergibt. Dann sind. Reak- 
tionen mit Stdrstellen und Einwirkung auf ihre Konzentration méglich. 
Wir wissen aus geniigend Versuchen an Nichtmetallen, daB sie gesteigert 
oder vermindert werden kann. (Beispiele dafiir sind Alkalihalogenide 
mit Schwermetall- oder Erdalkaliionen oder Ag-Halogenide mit Schwefel- 
ionen.) Es soll in weiteren Arbeiten ausfiihrlicher berichtet werden, wie 
es gelingt, den Spt von Sn durch geringe Zusatze (z.B. von Cr) nach 
tiefer Temperatur zu verschieben oder durch Einbau von einwertigem 
Metall (Cu, Ag und Au) bis 7° K zu erhdhen. 

Wir haben zum Schlu8 der Notgemeinschaft der Deutschen Wissen- 
schaft fiir eine entscheidende Hilfe zu danken. Es wurden uns Helium- 
pumpen und Hilfsapparate zur Verfiigung gestellt. Ebenfalls gebiihrt — 
der Gesellschaft fiir Linde’s Eismaschinen, Niirnberg groBer Dank fiir 
die kostenlose Uberlassung groBer Mengen von fliissigem Sauerstoff. 


Erlangen, Physikalisches Institut der Universitit, November 1951. 
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Die Beeinflussung der inneren Reibung 
von Fliissigkeiten durch elektrische Felder. 
Von 
JAN VAN CALKER und BRUNO AUBKE. 

Mit 11 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 22. Oktober 1951.) 


Die im Schrifttum mehrfach behandelte Beeinflussung der inneren Reibung di- 
elektrischer Flissigkeiten durch elektrische Felder kann auf Verunreinigungen 
zuriickgefiihrt werden. MaBSgebend sind sekundare Ioneneffekte: Impulstransport 
solvatisierter Ionen, Erwarmung durch Stromdurchgang, Behinderung der Bildung 
von Molekiilkomplexen durch Ionenbewegung. Diese Vorstellungen werden durch 
die Messungen bestatigt. Durch eine mathematische Ahnlichkeitsbetrachtung ge- 
lingt es, die an verschiedenen Anordnungen gewonnenen MeBergebnisse einheitlich 
zu deuten und ineinander tiberzufiihren. 


1. Einleitung. 

Die Frage des Einflusses elektrischer Felder auf die innere Reibung 
von Fliissigkeiten wurde erstmalig 1885 durch W. Konic [J] untersucht. 
Dem folgen eine groBe Zahl von Arbeiten weiterer Autoren}, die sich 
nicht nur durch die angewandten MeBmethoden, sondern ebensosehr 
auch durch die Verschiedenheit ihrer MeBergebnisse unterscheiden. 
Dabei bleiben die Widerspriiche nicht nur auf die alteren Arbeiten be- 
schrankt, sondern auch in den neueren Untersuchungen finden sich so 
unterschiedliche Ergebnisse, daB es schwierig erscheint, sie alle auf den 
gleichen Mechanismus des Feldeinflusses zurtickzufiihren; denn es 
werden sowohl Zu- als auch Abnahmen der inneren Reibung beobachtet 
und die GrédBe der Reibungsdnderung schwankt zwischen einigen Pro- 
mill und einigen Hundert Prozent. Ebenso widerspruchsvoll wie die 
Aussagen iiber GréBe und Richtung des Effektes sind auf den ersten 
Blick die Angaben iiber die Feldstarkenabhangigkeit®.  - 

Das Ziel der vorliegenden Untersuchung war, diese Schwierigkeiten 
des Verstandnisses aufzuklaren, die verschiedenen MeBergebnisse aus 


1 Vel. Literaturverzeichnis am Schlu8 der Arbeit. 

2 So werden von den verschiedenen Autoren unter anderem beobachtet: 
Kein Feldeinflu8 [J, 3, 5]. Zunahme der Reibung [3, 4, 7, Lhlon Lay ls, LO, 145 Lol) 
Zu- und Abnahme [3, 6, 8]. GroBe Effekte (bis zu 47) [3, 4, 11, 12, 14]. Effekte 
verschiedener GréBenordnungen [7, 10, 21, 22]. Lineare Feldabhangigkeit [2, 8, 18]. 
Nichtlineare Feldabhangigkeit [10, 12, 14]. Sattigung [16, 17, 21, 22]. Orientierung 
im Feld [16, 17]. Keine Orientierung [8, 10, 11, 12, 14, 21, 22]. Effekte bei dipol- 
losen Fliissigkeiten [2, 3, 10]. Effekte nur bei Dipolfliissigkeiten [7, 8, 11, 16, 17, 
18, 21, 22]. (Die Zahlen bedeuten die Nummern des Literaturverzeichnisses.) 
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einheitlichen Grundvorstellungen heraus zu deuten und insbesondere 
die Frage zu klaren, ob die beobachteten Reibungsaénderungen durch 
eine Orientierung der Molekiile im Feld bedingt sind, oder ob sekundare 
Einfliisse tiberwiegen. 

Eine kritische Gegeniiberstellung und Wertung der Veréffentlichun- 
gen und der MeBmethoden! zeigt, daB es mdglich ist, alle beobachteten 
Effekte zu deuten, wenn man sich von dem Mechanismus des Feld- 
einflusses auf die innere Reibung von Fliissigkeiten folgendes Bild macht: 
Eine Orientierung der Dipole im Feld, die eine meBbare Anderung der 
inneren Reibung zur Folge hatte, tritt nicht auf; darum ist bei wirklich 
reinen Fliissigkeiten ein FeldeinfluB nicht nachweisbar. Praktisch ist 
jedoch dieser geforderte Reinheitsgrad nur in seltenen Fallen und bei 
Beobachtung auBerster VorsichtsmaBnahmen erreicht. Daher tritt in 
allen anderen Fallen ein EinfluB des Feldes auf, der sich als Uberlagerung 
von Ioneneffekten deuten 1aBt: 

4. Zunahme der inneren Reibung bei einem Feld senkrecht zur 
Strémungsrichtung, da durch die quer zur Str6mungsrichtung wandern- 
den Ionenkomplexe Impuls von schnelleren in langsamere Schichten 
— und umgekehrt — tibertragen wird. 

2. Abnahme der Viskositat infolge Erwarmung bei Stromdurchgang. 

3. Moglicherweise erfolgt nach einer Theorie von ANDRADE [22] und 
Untersuchungen von G. JANDER und Mitarbeitern [24] eine Abnahme 
der Viskositat dadurch, daB die Bildung von Molekiilkomplexen, die 
die Beweglichkeit stark beeinflussen, durch in der Fliissigkeit bewegte 
Ionen gestért wird. Genauere Aussagen hiertiber sind nach den bisher 
vorliegenden Beobachtungen nicht méglich. 

Welcher von den beiden ersten Effekten titberwiegt, hangt neben den 
Apparatureigenheiten ab von der Leitfahigkeit der Fliissigkeit und dem 
Solvatationsgrad der Ionen. Bei hoher Leitfahigkeit kann der zweite 
den ersten vollkommen tiberdecken. Starke, von der Ladung und GréBe 
der Ionen und dem Charakter der Fliissigkeit abhingige Solvatation 
dagegen bedeutet ein Anwachsen des ersten Ioneneinflusses. Mit diesen 
Vorstellungen ist qualitativ eine Deutung des Feldeinflusses auf ver- 
unreinigte, dielektrische Fliissigkeiten méglich; eine quantitative Er- 

‘fassung diirfte jedoch kaum zu erreichen sein, da schon die einzelnen 
Komponenten des Feldeinflusses sich schwerlich streng erfassen lassen. 

Wenn diese Vorstellungen den Tatsachen entsprechen und den Me- 
chanismus des Feldeinflusses richtig wiedergeben, dann muBte sich die 
Richtigkeit dieses Bildes und der sich ergebenden Folgerungen relativ 
einfach experimentell bestatigen lassen. 

So miissen spezielle apparative Eigentiimlichkeiten leicht als solche 
erkannt und vor allem beim Ubergang von einer Anordnung zu einer 


1 Vel. Dissertation B. AuBKE, Miinster 1950. 


Beeinflussung der inneren Reibung von Fliissigkeiten. 445 


ihr ahnlichen prinzipiell gleiche Aussagen iiber das Verhalten der Fliissig- 
keit erhalten werden. Es muB8 also auch méglich sein, die in verschie- 
denen MeBgefaBen erhaltenen Ergebnisse auseinander abzuleiten und 
durch die gleiche Funktion zu beschreiben. 


2. Die experimentelle Anordnung und die Durchfiihrung der Messungen. 

Fur die Messungen wurde ein Kapillarviskosimeter benutzt mit einer 
Glaskapillare von 15 cm Lange und 0,7 mm lichter Weite. Die Fliissig- 
keit strémt unter dem Einflu8 der Schwere zwischen den NiveaugefaBen 
uber und wird nach der Messung durch eine Wasserstrahlpumpe zuriick- 
gesaugt. In der Achse der Kapillare ist ein Draht von 0,2mm @ Cu 
(MeBgefaB I) bzw. von 0,04 mm @ Pt (MeBgefaB IT) ausgespannt. Eine 
exakte Zentrierung des Drahtes lieB sich mit den verfiigbaren Hilfsmitteln 
nicht erreichen, doch ist das fiir die Ergebnisse und ihre Diskussion nicht 
von Bedeutung. Das ganze Viskosimeter befand sich in einem Wasser- 
bad. Das nichtstationare Verhalten beim Einsetzen der Strémung 
wurde nicht mitgemessen. Als Spannungsquelle fiir das zwischen Draht 
und Wand liegende Feld diente die durch einen Transformator im Ver- 
haltnis 1:20 heraufgesetzte, mit Hilfe eines Schiebetransformators zwi- 
schen null und 220 V regelbare Spannung des Stadtnetzes. 

Aus den angelegten Spannungen werden die Feldstérken nach der 
Formel: = 
y: | = Hew eh n=) 


4) ee 
the 


erhalten. Darin bedeuten E{” die Feldstarke im Medium 1 (Fliissigkeit) 
im Abstandy vom Draht, R, den Aufenradius der Kapillare, R den 
Innenradius der Kapillare, 7) den Radius des Drahtes, ¢, die DK der 
Fliissigkeit und ¢, die DK des Kapillarenglases. So ist z. B. die Feldstarke 
am Draht fiir CCl, im MeBgefaB I (Mg I) gleich 3,46 kV/cm, im MeB- 
gefaB II (Mg II) gleich 11,15 kV/cm bei einer angelegten Spannung von 


Tabelle 1. 


7 in Zentipoise 


DKF —20°C 
A> 104 cm 


Substanz 
t—202G 


DK bezogen auf Wellenlange 4; Dipolmoment mu; Viskositat 7. 
30* 
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100 V. Untersucht wurden die in der vorstehenden Tabelle 1 mit ihren 
charakteristischen Daten aufgefiihrten Fliissigkeiten. 


Eine besondere Reinigung der Fliissigkeiten (Reinheitsgrad p. a. oder 
,reinst‘‘ DAB 6) wurde nicht vorgenommen, da ja gerade der durch die 
Verunreinigung bedingte Effekt gemessen werden sollte und nach den 
vorliegenden Ergebnissen bei wirklich veinen Fliissigkeiten ein Feldein- 
fluB von meBbarer GréBe nicht zu erwarten ist. Systematisch von héch- 
sten Reinheitsgraden der Versuchsfliissigkeit zu steigenden Verunreini- 
gungen zu gehen, hatte experimentelle Hilfsmittel verlangt, die weit 
liber das zur Verfiigung stehende hinausgegangen waren. 


6 — 
BL CH, a ait 3. Die M ebergebnisse 
4 x und thre Diskussion. 

' i eh Obwohl die MeBer- 
An : 5 gebnisse fiir polare und 
2 ; a apolare  Flissigkeiten 

ins hee 2000 ~~ ~+Volt 3000 + wesentlichequantitative 
mah Spanning —* Unterschiede zeigen, er- 
Fig. 1. Reibungsanderung bei Benzol, MeBgefaB I. halt man doch bei allen 


Substanzen eine im 
Prinzip gleiche Abhangigkeit des Effektes von der Feldstarke, wie sie 
in der Fig.1 am Beispiel des Benzol, Mg II veranschaulicht wird. 
Fiir kleine Feldstarken ist die Anderung der DurchfluBzeit negativ. 
Mit zunehmender Feldstarke durchlauft sie ein Minimum, geht dann 
sehr steil durch Null, zunachst noch weiter mit der Feldstarke an- 
steigend, und scheint in manchen Fallen eine Art Sattigung bei hohen 
Feldstarken anzudeuten. Es liegt nahe, dieses Verhalten aus der Uber- 
lagerung der beiden bereits angegebenen Ioneneffekte zu erklaren. Dies 
scheint jedoch einen Widerspruch zu ergeben: Die Erwarmung der 
Flissigkeit ist proportional zum Quadrat der Feldstarke, die Zunahme 
der inneren Reibung infolge Impulstransportes quer zur Str6mungs- 
richtung steigt nach den Messungen von Dosrnski [8] und MEnz [10] 
_ aber nur linear mit der Feldstaérke an. Somit ware bei hohen Feldstarken 
ein Uberwiegen der Erwarmung und damit eine Abnahme der Durch- 
fluBzeit zu erwarten. 


_ Gerade das Gegenteil ist aber der Fall. Dieses scheinbar widerspre- 


chende Verhalten kann aber verstanden werden, wenn man sich die 
besonderen Verhaltnisse bei Wechselfeldern klarmacht. 


Die Proportionalitat des Feldeinflusses zur Feldstarke wurde bei Gleich- 
spannungsfeldern gefunden. Bei Wechselspannungsfeldern zeigt sich 
dagegen, daB bei gleicher Feldstarke bei Abnehmen der Frequenz mit 
dem GréBerwerden der Amplituden der Ionenbewegung ein sehr steiles 


Beeinflussung der inneren Reibung von Flissigkeiten. 447 


Ansteigen der Reibungszunahme im Feld erfolgt. Diese Frequenzabhan- 


gigkeit, wie sie von MENz [10], B]GRNSTAHL und SNELLMANN [14], und 


ANDRADE [22] festgestellt wurde, ist in Fig. 2 wiedergegeben. Dabei 
sind die absoluten Werte von Feldstirke und Effekt wesentlich eine 
Funktion der speziellen Abmessungen des Viskosimeters. Jedoch ist die 
Lage der MeBpunkte zueinander, d.h. die Kurvenform, auf die es fiir die 
folgenden Uberlegungen allein ankommt, immer die gleiche. Darum 
sind Feldstarke und Effekt in der Fig. 2 in willkiirlichen Einheiten an- 
gegeben. 

Entsprechend der Frequenzabhangigkeit des Effektes bei konstanter 
Feldstarke muB also fiir Wechselstrom eine Feldabhangigkeit bei kon- 
stanter Frequenz angenommen 
werden, deren Verlauf sich auf 
Grund einfacher Annahmen 
(deren Richtigkeit sich aus den 
MENZschen Messungen ergibt) G?) 
aus der Kurve der Frequenz- 71 
abhangigkeit wenigstens in 
guter Naherung erhalten 1aBt. Praia finn 

Die Feldabhangigkeit des Fig. 2. Frequenzabhangigkeit des Feldeinflusses nach MENz, 
Effektes 1aBt sich angeben, 
wenn die Frequenzabhangigkeit nicht nur bei einer, sondern fiir alle Feld- 
starken angegeben werden kann. Sie ist aber aus exnery gemessenen Kurve 
fiir alle Feldstarken zu ermitteln. Denn ist das Verhaltnis der beiden 
Feldstarken £,/E, =a, dann muB, da bei Gleichspannungsfeldern Propor- 
tionalitat zwischen Feldstarke und Effekt besteht, die Frequenzkurve 
fiir E, die Ordinate in einem Punkte schneiden, dessen Abstand vom Null- 
punkt a-mal so groB ist wie der Abstand des Ordinatenschnittpunktes 
der Kurve £,. Weiter darf angenommen werden, da8 die mittlere Ge- 
schwindigkeit mit der die Ionen durch die Fliissigkeit bewegt werden, 
proportional der Feldstarke ist, so daB bei a-facher Feldstarke von den 
Ionen wahrend einer Halbperiode im Mittel auch der a-fache Weg zuriick- 
gelegt wird. Lag also bei der Feldstarke £, das Maximum der Kurve, 
bei der ja die Amplitude der mittleren Ionenbewegung gerade mit den 
GefaBabmessungen iibereinstimmt, bei der Frequenz /,, so muB fiir die 
Feldstarke E,=a-E, das Maximum bei der Frequenz f/f, =a - f, liegen, 
da die Ionen nunmehr im Mittel nur den a-ten Teil der Zeit } - f, gebrau- 
chen, um von einer Elektrode zur anderen zu gelangen. Und weiter muB 
fiir E, das Maximum den a-fachen Betrag haben, wie das Maximum der 
Kurve £,, da die Ionen die Fliissigkeit in der Zeiteinheit a-mal so oft 
durchqueren. Damit ist fiir zwei Punkte der £,-Kurve der Ubertragungs- _ 
maBstab festgestellt. Da endlich noch verlangt werden muB, daB die — 


‘Kurven E, und £, einander dhnlich sind, so. folgt, daB der gleiche 
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UbertragungsmaBstab auch auf alle iibrigen Punkte der Kurven anzu- 
wenden ist. Ausgehend von der Kurve Ey der Fig. 2 ist so fiir die Werte 
die Kurvenschar der Fig. 3 erhalten worden. 
Durch Umzeichnen ergibt sich hieraus die 
Feldabhangigkeit des Effektes bei konstanter 
Frequenz f, (Fig. 4). Die Reibungszunahme 
wichst zundchst nur sehr langsam mit der 
Feldstarke an. Dann erfolgt ein sehr steiler An- 
stieg, nach dem die Kurve 
wieder umbiegt und der 
Effekt einer Sattigung zu- 
strebt. E* bedeutet die 
Feldstarke, bei der die Am- 
plitude der lonenbewegung 
gerede mit dem Elektro- 
denabstand tibereinstimmt. 
Diesem Kurvenverlauf 
liberlagert sich der zu E? 
proportionale Erwarmungs- 
effekt (Fig. 5). Dabei ist 
aber zu beachten, daB diese 
quadratische Abhangigkeit 
nur fiir Feldstarkenwerte 
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kleiner E* gelten kann. 
Wenn die Ionen ihre Ma- 


{ ximalamplituden — erreicht 
ies elektr. Feldstirke © —> haben, und dann bei héhe- 
ca Z ; rer Feldstarke in jeder 
iS, Halbperiode einige Zeit an 
den Elektroden verweilen, 
muB auch hier eine Satti- 
gung eintreten, wie es in 
der Kurve angedeutet ist. 
Aus der Uberlagerung 
dieser beiden Kurven (4und 
5) ergibt sich dann die beobachtete Feldstarkenabhangigkeit des Effek- 
tes (Fig. 6), wie sie in Fig.1 am Beispiel des Benzols gezeigt wurde 
und wie sie, hinsichtlich der absoluten Werte verschieden, aber in der 
Form stets gleich, fiir alle Substanzen und MeBgefaBe festgestellt 
werden konnte. 
In diesem Kurvenverlauf wird weiterhin auch die nach ANDRADE [22] 
zu erwartende Abnahme der inneren Reibung noch eine, wenn auch ge- 
tinge, Rolle fiir die Erklarung des negativen Effektes spielen. 
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Fig. 5. Erwarmungsanteil des Feldeinflusses. 
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Ein anderes Verhalten des Effektes, das sich aus den Kurven ablesen 
laBt, fiigt sich qualitativ gut in das oben besprochene Bild ein. Es ist 
dies der Unterschied zwischen polaren und apolaren Fliissigkeiten (Fig. 7 
und 8). Gegeniiber letz- ‘ 
teren zeigen die Dipol- 
fliissigkeiten eine insge- 
samt viel starkere Rei- 
bungsbeeinflussung, wie 
es ja auch nach den an- 


elektrische Feldstarke © —~ 


deren Ergebnissen zu er- Fig. 6. Feldabhangigkeit des Feldeinflusses auf die innere 
warten war. Dies erklart Reibung (theoretisch). 

sich ohne weiteres aus 60 

der viel staérkeren Solva- He a 
tation der Ionen in der CaHs0CeHs 
Dipolfliissigkeit, die dem- ed 

entsprechend ein viel star- ' 30k 

keres Hervortreten der ° ce : 
Zahigkeitszunahme __in- = nt / 

folge Impulstransportes a ih CCle 

zur Folge hat. Denn bei 0 a ; 
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Ionen nimmt zwar auch ; : : —_ ; 
Fig. 7. Einflu8 des Dipolmomentes auf die Anderung der inneren 


ihre Geschwindigkeitnach __ Reibung im Feld am Beispiel C,H,OC,H, und CCl, MeBgefiB IL. 
dem STOKEsschen Gesetz 

: 40 ea 
umgekehrt proportional % 
zum Radius 7 des gebilde- sn CeHsCl 


ten Komplexes ab, gleich- 
zeitig nimmt aber die 
Masse des Komplexes mit 
v> za, so daB eine Zu- 


ts ae 


nahme des Impulstrans- 
portes mit 7? resultiert, 
wogegen wegen der ge- 
ringeren Geschwindigkeit 
der Ionen der Strom pro- 
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Fig. 8. Einflu8 des Dipolmomentes auf die Anderung der inneren 
Reibung im Feld am Beispiel C,H;Cl und C,H,, MeBgefa6 I. 


portional zu 7 abnimmt, 

was ein Zuriicktreten des Erwarmungseffektes zur Folge hat. Das be- 
deutet also, daB sich bei Dipolfliissigkeiten die Zunahme der Viskositat 
durch Impulstransport viel starker geltend macht. 

Es wurde bereits darauf hingewiesen, welche Bedeutung dem Rein- 
heitsgrad der Fliissigkeiten zukommt. Ein Beispiel dafiir gibt Fig. 9; 
sie zeigt den an CCl,H gemessenen Effekt unmittelbar nach dem Ein- 
fiillen (I) und nach langerem Stehen (II) des an eine Wasserstrahlpumpe 
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angeschlossenen MeBgefaBes. Damit ist auch zugleich die Erklarung dafiir 
gegeben, daB die Streuung der MeBwerte trotz weitgehender Konstanz 
aller Bedingungen relativ hoch ist. 


4. Der EinflugB der Apparatur und seine mathematische Beriicksichtigung. 
Beziiglich der MeBergebnisse an denselben Substanzen aber bei ver- 
schiedenem MeBgefa8 wird verlangt werden miissen, da diese Messungen 
iiber das Verhalten der Fliissigkeit das gleiche aussagen, wenn sie uber- 
haupt in sich verniinftig sein sollen. Nun liegt bei der. Messung zwangs- 
laufig durch die Anordnung eine Mittelwertbildung vor. Beobachtet 
wird so, als ob der FeldeinfluB 

va im ganzen Raum der gleiche ware, 


% in Wirklichkeit ist er jedoch 

wegen des inhomogenen Feldes 

| : von Ort zu Ort verschieden. Da- 

An yf durch kommt in die graphische 

aie Darstellung eine Willkiir, da ja 
0 


00 70007200 ~+~=—« Nicht ohne weiteres klar ist, wel- 
Sponnung —= Volt che Feldstarke nun dem gemesse- 
Fig. 9. one hie oe am Beispiel nen mittleren Effekt zugeordnet 
as ; werden soll. Vielmehr ist zu- 
nachst jede Zuordnung zwischen dem beobachteten Effekt und einer Feld- 
starke — z.B. der Feldstarke am Draht oder der mittleren Feldstarke — 
eine willkiirlich herausgegriffene, aber nicht notwendige Art der Dar- 
stellung. Aus diesem Grunde wurde in den Kurven darauf verzichtet, einen 
solchen Zusammenhang anzudeuten und es wurden direkt die gemessenen 
Werte — relative Reibungsanderung und angelegte Spannung — gegen- 
einander aufgetragen. Es liegt nun nahe, fiir den Zusammenhang der 
MeBwerte im einen und im anderen MeBgefaB ein Ahnlichkeitsgesetz zu 
vermuten. Es zeigt sich jedoch, daB es nicht méglich ist, mit Hilfe der 
Theorie der physikalischen Ahnlichkeit fiir diesen Fall ein Ahnlichkeits- 
gesetz aufzufinden. Denn die Anwendung der Ahnlichkeitstheorie wiirde 
geometrische Ahnlichkeit der MeBgefaBe oder zum mindesten ihre affine 
Abbildbarkeit aufeinander zur Voraussetzung haben. Diese Bedingung 
ist hier aber nicht erfiillt. Da andererseits auch die endliche, analytische 
Lésungsgleichung des Problems nicht gegeben ist — in diesem Fall 
lassen sich an Hand einer erweiterten Ahnlichkeitstheorie auch fiir un- 
ahnliche Gebilde noch Ahnlichkeitsgesetze aufstellen —, fiihrt eine An- 
wendung der Ahnlichkeitstheorie nicht zum Ziel. | 
Es bleibt also nur die Méglichkeit, den Zusammenhang zwischen 
FeldeinfluB und Feldstérke — und damit die Zuordnung der MeBwerte 
in den beiden GefaéBen zueinander — dadurch herzustellen, daB die durch 
die Messung bedingte Mittelwertbildung in der Rechnung beriicksichtigt 
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und gewissermaBen riickgangig gemacht wird. Um diese Rechnung exakt 
durchzufithren, miiBte die Feldabhangigkeit des Effektes allerdings als 
analytische Gleichung gegeben sein, was ja nicht der Fall ist. Es gelingt 
jedoch, diese Rechnung unter vereinfachenden Annahmen niherungs- 
weise durchzufithren und die Reibungsanderung als Funktion der Feld- 
starke mit Hilfe eines die Abmessungen der Apparatur enthaltenden, 
dimensionslosen Faktors in einer vom MeBgefai8 unabhingigen Form 
darzustellen. 


Wir gehen zu diesem Zweck aus von der Grundgleichung der Hydro- 
dynamik reibender Fliissigkeiten. In Vektorschreibung lautet sie: 


—— 


© 4 ygradv—G— ' grad p—" rot rot v. 
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—_ 


Unter Vernachlassigung der Volumkrafte und Beriicksichtigung der Geo- 
metrie des Systems (Zylinderkoordinaten) sowie des stationaren Zu- 
standes ergibt sich daraus die Differentialgleichung: 


ap _ (ae, 1 0 
aan pet > orf? 


OL a a (r 2. 
len Or 


oder: 


Zur exakten Ermittlung des Feldeinflusses miiBte die nun folgende Inte- 
gration mit einem verdnderlichen, von der Feldstarke und damit von 7 — 
abhangigen 7 durchgefithrt werden. Da die Anderung von 7 jedoch 
zunachst als klein angenommen werden darf, soll sie fiir die Berechnung 
der Geschwindigkeit nicht beriicksichtigt und ihr erst bei der Integration 
iiber den Querschnitt zur Bestimmung des ausstrémenden Volumens 
Rechnung getragen werden. Es. wird EP: 


a hal AM, pire: ike ie § ee We 
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Darin ist FR der at der Kapillare, 7) der Radius des eingespannien 
Drahtes. 
Die Berechnung des anetere les Volumens wird nun mit Vetaner 
lichem 77 surcheeiihrt: ; 
R * 
W' =f vdo 
5 ‘ 
Bei Gleichstrom zeigt sich eine lineare OAs eta es Es werde also _ 
der Ansatz gemacht: ; 
it ‘i ~ 4 
n=no(1 +x —). . — 
Die binomische Entwicklung liefert: ) 
1 ie v’ 
— —— 4 4 eee]. 
uaF TN me 7 4 : 
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shy Pablo hg ope 
Es wird also “2 6) 
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_ Der wahre Effekt an der Drahtoberfliche wird nach dem Ansatz: 
nHn=n(1+xV’) 


iat 
? 


ss | “7o 


0 0 

Beachtet man, daB A7/7 als klein gegen 1 vorausgesetzt ist, so folgt fiir 
den Zusammenhang zwischen nicht gemitteltem und beobachtetem 
Effekt, bzw. zwischen beobachtetem Effekt und angelegter Spannung: 


€B N 2 V" N 
. <——= Le — me ss —e 
pF 1 hag = 1% B 7S 


Es miissen also die Kurven 


fiir alle Werte von 7) zusammenfallen. 
Entsprechend muB bei einer nichtlinearen Feldabhangigkeit erwartet 
werden, daB die Kurven 


iir verschiedene Werte von 7, identisch sind. 

Der Effekt ist also aufzutragen als eine Funktion der Feldstarke am 
Draht. Dann ist N/7,- S ein dimensionsloser Faktor der den Ubergang 
zwischen den verschiedenen MeBgefaBen liefert. 

Zahlenrechnung. Fir Benzol und Tetrachlorkohlenstoff, fiir deren 
Messung die Kontrolle durchgefiihrt werden soll — sie zeigen als apolare 
geringe Effekte — gelten die Werte: 


= 045 ; R=0,035, 791 — 0,01, 799 = 0,002, &; = 2,25, (55 = OV 
Mit diesen Werten ergibt sich: 


N 5 N N [nN i 
aa 9g petal moe en 8,45, 3 ae ae ee in pie 
Fiir das Ordinatenverhaltnis der Kurven im MgI und Mg II ergibt 


sich also ein Faktor 3,9. my 
Das Abszissenverhiltnis ergibt sich daraus, daB fiir gleiches e,, gelten 
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Das ergibt fiir die einander entsprechenden Spannungen die Bedingung: — 
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Die Kurven fiir CCl, und C,H, im MgI gehen danach durch Multipli- 
kation der Ordinatenwerte mit 3,9 und der Abszissenwerte mit 3,25 aus 
den im Mg II gemessenen hervor. Die Fig.10 und 411 zeigen die experi- 
mentelle Kontrolle dieser theoretischen Forderung. Es zeigt sich, daB 
es auf Grund der Rechnung — unter Beriicksichtigung der gemachten 
Voraussetzungen und der Naherungen, unter denen sie durchgefiihrt 
wurde — méglich ist, die Kurven in befriedigender Weise zur Deckung 
zu bringen. 

Wahrend also aus dem gekennzeichneten analogen Verlauf der Kurven 
allgemeingiiltige Vorstellungen iiber den Mechanismus des Feldeinflusses 
auf die innere Reibung dielektrischer Fliissigkeiten gewonnen werden 


Seams of CCl, 7 
: 2b 


A 1000 7500 Volt 
2000 3000 Ope eee 
: Spannung —> Volt Pp g 
zee ° x 
Fig. 10. Vom MeBgeféB unabhangige Darstellung Fig. 11. Vom MeBgefa8 unabhangige Darstellung des 
des Effektes fiir C,H,. (x: Mg I; 0: Mg II.) Effektes fiir CCl,. (x: Mg I; 0: Mg II.) 


konnten, zeigt das exakte Zusammenfallen der Kurven, da Messungen 
in verschiedenen Apparaturen nicht nur qualitativ sondern quantitativ 
iibereinstimmende Aussagen tiber das Verhalten der Fliissigkeiten liefern. 
Damit ist zugleich gezeigt, daB auch fir alle anderen (fritheren) Arbeiten 
es prinzipiell méglich sein muB, deren Mefergebnisse auseinander abzu- 
leiten und aufeinander zuriickzufiihren, wenn nur die Bedingungen, 
unter denen diese Ergebnisse erhalten wurden, miteinander vergleichbar 
sind. 


Zusammenfassung. 


I. Uber den Mechanismus des Einflusses elektrischer Felder auf die 
innere Reibung  dielektrischer Fliissigkeiten werden folgende Vorstel- 


lungen entwickelt, die es gestatten, alle vorliegenden Beobachtungen 
einheitlich zu deuten: 


Ein unmittelbarer EinfluB des elektrischen Feldes auf die innere 
Reibung von reinen, dielektrischen Fliissigkeiten ist, wenn vorhanden, 
zu klein um experimentell nachgewiesen zu werden. Die beobachteten 


Viskositatsanderungen sind auf die folgenden sekundiaren Ioneneffekte 
zuriickzufihren : 


1. Zunahme der Viskositét~ durch Impulstransport solvatisierter 
Tonen. . 
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2. Abnahme der Viskositat wegen der Erwarmung der Fliissigkeit 
durch Stromdurchgang. 

3. Abnahme der Viskositat, da die in der Fliissigkeit bewegten Ionen 
der Bildung von Molekiilkomplexen entgegenwirken. 

II. Auf Grund der entwickelten Vorstellungen und der vorliegenden 
Ergebnisse gelingt es, den grundsitzlichen Verlauf eigener Messungen 
vorauszusagen. Mit dem so geforderten Verlauf wird gute qualitative 
Ubereinstimmung gefunden. 

III. Die an verschiedenen MeBgefaBen gewonnenen Ergebnisse kén- 
nen auf Grund theoretischer Uberlegungen mit Hilfe einer mathemati- 
schen Ahnlichkeitsbetrachtung quantitativ zur Ubereinstimmung ge- 
bracht und ineinander tibergefiihrt werden. Damit ist weiter gezeigt, 
daB auch die Ergebnisse der friiheren Arbeiten sich prinzipiell aufein- 
ander zuriickfiihren lassen, wenn die Bedingungen im Rahmen dieser 
Uberlegungen vergleichbar sind. 

In der vorliegenden Arbeit wurden zum Teil Messungen mitver- 
wendet, die Herr Prof. Dr. H. SENFTLEBEN vor Jahren angeregt hat. 


Literatur. 
[1] Konic, W.: Wiedemanns Ann. 25, 618 (1885). — [2] QuINKE, G.: Wiede- 
manns Ann. 19, 728 (1883). — [3] TRAuTz u. FROSCHEL: Ann. Phys. (5) 22, 223 


(1935). — [4] QuinxE, G.: Wiedemanns Ann. 62, 1 (1897). — [5] ZscuiEscuHE, H.: 
Untersuchungen iiber die dielektrische Suszeptibilitat. Diss. Frankfurt 1923. — 
[6] Herzoc, R.O., H. Kupar u. E. Parrscu: Naturwiss. 21, 622 (1933). — 
[7] Herzoc, R. O., H. Kupar u. E. Parrscu: Phys. Z. 35, 446 (1934). — [8] Do- 
BINSKI: Phys. Z. 36, 509 (1935). — Bull. int. Acad: polon. Sci. Lettres, Ser. A 42 
(1935). —[9] ANDRADE, E. N.paC.: Phil. Mag. 17, 497, 698 (1934). — [10] MEwz, H.: 
Ann. Phys. (5) 34, 1940 (1939). — [11] SoxoLow, P.,1S. Sosinsk1: C. R. [Doklady] 
Acad. Sci. URSS, N.S. 4, 135 (1935). — [12] SoxoLow, P., 1 S. Sosinsk1: Acta 
physicochim. URSS (5) 1936, 433, 691. — [13] Atcocx, E. D.: Physics 7, 126 
(1936). — [14] ByOrnsTAHL, Y., u. K.O. SNELLMANN: Kolloid-Z. 78, 258 (1937). — 
[15] Hormann, R.: Z. Physik 92, 759 (1934). — [16] Kimura, Osanu: Bull. Chem. 
Soc. Japan 12, 147 (1937). — [17] Kimura, Osamu: Bull. Chem. Soc. Japan 14, 
243 (1939). — [18] Dixon, A. A.: Phys. Rev. (2) 56, 847 (1939). — [19] JEFFERY, 
B. G.: Proc. Roy. Soc., Lond. (A) 102, 161 (1922). — [20] PETERLIN, ANTON: Z. 
Physik 111, 232 (1938). — Naturwiss. 26, 169 (1938). — [21] ANDRADE and Dopp: 
Nature, Lond. 143, 26 (1939). — [22] AnpRapE, E.N.paC.: Proc. Phys. Soc. 
Lond. 52, 748 (1940). — [23] FINKENSTEIN, B.: J. Exper. Phys. 10, 1105 (1940) 
(Russisch). — [24] JanpER, G., Cur. BLoum u. B. GRUTTNER: Z. anorg. Chem. 


258, 205 (1949). 


Miinster (Westf.), Physikalisches Institut der Universitat, den 18. Ok- 
tober 1951. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 131, S.456—469 (1952). 


Stromungen von fluiden Medien 
mit inneren Umwandlungen und Druckviskositat. 
Von 
J. MEIXNER, Aachen. 


(Eingegangen am 20. November 1951.) 


Es wird untersucht, wie sich die Grundgleichungen der Hydro- und Aerodynamik 
andern, wenn in dem fluiden Medium innere Umwandlungen (Relaxationsvorgange, 
unter welchen die chemischen Reaktionen mitverstanden werden) ablaufen, die 
schnell gegeniiber den Strémungsvorgangen sind. Es zeigt sich, daB nur im Druck- 
tensor eine Anderung eintritt, indem zur Schubviskositat eine Druckviskositat 
hinzukommt, deren Wert sich aus den Daten der inneren Umwandlungen berechnen 
148t. Weiter wird gezeigt, wie innere Umwandlungen, die nicht schnell gegentiber 
den Bewegungen im fluiden Medium sind, von anderen schnellen Umwandlungen 
beeinflu8t werden. Insbesondere ergibt sich, wie die thermodynamischen Daten 
eines solchen Systems, in dem die schnellen Umwandlungen wegreduziert sind, 
von den Daten, die die Gesamtheit der Umwandlungen beschreiben, abhangen. 
Bemerkenswert ist hier das Auftreten neuartiger Koeffizienten neben der Druck- 
viskositat in den reduzierten Gleichungen. Sie geben wohl das erste nicht triviale 
Beispiel fiir gewisse von CASIMIR allgemein hergeleitete Reziprozitatsbeziehungen. 


1. Problemstellung. : 

Die Dynamik der fluiden Medien (Fliissigkeiten oder Gase) beruht 
auf vier Grundgleichungen. Diese sind die Kontinuitatsgleichung fiir 
die Dichte, die Bewegungs- oder Impulsgleichung, die Energiegleichung 
und die Zustandsgleichung. Sie werden erganzt durch den FourtERschen 
Ansatz fiir die Warmeleitung und den Ansatz fiir den Drucktensor. Hat 
man es mit fluiden Medien zu tun, in denen chemische Reaktionen 
ablaufen, so treten noch die Gleichungen hinzu, welche die Reaktions- 
geschwindigkeit an jeder Stelle durch den dort herrschenden Zustand 
ausdriicken. 

Tatsachlich kénnen schon in fluiden Medien, welche nur eine einzige 
Komponente enthalten, mit einziger Ausnahme der einatomigen Gase, 
chemische Reaktionen ablaufen, wenn sich Druck und Temperatur dndern. 
Der Begriff der chemischen Reaktion umfaBt ja in seiner thermo- 
dynamischen Formulierung irgendwelche Anderungen des inneren Zu- 
standes, so den Ubergang zwischen zwei Zustinden eines Molekiils oder 
Umlagerungsvorginge, wie sie bei Fliissigkeiten haufig diskutiert wor- 
den sind. 

Eine Dynamik der fluiden Medien miiBte also auch diese inneren 
Umwandlungen, die wir zusammen mit den eigentlichen chemischen 
Reaktionen allgemein als Relaxationsvorgange bezeichnen wollen, be- 
riicksichtigen. Bei der Vielzahl der méglichen inneren Umwandlungen 
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selbst im einfachsten System (man denke nur an die vielen Rotations- 
und Schwingungsniveaus eines zwei- oder mehratomigen Molekiils mit 
ihren vielen Ubergangsmég slichkeiten) wiirde so das System der dyna- 
mischen Grundgleichungen ungeheuer kompliziert. Gliicklicherweise 
sind aber von den vielen Ubergangsméglichkeiten, wie die Messungen 
der Schallabsorption zeigen, nur wenige wirklich bedeutsam. Und diese 
laufen so schnell ab, daf sie bei langsamen Bewegungen, d.h. bei den 
normalen Strémungsvorgiéngen der Hydro- und Aerodynamik kaum 
eine Rolle spielen. 

Immerhin ist es nicht uninteressant sich zu iiberlegen, was aus dem 
System der dynamischen Grundgleichungen wird, wenn man es unter 
Berticksichtigung der inneren Umwandlungen ansetzt und dann auf 
langsame Bewegungen reduziert. Es zeigt sich namlich, daB® sich die 
ublichen Grundgleichungen der Hydro- und Aerodynamik ergeben, daB 
sie aber als phanomenologischen Ausdruck der inneren Umwandlungen 
eine Druckviskositat enthalten, die sich aus den die Reaktionsgeschwin- 
digkeiten bestimmenden GréBen und aus den thermodynamischen 
Eigenschaften des Systems berechnen laBt. Diese Druckviskositat ware 
zusatzlich zu einer eigentlichen Druckviskositat, wenn man eine solche 
bei fluiden Medien annehmen wollte. Ein Mechanismus, auf dem eine 
eigentliche Druckviskositat beruhen kénnte, diirfte sich allerdings kaum 
finden lassen und so méchten wir meinen, daB jede beobachtete Druck- 
viskositat nichts anderes ist als der phadnomenologische Ausdruck fiir 
innere Umwandlungen, welche rasch genug gegentiber den Bewegungen 
des fluiden Mediums verlaufen. Eine experimentelle Bestatigung dieser 
Meinung ist nicht ganz einfach, da die Druckviskositat einer Messung 
nicht leicht zuganglich ist. Die Ergebnisse der einzigen bisherigen 
direkten Messung mit Hilfe des Quartzwindes, welche LIEBERMANN [7] 
durchgefiihrt hat, diirfte aber bereits eine wichtige Stiitze fiir diese 


Meinung bedeuten. 


Des weiteren ist es aber auch von Interesse zu sehen, wie sich die 
dynamischen Grundgleichungen reduzieren lassen, wenn von den 


Relaxationszeiten der Gesantheit der inneren Umwandlungen mehrere. 


sehr groB sind gegen die iibrigen und wenn die Bewegungen des fluiden 
Mediums nur an den kleinen, aber nicht an den groBen Relaxationszeiten 
gemessen, langsam sind. Die so reduzierten Grundgleichungen enthalten 
dann beispielsweise den EinfluB der schnellen Relaxationsvorgange auf 
die Schallabsorption bei Frequenzen die klein gegen den reziproken Wert 
dieser kleinen Relaxationszeiten sind. ae 

Diese Fragen sollen im folgenden untersucht werden, wobei ‘an- 
genommen, wird, daB die Abweichungen vom thermodynamischen — 
_ Gleichgewicht stets klein sind. Diese Annahme reicht fiir langsame 
 Strémungen und fiir die Theorie der Schallabsorption aus. Dann 
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lassen sich diese Fragen’ mit den Methoden der thermodynamischen 
Theorie der irreversiblen Prozesse behandeln ohne da kinetische Uber- 
legungen notwendig waren. Von Warmeleitung und Diffusion soll ab- 
gesehen werden, weil ihre Beriicksichtigung die Untersuchung kompli- 
ziert, ohne daB sich wesentlich neue Gesichtspunkte ergeben wiirden. 
Ferner geniigt es aus demselben Grunde, wenn wir uns auf maximal zwei 
mogliche innere Umwandlungen beschranken. 


2. Der Fall einer inneren Umwandlung. 

Wir betrachten zunachst nur eine einzige innere Umwandlung. Sie 
kann etwa eine eigentliche chemische Reaktion oder ein Ubergang zwi- 
schen Molekiilgrundzustand und dem ersten angeregten Schwingungs- 
zustand (thermische Relaxation) oder eine Umlagerung (Struktur- 
relaxation) sein. Mit € bezeichnen wir die Reaktionslaufzahl oder auch 
die Konzentration des einen Partners der inneren Umwandlung. U, S, V 
seien innere Energie, Entropie und Volumen je Gramm. Das Differen- 
tial der inneren Energie lautet 


dU =TdS—PdV—Adé | (1) 


mit der Temperatur JT, dem Druck P und der im Sinne von DE DONDER 
verstandenen Affinitat A; diese ist gleich der Differenz der chemischen 
Potentiale der Komponenten. T, P, A betrachten wir als Funktionen 
von S, V, €. Diese Wahl der unabhangigen Veranderlichen empfiehlt 
sich, weil wir S annahernd als konstant betrachten diirfen; es sind 
ndmlich die Anderungen von S in zweiter Ordnung klein in den Ande- 
rungen @&, wie man leicht aus der Energiegleichung folgern kann. Alle 
im folgenden vorkommenden Differentialquotienten beziehen sich daher 
soweit nicht ausdriicklich anders bemerkt, auf konstant gehaltene 
Entropie, ohne da wir sie durch den Index S besonders kennzeichnen. 

Im thermodynamischen Gleichgewicht verschwindet A; d.h. die 
Gleichung A(S,V,&)=0 definiert den Gleichgewichtswert &(S,V). In 
der Nahe des thermodynamischen Gleichgewichts kann man A propor- 
tional zu € —E(S,V) ansetzen 

A=—a/(S,V)[E—€(S,V)] (2) 
mit positivem «, da U gegenitiber Variationen von & bei festen S, V im 
Gleichgewicht ein Minimum hat. 

Neben der rein thermodynamischen Beziehung (2) brauchen wir 
noch eine weitere Gleichung, welche die Geschwindigkeit des Reaktions- _ 
ablaufes mit thermodynamischen Daten in Zusammenhang bringt. Aus 
der Tatsache, daB dé/dt=0 fiir A =0 ist, wird man bei kleinen Ab- 
weichungen vom thermodynamischen Gleichgewicht auf den Zusam- 


menhang dé 
Og, =8(S.V)-A(S,V, &) (3) 


———— 


Strémungen von fluiden Medien mit inneren Umwandlungen. 459 


schlieBen. Der Proportionalititsfaktor ¢ ist positiv, weil bei festem 
U, V nach (4) TdS = Adé>0 fiir den wirklichen irreversiblen Ablauf 
der inneren Umwandlung ist. 9=1/V ist die Dichte, fiir sie gilt die 
Kontinuitatsgleichung 

do : ; aVv 


ar 8 divp =O, oder = V divpb. (4) 


Aus (2) und (3) folgt 


dé Jeet r= = 2 : ) Reh pm 
—— —=—— - £(S = = 
a sat ee Si WA ii calle = Tig}. (5) 


Die Integration der Differentialgleichung (5) ist bei konstantem V 
sehr einfach und fihrt auf eine exponentielle Annaherung an das Gleich- 
gewicht mit der Relaxationszeit t. Genauer miiBte man sie nach den 
vorliegenden Bedingungen als adiabatische Relaxationszeit bei kon- 
stantem Volumen bezeichnen. 

Wir wollen nun langsame Volumenanderungen, d.h. langsame Kom- 
pression oder Dilatation in der Strémung betrachten. Dann wird € vom 
Gleichgewichtswert abweichen und zwar, wie sich zeigt, etwa den Wert 
haben, der dem Volumen zu einer um 1 friiheren Zeit entspricht, da der 
Einstellvorgang auf den neuen V-Wert eben ungefahr diese Zeit bean- 
sprucht. Wir vermerken hier, daB die Anderung des Gleichgewichts- 
wertes von & infolge Temperaturanderung bei der Kompression oder 
Dilatation, d.h. bei der Volumenanderung bereits beriicksichtigt ist, 
da wir nicht T und V sondern S$ und V als unabhangige Variable ge- 
wahlt haben. a 

Die Voraussetzung der langsamen Volumendnderung bedeutet lang- 
same Anderung der Gleichgewichtskonzentration E(S,V) mit der Zeit. 
Es ist sinnvoll auch die _Glattheit der Anderung zu verlangen und wir 
setzen daher, indem wir = &(S, V (¢)) als Funktion der Zeit ¢ betrachten 


t[E[<d-E, é|<oF mit 5<1. (6) 
Schreiben wir nun fiir (5) 
d = 1 =, dé 
(-=-2é-§-S, (7) 


so zerfallt diese Differentialgleichung fiir £—£ unter den Vorausset- 
zungen (6) naherungsweise in die beiden Gleichungen 


dé dé = abe 
ae ee und €—&#& (8) 


mit einem Fehler der GréBenordnung 6 bzw. 6. Der einfachste, wenn 
auch nur formale Beweis hierfiir ergibt sich aus der strengen Lésung, 


von. (7) ee 
es Beanbag 
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indem man die hoheren Reihenglieder weglaBt. Das partikulare Integral 
der homogenen Differentialgleichung zu (7) brauchen wir nicht zu 
beriicksichtigen, da es exponentiell mit der Zeit abfallt. 

Aus der zweiten Gleichung in (8) entnehmen wir, da8 in derselben 
Naherung gilt 

E(t) =E(t—rT). 

Daraus geht hervor, daB & hinter dem Gleichgewichtswert E(t) gerade 
um die Zeit t nachhinkt. Die Kurve &(t) ist also im , -Diagramm nichts 
anderes als die um t nach links verschobene Kurve & (t). 


; = Mes oe : ; 
Ersetzen wir noch € durch pas Vs a V div », so wird 


é—f=1—=— Vdivy. (9) 


€ ist also keine unabhangige Veranderliche mehr, sondern sowohl & wie 
dé sind durch die tibrigen Veranderlichen bestimmt. Aus (3) und (9) 
in Verbindung mit (8) folgt ferner 

aé 
OV 


Aw - div». (10) 

Wir rechnen nun den Druck P(S,V,&) aus, indem wir ihn mit dem 
statischen Druck, d.h. mit dem Druck zu denselben Werten von S, V 
nach Abklingen des Relaxationsvorganges oder anders ausgesprochen, mit 
dem Druck im thermodynamischen Gleichgewicht P,, = P(S, V, € (S,V)) 
vergleichen. Nach einfachen thermodynamischen Umformungen ergibt 
sich 


P,,— P=P(S,V,&(S,V)) —P(S,V, 8) = + (2) aivo. (11) 


Im Sinne der gewéhnlichen Dynamik fluider Medien ist der Druck 
P=P(S,V,&) gleich dem Mittelwert der Normaldrucke des Druck- 
tensors zu setzen, wahrend P.,(S,V) der statische Druck oder der in 
der Zustandsgleichung enthaltene Druck ist. (P.,—P)/div» ist somit — 
nichts anderes als die Druckviskositaét € der gewéhnlichen Dynamik 
fluider Medien 

1 [ 0& \2 
Seer atyaie (12) 

Die Einfiihrung dieses Ausdruckes fiir £ an Stelle der explizit be- 
trachteten inneren Umwandlung ersetzt diese nicht nur im Falle der 
bisher meist in diesem Zusammenhang betrachteten periodischen Vor- 
gainge mit w < 1/t, sondern allgemein fiir langsame Bewegungen. 

Um eine konkrete Vorstellung dieses Ergebnisses zu vermitteln, 
greifen wir den Fall der Relaxation der Schwingungswarme im Gas mit — 


ee rs 
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zweiatomigen Molekiilen heraus, wobei wir uns auf solche Temperaturen 
beschranken, bei denen nur ein angeregtes Schwingungsniveau merklich 
besetzt ist. Dann wird 

i (Cp — ¢y) 


Cs 
(Co + Cy) Cy 


ae hes (13) 


wobei sich die spezifischen Warmen c, und c, nur auf die translatorischen 
und rotatorischen Freiheitsgrade beziehen, waihrend c, die Schwingungs- 
warme bedeutet. 

Wir geben nun noch eine andere Ableitung von (11), die sich auch 
auf das Problem des nachsten Abschnitts einfach iibertragen 1aBt. 
Wegen d&=dE nach (8) ergibt sich aus (1) bei konstantem S 


(dU), =—PdV—AdE=—(P+A ae (14) 


P-+tA a ist also der Druck, der sich auf die zwei Veranderlichen S, V 


bezieht und den wir oben mit P,, bezeichnet haben. Wegen (10) wird 
also wie in (11) 


P,—-P=AL = 4 (SV dive. (15) 


3. Zwet innere Umwandlungen. 

Es seien nun zwei Umwandlungsmechanismen gegeben. Wir be- 
zeichnen die Reaktionslaufzahlen oder die Konzentrationen zweier un- 
abhangiger Komponenten mit é, und & und-setzen unter Einfithrung 
der zugeordneten Affinitaten A, und A, fiir das Differential der inneren 
Energie 

dU=TdS—PdV—A,dé,—A,d&. (16) 


Im thermodynamischen Gleichgewicht sei &, = &,(S,V), &= &(S,V). 
In der Nahe des Gleichgewichtes kénnen wir die Affinitaten nach den 
&,—&, entwickeln 


A;=— aj, (& —&)- (17) 
k 2 


Nach thermodynamischen Satzen ist %1; > 0, %g2 > 0, %1 %2 —ai,>0 
und ferner gilt «5a, als Folge von 0A,/0&, = 0@A,/0&,; dU ist ja ein 
vollstandiges Differential. 

Aus (16) gewinnt man, indem man dU/dt und dV/dt mittels der 
Energiegleichung und der Kontinuitatsgleichung (4) fiir die Dichte aus- 
driickt, einen Ausdruck fiir dS/dt und daraus wieder einen Ausdruck 
fiir die in der Volumen- und Zeiteinheit durch die irreversiblen Prozesse 
neu erzeugte Entropie o. Wegen Einzelheiten verweisen wir auf Ar- 
beiten des Verfassers [2], [3] oder auf die beiden zusammenfassenden 

F 31% 
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Darstellungen von PriGoGINE [4] und DE Groot [4]. Es ergibt sich, wenn 
keine eigentliche Druckviskositat besteht, 


dé, 
t 


a (18) 


De se aeanip + Azo 
Die durch Punkte angedeuteten Glieder beziehen’ sich auf die Energie- 
dissipation durch die Schubviskositaét, Warmeleitung und Diffusion. 
Nach der thermodynamischen Theorie der irreversiblen Prozesse be- 
stehen zwischen den Affinitaten A,, A, und ihren Koeffizienten in (18) 
lineare Beziehungen, welche wir so schreiben 


ot = &, 4, + & 24s, (19) 
oie B54 Aig ite Cg gly (20) 


Sie sind eine einfache Verallgemeinerung von (3). Damit die inneren 
Umwandlungen keinen negativen Beitrag zur Entropieerzeugung geben, 
muB sein 6,20, &92 0, &4 €:2—€)2 = 0. Ferner gilt auf Grund der 
OnsaAGeERschen Reziprozitatsbeziehungen [6] ¢,.=€&,. Das Auftreten 
der Koeffizienten ¢;, bedeutet, daB auch die Affinitat der zweiten Um- 
wandlung einen EinfluB auf die der ersten Umwandlung hat und um- 
gekehrt, da8 also eine Umwandlung die andere mitziehen kann. Die 
Koeffizienten «;, und e;, hangen nur von S und V ab. 

Aus (17), (19) und (20) gewinnt man durch Elimination der Affi- 
nitaten das Differentialgleichungssystem 


dé, 


els —E,,(&,— &)— Ey2 (&—&) , (21) 

7 = —Exy (6: — &) —Eya (Es —&) (22) 
mit 

Esp = > Ci %a- (23) 


7 
Es ist im allgemeinen £,, + E,,. Ist neben S auch V konstant, so - 
lassen sich (21) und (23) leicht integrieren und man erhilt 
t t 
&-&=a'Ey,e "4+ NE core 
aie ma mtg (24) . 
—-E 2 0(4 ~By,) ¢ r Pol pane z | 


a’ und «’’ sind die beiden Integrationskonstanten, t’ und 7” sind die 
beiden Lésungen der quadratischen Gleichung 


1 1% . 
ig ae (Livy + Ey9) — + Byy Exe — Fyn Exe = 0. . (25) 


Tt? 
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t 
Ist nun, was wir von jetzt ab voraussetzen, t’’ < 1’, so klingt e 
t 


viel rascher ab als e © und es tiberwiegt, wenn nicht gerade a’ = 0 ist, 
nach Ablauf eines kleinen Vielfachen von +’’ der erste Term in (24). 
Dann wird 


Ga So d (& &,) 
oy a (26) 
Sy ad(&,—£,) 
wobei @ als Abkiirzung fiir 
i 
se By; E 
Oo = ce —2! 27 
Bae 1 x (27) 
T’ 22 


eingefiihrt ist. Wenn die schnelle Umwandlung abgeklungen ist, werden 
also €, und &, voneinander abhiangig. Dies gilt auch dann noch, wenn 
das Volumen nicht mehr konstant ist und sich wahrend jedes Zeitinter- 
valls der Lange t’”’ wenig und gleichmafig andert. Um dies zu zeigen, 
schreiben wir (21) und (22) um in 


de elites - = 0€, 

ag (1&2) = Fu (6, —&) — Fi al&— 8) 4 Vidivo, (28) 
d e at e = = é&, . 
ore (S2—§3) = ~ Ei (8 — &1) — Ene (2— $2) — a7 Vdivo, (29) 


multiplizieren diese beiden Gleichungen E,, — und £,, und addieren. 


i 
Die Volumenabhangigkeit der E;, lassen wir unberiicksichtigt, da sie 
sich erst bei gr6Beren Abweichungen vom thermodynamischen Gleich- 


gewicht auswirken wiirde. Dann ergibt sich 


© |(Eu—4) G@—B) + Bia —8)) 
==; |(Eu—y) G—-A) + Alf) |— (30) 
—|(@u- 2) +41. 3] vaive | 
unter Verwendung der aus (25) folgenden Shae on 
| =ExEn—EpEns | +o =F t En: 


Die Gl. (30) ist nun gerade von dem in (7) eee Typ. Ihre 
Relaxationszeit t’’ ist klein gegeniiber den Zeiten, in denen sich das 
Glied mit div » merklich a4ndert und so kénnea wir auch hier die rechte 
und die linke Seite fiir sich annahernd gleich Null setzen. Daher alt 
fiir die Anderungen von é, und &, 

dé, =D dé, + dk,—O dk. (31) 
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é, und é, sind also nicht mehr unabhangig voneinander variierbar und 
wir kénnen eine dieser Variablen eliminieren. Welche wir wahlen, ist 
dabei im allgemeinen gleichgiiltig ; denn in der Regel wird man die beiden 
inneren Umwandlungen nicht in eindeutiger Weise den beiden Rela- 
xationszeiten zuordnen kénnen. Dies wird vielmehr nur dann der Fall 
sein, wenn @ sehr klein oder sehr gro8 gegen Eins ist. Dieser Fall braucht 
aber nicht vorzuliegen. Denken wir beispielsweise an Wasserstoff- 
molekiile und beschranken wir uns auf die drei tiefsten Rotationszustande 
/=0,1,2. Dann k6énnen wir drei Reaktionslaufzahlen £),, €o9, & ein- 
fiihren, deren Indizes andeuten sollen, auf welchen Ubergang sie sich 
beziehen. Von diesen sind aber nur zwei unabhangig und es steht in 
unserem Belieben, welche wir fiir die Beschreibung der inneren Um- 
wandlungen auswahlen. Die Ubergaénge 01 und 21 sind Para-Ortho- 
Ubergiinge und als solche langsam gegen den Para-Para-Ubergang 02. 
Wahlen wir £,, und &),, so kénnen wir wohl die zweite Reaktion als 
schnell bezeichnen und sie der kiirzeren Relaxationszeit zuordnen. 
Wahlen wir aber &, und &,,, so ist eine solche Zuordnung nicht mehr 
méglich: beide Ubergange sind langsam verglichen mit dem von ihnen 
abhangigen Ubergang 0+ 2. Es wird allerdings zweckmaBig, wenn auch 
nicht: immer notwendig sein, in den Fallen, in welchen eine solche Zu- 
ordnung moglich ist, das der schnelleren Reaktion zugeordnete §€ zu 
eliminieren. 

Eliminieren wir d&, mit Hilfe von (31), so erhalten wir fiir das 
Differential der inneren Energie (1) bei konstanter Entropie 


(dU), = |P LA ie 0 lav [A, + @A,] dé. | ie 
a Pa Ved dep. 


Damit haben wir dU auf die drei Veranderlichen S, V, &, reduziert. 
Wir entnehmen aus diesem Differential, daB der zugehérige Druck 
P(S,V,8,) und die Affmitat, A’(S,V,é,). mitt 2(S,V,6) 72.) une 
A,(S,V,é,, &) nicht identisch sind. Wir erhalten vielmehr 


, (2 af, 
pi_p= aay 1 @ =), (33) 
Wir ziehen nun noch die Gl. (19) 
diy 


AR eer di = &,4,+ &,4 


heran, sowie die weitere Gleichung 


(91 —D ey) Ay a3 (E22 — @ &19) Ay = (5 
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die sich durch Subtraktion der beiden Gl. (19) und (20) unter Beriick- 
sichtigung von (31) ergibt. Die im reduzierten System nicht mehr 
interessierenden Affinitaten A, und A, eliminieren wir aus den letzten 
vier Gleichungen und erhalten 
P’—P=Cdivy—¢A’, (35) 
dé 


0 - =@divy-+ eA’. 36) 


- 


Die Bedeutung von ¢, # und e¢ ergibt sich aus 


r +s { 0&, 6&,\2 

|€o9— 2€ not bl @2) — — SS yet (7) 

“22 12 Tce eS (oe ¢ anh 

(er2— 241 9P +4, O70= (% pH) we,) | 27 
€22— 4Ey9 IY =\a7 a ay me | 

[€e2— 2€2D + &, D7] = &; Ego — Ere. 


Zwischen A’ und &, besteht der Zusammenhang 


2] 


ASS (&,—&) = — (%,+ 2%49D a hy » D?) (€,—&). (38) 


TE 


Es ist einfach, diese Gleichungen noch weiter zu reduzieren, wenn 
die Bewegungen auch an t’ gemessen langsam sind. Bezeichnen wir den 


Druck der statischen Zustandsgleichung wie in (11) mit P.,, so ergibt 
sich : 
1 / 0, 2] .. 
— == Pasi ae — “A 
es ( feo Be 9)" dive 
Mg hae 2 as fc hy 28 28, 08)" ai 
eee eas s exe (Sat a? See oy t4nlees |dive, 


Dieser Ausdruck ist von der obigen Reihenfolge der Reduktionen un- 
abhangig; er ergibt sich auch, wenn man die beiden Reduktionen nicht 
nacheinander sondern gleichzeitig ausfiihrt. 


4. Diskussion und Ergdnzungen. 


Die Gl. (35) und (36) fiir zwei innere Umwandlungen, von denen eine 
durch Reduktion eliminiert ist, unterscheiden sich in charakteristischer 
Weise von der Gl. (3) und der Gleichung P’ —P=0, welche dort den 
mittleren Normaldruck P’ mit dem Druck der Zustandsgleichung 
P(S,V, &) verkniipft. Das Auftreten des Gliedes ¢ div » in (35) war zu 
erwarten; € stellt die Druckviskositét dar, welche den EinfluB der _ 
eliminierten Umwandlung auf den Druck gibt. Auf den ersten Blick 
iiberraschend erscheint das Auftreten der Glieder mit den entgegen- 
gesetzt gleichen Koeffizienten —d& in (35) und # in (36). Ihre anschau- 
liche Bedeutung ist nicht einfach auszusprechen, da # selbst durch einen 
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komplizierten Ausdruck definiert ist. Die mdgliche Existenz solcher 
Glieder ist aber nicht verwunderlich, wenn wir die Entropieerzeugung o 
des reduzierten Problems anschreiben und aus ihr in der von ONSAGER [6] 
und Casimir [7] angegebenen Weise die phanomenologischen Gleichun- 
gen ablesen, welche P’—P und 9 dé,/dt mit div» und A’ verkniipfen. 

Ks ist J 

Toe + SS PUP) div pore SA (39) 
wo die Punkte den Anteil der Schubbewegungen, der Warmeleitung 
und der Diffusion an der Energiedissipation To bedeuten, der hier nicht 
interessiert. Bei geringen Abweichungen vom thermodynamischen 
Gleichgewicht kann man allgemein die ersten Faktoren in den Summan- 
den; die To aufbauen, als lineare Funktionen der zweiten Faktoren 
div» und A’ ansetzen. Zwischen den Koeffizienten, die symmetrisch 
zur Hauptdiagonale liegen, gelten die ONSAGER-CAsIMIRschen Kezi- 
prozitatsbeziehungen; sie besagen im vorliegenden Falle, daB diese 
beiden Koeffizienten einander entgegengesetzt gleich sind, weil A’ 
gerade, div» ungerade in »v ist. Dies fiihrt aber in unserem Beispiel 
gerade auf die Gl. (35) und (36), wobei die Bedeutung der auftretenden 
Koeffizienten bei uns durch (37) noch naher prazisiert wird. 

Unsere Gl. (35) und (36) stellen somit ein charakteristisches und 
nicht triviales Beispiel fiir die von CAsImrIR entdeckte Variante der 
OnsaGeERschen Reziprozitaétsbeziehungen dar. Gleichzeitig zeigen sie 
aber auch daB die Reziprozitatsbeziehungen beim reduzierten System 
gelten, wenn sie vorher richtig waren und umgekehrt; denn wie eine 
nahere Betrachtung zeigt, bedingen sich die entgegengesetzte Gleichbeit 
der Koeffizienten —# in (35) und # in (36) einerseits, die Beziehung 
£19 = €g, andererseits gegenseitig. 

Die Gl. (35) und (36) sind bereits von PRIGOGINE [8] in einer Dis- 
kussionsbemerkung zu einem Vortrag des Verfassers beim internationalen 
Ultraschall-Kolloquium in Briissel (Juni 1951) als formale Folge der 
thermodynamischen Theorie der irreversiblen Prozesse angegeben wor- 
den. Die Frage, ob die Natur von diesen méglichen Zusatzgliedern 
—@A’ und @div» Gebrauch macht und auf welche Ursache sie zu- 
riickzufiihren seien, hat den AnlaB zur vorliegenden Untersuchung 
gegeben. 

Aus (37) folgt noch, daB ¢ und # im allgemeinen beide verschwinden 
oder beide von Null verschieden sind. Eine Theorie der Schallabsorption 
in einem Medium mit einer beriicksichtigten Umwandlung muB also 
die stets vorhandenen schnellen inneren Umwandlungen durch den 
simultanen Ansatz. einer Druckviskositat ¢ und der Glieder mit dem 
Koeffizienten # in (35) und (36) ersetzen; die Einfithrung einer Druck- 
viskositat allein geniigt nicht. 
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Wir schlieBen noch einige Bemerkungen iiber den Begriff der sog. 
akustischen Zustandsgleichung an und gehen zunachst auf die Gl. (11) 
fiir eine innere Umwandlung zuriick: 


Pei 8 0 sr: (40) 


Sie gilt an sich nur fiir langsame Bewegungen, kann aber auch fiir schnelle 
periodische Bewegungen verwendet werden, wenn man eine komplexe 
Druckviskositat 


$= 


seer ma G (41) 
einfiihrt. ¢, bedeutet hier die in (12) angegebene Druckviskositat fiir 
langsame Bewegungen, w ist die Kreisfrequenz. Unter akustischer Zu- 
standsgleichung versteht man jedoch nicht die Gl. (40) mit ¢ aus (41), 
sondern eine allgemeinere Gleichung, die auch fiir nicht periodische 
Vorgange sinnvoll ist. Sie laBt sich leicht aus (2), (3) und aus P= 
P(S,V,&) durch Elimination von € und A herleiten und lautet 


dP tral lt <5 _ av 
any [P eae oy, v Ae (42) 
mit den Abkiirzungen . 
a on ale, Eatetarg ad le Padelia (43) 
Raith, Be 2p) : A ee BP) pom a= ; 


t ist die bereits in (5) eingefiihrte adiabatische Relaxationszeit bei 
konstantem Volumen, t* ist die adiabatische Relaxationszeit bei kon-- 
stantem Druck, x, und x; sind die adiabatischen Kompressibilitaten 
fiir langsame und fiir schnelle Zustandsanderungen, d.h. fiir A =con- 
stant = 0 bzw. fiir €=constant. In (42) ist vorausgesetzt, daB P und V 
in der Nahe von an sich beliebigen festen Werten Py, Vy liegen. 


Diese Herleitung von (42) scheint uns besonders befriedigend, weil 
sie nicht von Modellen wie MAXweLischen Koérpern Gebrauch machen 
muB und weil sie klar zeigt, daB weder das Glied mit d P/dé noch jenes 
mit dV/dt in (42) allein auftreten kann; denn es ist t* stets von Null 
verschieden, wenn t + O ist, wenn also wirklich eine innere Umwandlung 
vorliegt, wie man aus dem Zusammenhang zwischen t und t* entnimmt. 


Auch an (42) laBt sich die Reduktion auf langsame eva eee 


leicht durchfiihren, indem man hh ~ Pee setzt. a 


dt V—V, dt 

Die akustische Zustandsgleichung fiir zwei innere Umwandlungen _ 
ergibt sich analog aus (17), (19) und (20) und ‘P= P(S,V; é, ;€), indem 
man jetzt A,, Ay, &, & eliminiert. Sie enthalt dann auch noch die 


igs 
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zweiten Ableitungen von Druck und Volumen nach der Zeit. Doch ist 
dieser EliminationsprozeB recht umstandlich, so daB es stets vorteilhafter 
sein diirfte, mit den urspriinglichen Gleichungen zu rechnen. 


Es ist bemerkenswert, daB die akustische Zustandsgleichung, die 
sich aus (3), (35) und (36) durch Elimination von &, und A’ ergibt, nicht 
mehr die in (42) angegebene Gestalt hat. Sie enthalt auch die zweite 
zeitliche Ableitung des Volumens. 

SchlieBlich sei noch darauf hingewiesen, daB die Gl. (35) und (36) 
auch dann noch gelten, wenn eine Umwandlung explizit betrachtet 
wird und beliebig viele weitere Umwandlungen méglich sind und weg- 
reduziert werden kénnen. # und € sind dann durch kompliziertere Aus- 
driicke gegeben. 


3. Historische Bemerkungen. 

Die Druckviskositat ist lange nicht beachtet worden. Experimente 
in denen sie unmittelbar in Erscheinung tritt, waren vor der durch 
Rechnungen von EcKART [9] inspirierten Untersuchung von LIEBER- 
MANN [1] nicht bekannt. Die anormale Schallabsorption wurde durch 
Relaxationsvorginge gedeutet, ohne daB diese wieder mit der Druck- 
viskositat in Zusammenhang gebracht worden waren. Auf Grund eines 
Ergebnisses der kinetischen Gastheorie fiir einatomige Molekiile glaubte 
man lange, daB die Druckviskositat allgemein gleich Null ware, obwohl 
eine nahere Analyse etwa der Arbeit von ENsxoc [1/0] zeigt, daB am 
Zustandekommen dieses Ergebnisses die Temperaturdefinition schuld 
ist. Es wird némlich T= PV/R gesetzt, wo P der mittlere Normaldruck 
des Drucktensors ist und mit dieser Gleichung die Temperatur der 


idealen Gase definiert [Gl. (15) bei ENskoc]. Dann kann eben nicht 


RT 


mehr P — ai anise ¢ div v + 0 sein. Natiirlich hatte dieses Ergebnis 


fiir eimatomige Gase auch nicht auf mehratomige Gase iibertragen wer- 
den diirfen. 


Die kinetische Deutung der Druckviskositat als phanomenologischer 
Ersatz fiir-die explizite Betrachtung von inneren Umwandlungen ist 
zam ersten Mal wohl von MANrELstam und LeontovitscH [/1] klar 
ausgesprochen und von FRENKEL und Oprastzoy [12] weiter verfolgt 
worden. Unabhangig von diesen Arbeiten hat Tisza [13] im Falle nur 
einer inneren Umwandlung, insbesondere fiir Gase mit thermischer 
Relaxation, die Druckviskositat als komplexe Funktion der Frequenz 
angegeben, wahrend der Verfasser [14] die Druckviskositat bei hohen 


Frequenzen fiir Gase mit beliebig vielen inneren Umwandlungsméglich- 
keiten berechnet hat. 
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Die Analogie zwischen Hamilton-Jacobi-Theorie 
und quantenmechanischem Eigenwertproblem. 


Von 
GOTTFRIED FALK. 


(Eingegangen am IL. Dezember 1951.) 


Die an anderer Stelle axiomatisch begriindete Analogie zwischen klassischer und 

Quantenmechanik wird erweitert. Dies geschieht unter Ausnutzung iiblicher 

Rechenmethoden (Separation der Variablen). Eine von S. Liz entwickelte Methode 

zur~ Bestimmung von Integralen Hamittonscher Differentialgleichungssysteme 
erlaubt, diese praktischen Methoden in die Theorie einzuordnen. 


Die vorliegende Arbeit erganzt eine friihere!, welche die Axiomatik 
der Struktureigenschaften von klassischer und Quantenmechanik zum 
Gegenstand hat. Dort werden die physikalischen GréBen durch Ele- 
mente von Ringen formaler Potenzreihen — des klassischen kommu- 
tativen Ringes 7%, und des HEISENBERG-Ringes }},, — mit 2” kano- 
nischen Erzeugenden reprasentiert und es bleibt das Problem, diesen 
formalen Elementen Zahlen zuzuordnen, welche als MeBwerte der ent- 
sprechenden physikalischen Gré6fen fungieren. Derartige Zuordnungs- 
prozesse sind in A als ,,Bewertung“ bezeichnet. Die Bewertungen von 
x und ~, miissen nun im Sinne des Korrespondenzprinzips in einem 
Verwandschaftsverhaltnis stehen, welches sich nach A darin duBert, 
daB ihre axiomatische Beschreibung einen gemeinsamen Axiomteil 
besitzen muB. 

Die iiber die Struktureigenschaften des HEISENBERG-Ringes hinaus- 
fiihrende zusdtzliche Anweisung der Quantenmechanik lautet bekannt- 
lich: Den GréBen des Ringes 3, sind eineindeutig lineare Operatoren in 
einem Raum — dessen Elemente mit y bezeichnet seien — zugeordnet; 
die durch das Eigenwertproblem eines (hermiteschen) Operators R 


Ry=ry (1) 


bestimmten reellen Zahlen 7 sind die Werte, welche die durch R reprai- 
sentierte physikalische GréBe annehmen kann. Ist R speziell der der 
HamiLton-Funktion eines physikalischen Systems entsprechende Ope- 
rator, so liefern die Eigenwerte von (1) dessen Energiestufen. In diesem 
Fall fiihrt nun der aus der SCHRODINGER-Theorie bekannte Grenz- 
prozeB h-— 0 die Eigenwertgleichung (1) in die entsprechende klassische 


* Fark, G.: Axiomatik als Methode physikalischer Theorienbildung. Z. Physik 
130, 54 (1951). Im folgenden mit A zitiert. 
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HamiLton-Jacosi-Theorie und quantenmechanisches Eigenwertproblem. A471 
HAMILTON- JAcosische Differentialgleichung 
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uber. Man vermutet daher, daB die HAmitton-JAcosi-Theorie der 
klassischen Mechanik dem Eigenwertproblem der Quantenmechanik im 
obigen Sinne korrespondiert, und es ist das Ziel vorliegender Arbeit, 
diese Korrespondenz im einzelnen aufzuzeigen. 


I. Die klassische HAMILTON- JACOBI-Theorie. 

Zur Erreichung des genannten Zieles ist es zweckmabig, die klas- 
sische HAMILTON- JAcosI-Theorie in eine Gestalt zu bringen, in der sich 
ihre Formulierungen unter Verwendung solcher Operationen ausdriicken 
lassen, welche (spater) direkt in die Ringe x bzw. %,, iibertragbar sind. 
Dies erfordert die durchgehende Verwendung der Porsson-Klammern. 
Unserer Absicht kommt nun eine Integrationstheorie fiir partielle 
Differentialgleichungen erster Ordnung von JAcosr und LIE weitgehend 
entgegen. Da es sich dabei um eine bereits vorliegende mathematische 
Theorie handelt, soll hier nur ihre Grundidee skizziert werden, wahrend 
fiir die Beweise einiger bendtigter Satze auf die Literatur! verwiesen sei. 

Die HaAmiLton-JaAcosi-Theorie behandelt bekanntlich das _ Inte- 
grationsproblem der kanonischen Bewegungsgleichungen 

dq; 0H ap; oH 


dit Gp,’ die cihkstee (1 =1,-..,m), : (3) 


— wobei H (#;, g;) die Hamitton-Funktion des speziellen mechanischen 
Problems ist? — d.h. die Bestimmung der #; und g; als Funktionen der 
Zeit ¢ unter Beriicksichtigung bestimmter Anfangs- oder Nebenbedin- 
gungen. Dabei bedient man sich in geeigneter Weise der Theorie der 
kanonischen Transformationen. 

Eine (umkehrbare) Transformation der Art 


Qe = Ox (Pi> 41) » P, = Py (bis Gi) (k =1,...,%) 


ist kanonisch, wenn 


S p.dq; = 4R (pj, 4) +3 P,dQh. (4) 
a es 


1 Vgl. etwa E. Goursat: Lecons sur l’intégration des équations aux dérivées 
partielles du premier ordre, 2. Aufl., Paris 1921, oder C. CARATHEODORY: Variations- 
rechnung und partielle Differentialgleichungen erster Ordnung, Leipzig und pe 


lin 1935. 
2 Hier — ebenso wie in A — sind nur abgeschlossene Systeme foes 


deren Hamitton-Funktion die Zeit nicht explizite enthalt. Die Ubertragung der 
gesamten Theorie auf Systeme mit zeitabhangiger Hamitton-Funktion ist nach- 
traglich ohne Schwierigkeit durchfiihrbar. 
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Fiir das Bestehen von (4) gelten andererseits die notwendigen und hin- 


reichenden Bedingungen 
a) [0;,0,]=0, b) [B,P]=0, c) [F, O)=o% @F=1,--.,). (5) 


Dabei ist 6;, das) KRONECKER-Symbol und 


n 


he Of og of _%¢ ) 
l= Doe 6q, oq; Op; J y 


4= 


die Potsson-Klammer mit f=/(f;, q;) und g=g(f,;, q,). Funktionen, 
fiir welche die Porsson-Klammern verschwinden, heiBen nach LIE 
(zueinander) involutorisch oder in Involution legend. Die Q,,..-,Qn 
sind nach (5a) also zueinander involutorisch, ebenso nach (5b) die 
Peis iyo ns elteweiter 

Satz1. Hat man n unabhdngige involutorische Funktionen Q,, ...,Q, 
von p;, q;, so gibt es stets n involutorische Funktionen P,, ..., PB, von 
b;, q;, derart, daB (5c) gilt. - 

Die kanonischen Transformationen fiihren bekanntlich die Gl. (3) 
wieder in ein kanonisches Gleichungssystem iiber: 

dQ, oH dP, aH 


Ey SERA ESP ha) sara JUAN OANA fa gated ad ho 


wobei H(P,, Q,) =H (f; (Px, Qe) Gi (Py, Q,))- Um die kanonischen 
Transformationen fiir die Integration von (3) auszunutzen, versucht 
man, die aus (3) hervorgehenden Gln. (3a) auf eine méglichst einfache 
Form zu bringen. 

Die Integrale der Bewegung des durch (3) beschriebenen mechani- 
schen Systems erfiillen die Gleichung 


LAF) =.0e (7) 


Nach (6) ist dies eine lineare homogene partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung in den 2m Variablen #,,q;. Also gibt es 2%—1 unab- 
hangige Integrale Ff, ..., F,,_, dieser Gleichung. Wir wollen annehmen, 
daB es unter diesen » involutorische gibt — es seien F,..., F, —, fiir 
die also 

Re One of: Chia Wee 1) (8) 


Dann existieren nach Satz 1 m Funktionen G,,..., G, von ,, q;, fiir die 
[ep Gy = Oy (trp, ka] = Opn (Pe Send ees M4) (8a) 


gilt. Somit liefern die 2% Funktionen A,..., F,, G,,...,G, ein kano- 
nisches Variablensystem. Da H selbst Integral von (7) ist und mit 
allen Integralen in der geforderten Beziehung (8) steht, kénnen wir weiter 


HAMILTON- J AcoBI-Theorie und quantenmechanisches Eigenwertproblem. A473 


annehmen, daB F =H ist. Die Gln. (3a) lauten dann in diesen Variablen 


dF, 
tet (y= 4,..., n), 


adG,, adG 
“K —( ,=2,... 
Fi é (u fie wig) 5 


Setzt man nun, entsprechend diesen Gleichungen (es sei f= 0) 


a) A= f, ee 4 cen) 
b) G.=p,  (nh—2,>..,n), + (9) 
cj). G, = —f, | 


wobei die /, und g,, Konstante sind, so lassen sich aus (9) die p,; und 4; 
als Funktionen von ¢ eliminieren. Denn da die F,..., F, nach Voraus- 
setzung voneinander unabhangig sind, lassen sich aus (9a) die #; als 
Funktionen der g; bestimmen. Werden diese in (9b) eingesetzt, so 
liefern die Gln. (9b) 2 —1 Bedingungen zwischen den q,,...,¢,, d.h. sie 
definieren die Bahnkurve. (9c) schlieBlich gibt den zeitlichen Verlauf 
der Massenpunktsbewegung. 

Die aus den Gln. (9a) gewonnenen Impulse #; als Funktionen der 
Koordinaten q; erfiillen, da dF,=0, nach (4) die Relation 


-D Pi (x) 495 = 4S (%), (10) 
4=1 
wobei S(q,) =R(p;(q;), 9;). Die -;(q,) sind also als Ableitung einer 
Funktion S(g;) (mm welcher die ~ Konstanten /,,...,/, als Parameter 


auftreten), der Wirkungsfunktion, darstellbar. Diese Funktion erfiillt 
damit das partielle Differentialgleichungssystem 

E(S* @)=f = t,-07), (11) 
unter unserer Annahme K =H imnsbesondere auch die HAMILTON- 
Jacosische Gl. (2). Letzteres gilt sogar allgemein, da — wie man sich 
leicht tiberzeugt — H als Funktion der F—,,..., #, ausdriickbar ist. 
Dabei sei noch einmal darauf hingewiesen, da8 wir zur Ableitung von 
(10) bzw. (11) nur die Gln. (8) und (9a) benutzt haben, nicht dagegen 
(9b, c). (9a) zusammen mit der Bedingung (10) sind dem Gleichungs- 
system (11) 4quivalent. Die Gln. (8) und (9a) wiederum sind hinretchend 
fiir die Giiltigkeit von (9a) und (10); es 1aBt sich leicht zeigen, daB sie 
auch notwendig sind, d.h. es gilt der 

Satz 2: Sind F,,..., EF, unabhdngige Funktionen der p;, q;, so erfiillen 

die aus den Gletchungen he umgth 

t ae aos VS: 
bestimmten 

. Pi = BiG +++ In) (@=14,...,%) 
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die Bexiehung (10) dann wnd nur dann, wenn die F,,..., F,, in Involution 
liegen, d.h. den Relationen (8) geniigen. 

Durch die Wahl & =H hatten wir erreicht, daB auch alle G, auBer 
G, Integrale der Bewegung waren, und demzufolge galten die Gln. (9b). 


Ware dagegen z.B. H= 14) F?, so traten an Stelle von (9) die Glei- 


1 
=1 
chungen ‘ 


Pie] vy GC, Sp? ee Ce ere 
Diese Wahl fiihrt also — bis auf die kanonische Transformation F, = P,, 
G,=—Q, — auf die gelaufige Darstellung der HAMILTON- J ACOBI- 
Theorie. 


Bei den obigen Ausfiihrungen nahmen wir an, daB es unter den 2% — 1 Inte- 
gralen von (7)  involutorische gibt. Der Beweis dieser Annahme kann nun mit 
den Hilfsmitteln der Lieschen ,,Theorie der Funktionengruppen‘‘! sehr einfach 
erbracht werden. Es sollen daher einige Grundbegriffe und Satze dieser Theorie, 
die fiir den hier verfolgten Zweck auch von allgemeinerem Interesse sind, kurz 
angefiihrt werden. 

Hat man m unabhangige Funktionen Ky, ..., K,,der Variablen p;, q; (7 = 1,...,”) 
und gilt 

[iG FS he Oe hla hen Pes) COE eer 071) 


wobei 9, ,, (Ay, ..., A,,) Funktionen der 44, ..., K,, sind, so bilden die Funktionen 
K,,..., K,, ein ,,P-System“? ® von der Ordnung m. Ein P-System ® mit den 
Funktionen Kj,..., Kjy, fiir die gilt 


[Ky, Kul = 0 (b, i == 1,as, oy, 


heiBt ein Involutionssystem der Ordnung m’. SchlieBlich hei®t eine Funktion Z 
aus ®, welche mit allen Funktionen von ® in Involution liegt — d.h. [Z,K] =0, 
wobei K beliebig aus § ist — eine ausgezeichnete Funktion von 3. Es gelten dann 

Satz3. Ist R ein P-System der Ordnung m, so ist stets m=a+2r(r>0); 
aist dabet die Anzahl der ausgezeichneten Funktionen von ®. & enthdlt dann ein 
(mindestens ein!) Involutionssystem der Ordnung a+r. 

Satz 4. Jedes Involutionssystem hat eine Ordnung <n (dabei ist n die Anzahl 
der Variablenpaare p;, q;)- 


1 Vel. etwa E. Goursat oder C. CARATHEODORY l. c. 

2 Ein P-System enthalt alle Funktionen von Ky, ..., K,,, welche bestimmten 
Regularitatsforderungen geniigen. Es ist also nicht einfach ein Ring mit Kj,..., va 
als Erzeugenden, denn es gibt in ihm nicht nur Funktionen, die sich durch 
Multiplikationen und Additionen aus K ,...,K,, aufbauen lassen, wie z.B. 
Vai + BG ee + K;,,. Es eriibrigt sich, an dieser Stelle naher darauf einzugehen. 
Es sei noch bemerkt, daB S. Lre fiir die hier P-Systeme genannten Funktionen- 
gesamtheiten die Bezeichnung ,, Funktionengruppen“ verwendet. Diese Bezeichnung 
wird hier aus erklarlichen Griinden vermieden; das Wort ,, P-System‘ soll an- 
deuten, daB es sich um ein Funktionensystem handelt, in welchem die Bildung 
der Porsson-Klammern unbeschrankt ausfiihrbar ist. 

* Die im folgenden verwendete Formulierung: ,,Es gibt in ® a ausgezeichnete 
Funktionen“, ist so zu verstehen, daB jede andere ausgezeichnete Funktion sich 
als Funktion dieser a schreiben 1aBt. os 
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Aus Satz 3 folgt sofort, daB fiir ungerades m die Zahl a=>1 sein muB, d.h. 
P-Systeme von ungerader Ordnung enthalten mindestens eine ausgezeichnete 
Funktion. Wir betrachten, nun das P-System der 2n— 1 Integrale von (7). Es 
ist hier m=2n—1, also mu8 es mindestens eine ausgezeichnete Funktion geben 
(eine solche ist natiirlich H selbst). Damit folgt, da a > 1, nach Satz 3 die Un- 
gleichung 2(a+ yr) >2n, woraus nach Satz4 atv=n folgt. Dies liefert mit 
2n—1=a-+ 2r die Anzahlen a=1 und y=n—1. Das P-System der Integrale 
von (7) enthalt also ein Involutionssystem der Ordnung ». Damit ist unsere An- 
nahme bewiesen. 


Zusammenfassend kénnen wir die Anweisung der HAMILTON- J ACOBI- 
Theorie also folgendermafen beschreiben: Zur Integration des Glei- 
chungssystems (3) bestimme man 

I. m unabhangige Integrale &,..., F, der Gl.(7), welche ein Invo- 
lutionssystem bilden, d.h. die Gln. (8) erfiillen. H ist dann eine (anzu- 
gebende) Funktion dieser &,..., F,. 

II. Man setze 


i =], iva 4,:..,%) , (12) 


wobei die /, Konstante sind (die aus Realitatsgriinden eventuell bestimm- 
ten GréBenbeziehungen untereinander geniigen miissen). 

III. Man suche » unabhangige, involutorische Funktionen G,,...,G,, 
von #;, g;, welche mit den #,, ..., &, zusammen ein kanonisches Vari- 
ablensystem bilden, d.h. (8a) erfiillen. 

IV. Man setze 

Cu=—(Ge tt by (u=1,-..,7), 
wobei (@H/éF,,) bedeuten soll, daB in der Funktion @H/é F, (die eine 
Funktion der &,..., F, ist) alle F gemaB II. durch die Konstanten f, 
zu ersetzen sind. g, sind Konstante. 

V. Die Lésungen #;(¢), ¢,(t), welche die Massenpunktsbewegungen 
beschreiben, sind aus den Gln. I]. und IV. durch Elimination zu be- 
stimmen. 

Maen sieht, daB die eigentliche Au’gabe in I. und III. liegt. Fiir den 
hier verfolgten Zweck ist vor allem I. von Interesse; daher seien noch 
einige Bemerkungen dazu angefiigt. Bei konkreten mechanischen Pro- 
blemen hat man oft den Vorteil, durch generelle Erhaltungssatze ge- 
wisse (im allgemeinen nicht-involutorische) Integrale von (7) zu kennen. 
Nehmen wir an, daB K,,...,K,, solche seien. Nach dem Satz von 
Poisson ist mit K, und K, auch [K,, K,] ein Integral. Mit den be- 
kannten Integralen bilden wir sukzessive die Porsson-Klammern und_ 
fiigen alle neuen Integrale, welche sich nicht als Funktionen der Ky,...; Ky 
ausdriicken lassen zu jenen hinzu. Dann verfahren wir mit dem so er- 
weiterten System ebenso und wiederholen dieses Verfahren solange bis 
keine neuen Integrale mehr auftreten; wir mégen auf diese Weise m= m’ 
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unabhangige Integrale Kj,...,K,, bekommen. Diese bilden nach 
obigem (s. Kleindruck) ein P-System der Ordnung m. Gelingt es nun, 
die ausgezeichneten Funktionen dieses P-Systems (und deren Anzahl) 
zu bestimmen, so kennt man nach Satz 3 die Ordnung eines in ihm 
enthaltenen Involutionssystems; und dies kann unter Umstanden von 
Nutzen sein. 

Als bekanntes und besonders einfaches Beispiel betrachten wir die 
Bewegung eines Kérpers unter dem Einflu8 einer Zentralkraft. Die 
HAmILTON-Funktion lautet 

H=> (P+ R+P)+V) (ale tyt+e). (13) 


2m 


Die Drehimpulserhaltungssadtze geben direkt drei Integrale 


G, = p79 =), 2% G,=),%—b,z2, G,=,2—P2,Y, 
und es gilt 
(Gy, G,] =G,, [Gas Gy] pa Ge, [Ge G,] =< Ge 


Die G,, G,, G, bilden also ein P-System ®@ mit m=3. Nach Satz 3 
gibt es also mindestens eine ausgezeichnete Funktion in St, andererseits, 
da §& kein Involutionssystem ist (also y= 1), ebenfalls nach Satz 3 
héchstens eins: also genau eins. Nun ist 


Pee eae 
eine solche Funktion, denn es gilt 
[G,,L] = [G,, L] = [G,,L] =0. 


Es ist also die einzige. Wie man sieht, enthalt ® das Involutionssystem 
L,G, von der Ordnung 2 (oder auch L, G, bzw. L,G,). Nehmen wir 
nun die drei Funktionen H, L, G,, so gilt 


[H,L])=0, [7,G6,)=0, [L,G,)=0, 


d.h. sie bilden ein Involutionssystem der Ordnung 3. Damit ist das 
Ziel bereits erreicht, da hier »=3 ist. Aus den Gleichungen 


= L L=l, 5 oP (14) 


wobei E, /, g Konstante sind, lassen sich also p,, p,, p, als Funktionen 
von x, y, z ausrechnen, so daB (10) erfiillt ist. 

So ungewohnt die Dinge in dieser Darstellung auch aussehen mégen, 
verfahrt man in der Praxis ,,implizite‘‘ doch ebenso. Denn das iibliche 
Verfahren, die Integration der HAmiLTon-JaAcosischen Gl. (2) durch 
Separation der Variablen in geeigneten ,,Systemkoordinaten durch- 
zuftihren, bewerkstelligt sozusagen von selbst die Auswahl eines Involu- 
tionssystems wie es in I. verlangt wird. Im Beispiel (13) sind die System- 


HAMILToN- Jacost-Theorie und quantenmechanisches Eigenwertproblem. 477 


koordinaten Kugelkoordinaten r, 9, p, die zugehirigen Impulse p,, 5, p,- 
. r . . ° ~ ; ? 
In diesen Koordinaten geschrieben lauten die Gln. (14) 


devel te 1 


' y sin? 


g P| TV) =E 
att ne ol, G,=p,=8, 


und das sind auch gerade die durch das iibliche Separationsverfahren 
aus (2) gewonnenen Gleichungen!. Es gilt allgemein: Systemkoordinaten 
eines physikalischen Systems sind solche, in denen durch Separation 
die HamILtTon-Jacopische Gleichung in » Teilgleichungen zerspalten 
werden kann, deren linke Seiten involutorische Integrale von (7) sind. 
Dies zeigt, daB der Begriff der Systemkoordinaten durchaus nicht dem 
speziellen physikalischen System eindeutig zugeordnet ist, wie man sich 
am Beispiel des dreidimensionalen harmonischen Oszillators auch sofort 
lberzeugt. Die Hamitton-Funktion ist 


ee 


(p2 + p? + p2) + c(x® + y® + 22). 


2m 


Es sind sowohl H, = - = Pp, +cx?, H,, H, drei involutorische Integrale 
7 


als auch die obigen H, L, G,. Dies ist der Tatsache aquivalent, daB sich 
die Hamitton- JAcosische Gleichung des réumlichen Oszillators sowohl 
in kartesischen wie in Kugelkoordinaten separieren 1aBt. 


Die Aufgabe I. wird also in der Praxis durch die gelaufige Methode 
der Separation der HAamittTon-JAcosischen Gleichung gelést. Ein in 
der Mechanik verwendetes Verfahren zur ,,Ld6sung“‘ von III. — besser 
Ill. bis V. — ist z.B. fiir mehrfach periodische Systeme die Theorie 
der Wirkungs- und Winkelvariablen. Die hier auseinandergesetzte For- 
mulierung der HAMILTON- JAcoBI-Theorie macht mithin die in der tbli- 
chen Darstellung der klassischen Mechanik verwendeten Methoden als 
Lésungswege fiir einzelne bestimmte Aufgaben im Rahmen der generellen 
Theorie verstandlich. 


2. Das quantenmechanische Eigenwertproblem. 


Das Eigenwertproblem der Quantenmechanik kann man als ,,Be- 
wertung‘‘ bestimmter quantenmechanischer GréBen betrachten. Die 
gewohnte Anweisung dazu besteht in der Lésung des Energieeigenwert- 
problems, d.h. der SCHRODINGER-Gleichung 


<— 


Hy (G15 ++ In) = EY (Gy + In) > (15) 
Z Vel. ein Lehrbuch der theoretischen Physik, etwa G. Joos, Lehrbuch der 


theoretischen Physik, 5. Aufl., S. 117. Leipzig 1943. 
, 30% 
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wobei H ein auf die Funktion y wirkender Differentialoperator, der 
Hamitton-Operator des betrachteten Systems ist. Die Losung von (45) 
erfolgt durch Separation in geeigneten Systemkoordinaten, durch deren 
Einfihrung (15) in 2 gewdhnliche Differentialgleichungen zerlegt wird, 
welche, als Operatoren aufgefaBt, die Eigenschaft haben, mit H sowohl 
als auch untereinander vertauschbar zu sein. Dieses praktische Ver- 
fahren lauft also — analog wie die Separation im Fall der klassischen 
HamiLton-JAcoBI-Theorie — darauf hinaus, » GroBen zu bestimmen, 
die ein ,,Involutionssystem von n Integralen des durch H. charakterisverten 
physikalischen Systems“ bilden}. 

Die ausgesprochene Anweisung der SCHRODINGER-Gleichung wollen 
wir in folgender Weise abanderm: 


I’. Ist H(p;, q;) — als Element von 3, — die HAmILTon-Funktion 
eines physikalischen Systems, so bestimme man 2 mit H sowohl als auch 
untereinander vertauschbare Elemente /,..., #, aus %y,. (H kann 
dabei unter diesen Elementen selbst vorkommen.) 


II’. Man lose in %y die Eigenwertgleichungen 


Ep (bis i) = fy P (Bi> 4) (y= 1,...,m), (16) 


wobei die /, reelle Zahlen sein sollen. 


Neu ist, daB hierbei ohne Benutzung einer hermiteschen Metrik das 
Eigenwertproblem im HEISENBERG-Ring %, selbst formuliert wird, und 
zwar in einer Weise, welche im Rahmen der Analogie zu den Forderungen 
I. und IJ. der Hamitton-Jacost-Theorie natiirlich ist. Man kann die 
Eigenwertgleichungen (16) als eine sinnvolle Erweiterung der Gln. (12) 
betrachten, denn im kommutativen Ring %, ware eine Relation der 
Art (16) dann, und nur dann méglich, wenn (12) gilt. Wir werden zeigen, 
daB die durch I’. und II’. vermittelte Bewertung von quantenmecha- 
nischen Gré8en mit der tiblichen identisch ist, d.h. daB die Eigenwert- 
probleme im Ring Sy sich in die SCHRODINGER-Form bringen lassen (und 
umgekehrt). 


Daf es Eigenwertbeziehungen der Form (16) in 3, gibt, sieht man 
an einfachen Beispielen; so gilt (bei Beschrankung auf nur ein Erzeu- 


1 Die meisten der in Abschnitt 1. verwendeten Begriffe lassen sich ohne weiteres 
in die Ringe }¥x und Gy tibertragen. Ist H(p;, q;) die Hamitton-Funktion eines 
physikalischen Systems, so heifSen Elemente F aus §}x bzw. § 7 mit der Eigenschaft 
(H, F] = 0 Integrale des betreffenden Systems. Da die Jacopt-Identitat eine Folge 
der Axiome der Potsson-Klammern ist (A), gilt auch der Satz von Poisson: Sind 
fF, und Fy Integrale des Systems H (Pj, 9;), SO ist auch [F,, A] ein Integral. Da 
Summe und Produkt, zweier Integrale wieder Integrale sind, bildet die Gesamtheit 
der Integrale des Systems H (p;, q;) einen Unterring von $x bzw. H» aus welchem 
die Bildung der Poisson-Klammern nicht hinausfiihrt. Der ebenfalls iibertragbare 
Begriff ,,involutorisch" ist in } gleichbedeutend mit ,,vertauschbar“. 
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gendenpaar ~, gq mit pg—qp=—hk) 
a 


pets (septa (=) eet) 


ke he 
<2 (Geet dG Tees 


fiir beliebiges 2. Zur Vereinfachung der Rechnung beweisen wir unsere 
Behauptung unter Benutzung nur eines Erzeugendenpaares g, p. Nach 
A ist jedes Element von {jy eindeutig als Summe von Gliedern darstell- 
bar, welche nur Potenzprodukte der Form qg"p” enthalten. Damit ist also 


P(P, 9) = Yo(9) +YWi(9) P+ ye(QhP2+--: (17) 


und ebenso 
F, = 40(9) +19) b + x2(9) PP +°: (18) 


Aus den Axiomen des Paiodaeriplvioun a folgt nun! 


P"Yn (g) = bn Lm 4 pn—1(™) Sm 
eg (ies ay, (19) 


Sd 9 ee a 
Die Gln. (17), (48), (19) liefern also 
F,9 (6.9) = (2:,%" ee 


= Did ae +P a) ape ts RE 


wobei die y,, mit negativen Indizes eile Null zu setzen sind. Nach (16) 
soll dies gleich 
dv 


sein. Daraus folgt 


Die {ie Ge +e ()) a ee tal!) ted he, 
s=0 


1 


[Piz Opa ele 
Dies ist ein unendliches System von Differentialgleichungen 
Pa ae 
jm Ta TS (20) 
ery oy, d 
Pea ag ae { hs — Dd te sary ee (20') 
s=0 s=0 


1 Vgl. Fark, G.: Uber Ringe mit Porsson-Klammern. Math. Ann. 123, 379 
(1951). 
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von welchem wir uns auf die erste Gl. (20) beschranken kénnen; denn 
ist »(q) eine Lésung von (20), so zeigt man durch elementare Rechnung, 


daB 


»,(q) == (> J 7’ po(4) (7 = 1, 2,...) 


y\ 


Lésungen der folgenden Gln. (20’)... sind. Durch Vergleich von (18) 
und (20) sieht man, daB der in (20) auftretende Differentialoperator aus 


(18) hervorgeht, wenn # durch k ersetzt wird. Damit ist aus dem 
oa, 


im HEISENBERG-Ring formulierten Eigenwertproblem (16) die SCHRO- 
DINGER-Gleichung abgeleitet, deren Charakter als Wellengleichung hier 
als Folge der Struktureigenschaften des HEISENBERG-Ringes erscheint, 
eine Tatsache, welche bei der Aufstellung erweiterter Wellengleichungen 
zu beachten ist. ° 

Zum. Schlu8 noch eine Bemerkung. Wir haben gesehen, daB die 
Auswahl eines Systems von involutorischen Integralen auch in der 
Quantenmechanik durch Separation der Energieeigenwertgleichung in 
geeigneten Systemkoordinaten bewerkstelligt wird. Dabei macht man 
die auf den ersten Blick merkwiirdig anmutende Feststellung, daB in 
der Regel dieselben Systemkoordinaten zur Separation der SCHRODINGER- 
Gleichung fiihren, die auch im entsprechenden klassischen Fall die 
Separation leisten. Nach den obigen Ausfiihrungen ist dies aber klar, 
denn es miissen in allen Fallen dieselben Systemkoordinaten zur Sepa- 
ration fiihren, in denen die zugehdrigen involutorischen Integrale des 
Systems H(p;,q;) im klassischen Ring %, auch involutorische, d.h. 
vertauschbare Integrale im HEISENBERG-Ring 3, sind. 


Der Deutschen Forschungsgemeinschaft danke ich fiir die mir er- 
wiesene Hilfe. 


Marburg a.d.Lahn, Institut fiir Struktur der Materie. 
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Quantisierung der Strahlungsprozesse 
am Kerntropfen. 


Von 
W. JEKELI. 


(Eingegangen am 1. Dezember 1951.) 


Es wird gezeigt, da8 die Quantisierung des inkompressiblen Kerntropfens analog 
der Quantisierung des kugelsymmetrischen Strahlungsfeldes durchgefiihrt werden 
kann. Die Berechnung der Matrixelemente aus der Wechselwirkungsenergie zwi- 
schen Materie und Feld liefert dann die Drehimpulserhaltung und die Ubergangs- 
wahrscheinlichkeiten fiir Emission und Absorption. 


Die klassiche Strahlungstheorie fiir das Trépfchenmodell des Atom- 
kernes ist von S. FLUGGE? fiir den drehimpulslosen Fall durchgefiihrt 
und von M. Frerz? auf den Tropfen mit Drehimpuls erweitert worden. 
Es soll im folgenden gezeigt werden, daB die Quantisierung der Normal- 
schwingungen mit einfachen Mitteln geschehen kann und die Dreh- 
impulserhaltung fiir das Gesamtsystem aus Materie und Strahlungsield 
ohne weiteres nachzuweisen ist. Dazu sel angenommen, da& sich der 
schwingende Tropfen als Strahlungsquelle (2’-Pol) im Mittelpunkt eines 
kugelsymmetrischen Feldes befindet. Der inkompressible Tropfen mit 
der Ladungsdichte 9, und der Materiedichte 0,, werde durch Hy,,, das 
ungestérte Strahlungsfeld durch Hg, charakterisiert. Dann ist die 
Wechselwirkung zwischen Feld und Atomkern gegeben durch 


H’ =—* [ 0, (0 W) dr. (1) 


a) Die Quantisierung des Trépfchenmodells. 


Die Schwingungen des Tropfens seien beschrieben durch ein Ge- 
schwindigkeitspotential 


D => (Bim?! Yim (8, ) + Bim” Yim: )) 
. ee (2) 
mut 
J fe Yn dQ—= On Dain : 
Dabei ist (r, 9,g) ein Aufpunkt innerhalb des Tropfens. Ist weiterhin 
R, der Radius in der Ruhelage, so gilt fiir einen Punkt der Oberflache 
R = Ry + D> (tm Yim (9, 9) + Him Yam (9, #)) - (3) 


l,m 


1 Fricce, S.: Ann. Phys. 39, 373 (1941). 
2 Frerz, M.: Helv. phys. Acta 16, 365 (1943). 
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Die «,,,, Bim sind noch Zeitfunktionen und hangen durch 


008 Ls () 9 (4) 


ot OY 


miteinander zusammen. Wie l. c.! gezeigt wird, hat dann die Energie- 
funktion die Gestalt: 


3 
Hoar =E = S120. (cag ® + oF [ts |) 
l,m 
mit (5) 
2 yl(t—1) (t+ 2) 
ore Om Ry 

(vy = Konstante der Oberflachenspannung). 

Diese Form der Energie bedingt eine einfach periodische Zeitabhan- 
gigkeit der Amplituden a. so daB Hy, auch in der Form 


mit a (6) 


geschrieben werden kann. 

Von hier ausgehend kann man die Quantisierung des Tropfens ganz 
analeg der Quantisierung des Strahlungsfeldes durchfiihren. Bei rich- 
tiger Anordnung der Operatoren A,,,, Aj,, zur Vermeidung der Null- 
punktsenergie hat dann der hermitische Operator H,,, die Eigenwerte 
Nim h Coy: 

(Hytat)im = 207 A], Aim = Ninh or, (7) 
d.h. die Gesamtenergie baut sich aus einzelnen Schwingungsquanten h w, 
auf. Fir die hermitisch konjugierten Operatoren A,,,, A}, gelten die 
Vertauschungsrelationen : 


h 
Aim Atm — Ab w Aim = 3 65- Onr Osa (8) 
In allen weiteren Rechnungen sei eine bestimmte 2'-Pol-Schwing ung 


mit —/<m<-+/ und w,=o ins Auge gefaBt. 
Der Drehimpuls des Trépfchenmodells ergibt sich aus 


®= f on [t, gradD] dz, (9) 
in Komponenten: 


G, +10, = fare, ie? (sy +i -ctgd-_)® 


©,—1 8) = fdze,,¢e-"? (gp +i-ctgo\o 


1 Vgl. FuBnote 1, S. 481. 
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] ee 
Setzt man wegen |«,,,|<R,: 


21+3 ~, PI+3 fry Key , >* 2 
R wR, ee 3) 2. (Cam Yim +o} ¥*) Re , 
m 


beachtet (6), die Randbedingung (4), welche 


—10} 


QR aS 
Pim — LRI-} tm (10) 


hefert und benutzt die Relation 
ayy Sth Aenea I 
a = FV CE m+ 1): (CF m) Prt + m-ctgo By, (44) 


fiir die normierten Kugelfunktionen, so ergibt die Integration, wenn 
man zuerst iiber y integriert und dabei bedenkt, da8B die obere Grenze 
R=R(#,q) ist: 


6, +16,=— DY (Ain Al mar Vo-+ m+ 1) l—m) + 


+ Ay m—1 Alm V+ m) (l—m + 1)) 
@, —1 6, =—@ Y (Ayn Al na Vm) Im +1) + (12) 


+ Asma Alm V+ m + 1) 0—m)) 
G, = > m2 A], A,,, =>, MiNi, - 

m m J 
(G,+7G,) ist nicht diagonal und im Gegensatz_zur klassischen Rech- 
nung auch dann von Null verschieden, wenn nur eine bestimmte Schwin- 
gung (/, m) angeregt ist. Unter Benutzung von (8) kann man leicht die 
bekannten Vertauschungsrelationen der Drehimpulskomponenten nach- 
weisen : ; . 

(6, +76,, 6,] =—h(G, +1 Gy) 

(G6, +76,, 6, -—71G,] =2h G,. 
Fiir ein einzelnes Schwingungsquant der Sorte (/, m) ist schlieBlich 

G,=mh, G@? = f?21(1 +1). (14) 
Beide Ausdriicke sind gleichzeitig diagonal. Wird also ein solches 
Schwingungsquant emittiert, so verliert der Atomkern den Drehimpuls 
G,=mh mit |G|=h yee+ 4). 


ame b) Das Strahlungsfeld. 
Als Strahlungsfeld sei das aus Kugelwellen aufgebaute elektro- 
magnetische Feld im Inneren eines kugelférmigen Hohlraums mit ideal 
leitender Oberflache vom Radius R, betrachtet. Es wurde von 
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W. HEITLER! auf seine Drehimpulseigenschaften untersucht und kann am 
leichtesten durch die DEByEschen Potentiale* beschrieben werden. Fir 
die elektrischen Multipollésungen — die in diesem Zusammenhang allein 
in Frage kommen — kann wegen der Differentialgleichung 


All, —— If, =0 (15) 
unter Beachtung der Feldbegrenzung angesetzt werden: 
, : 1 (214) 
Hy = bin fr 84s) Yim (Oar payei", — wobei fy = C- ie i) 
m it 


Das Feld ist dann im: Aufpunkt (7,, #,, y,) durch die Komponenten des 
Vektorpotentials 2{ bestimmt: 


eee eel Gre sie) 


= k Al 

—i 1 e 

X= = 5 oe (7, (TE, 118) (17) 
—i 4 2 

Uo, = k sind, 67,69, (r, (12, — Hf) . 

Die Randbedingung 
6(7, fi) uf 
mh! We 


legt die Eigenwerte k,, = @,/c fest, und die wbliche Normierung 
R, . 
I frdry Aree (19) 
0 


die Konstante C in (16).: Die Amplituden 6,,, sollen nun durch die 
Gesamtenergie Es, derart festgelegt werden, daB Eg, identisch mit 
der Hamitton-Funktion Hg, des Strahlungsfeldes wird. Fiir ein be- 
stimmtes m soll also sein: 


2 
s- | @+ 6,44 = aq | Ge d= 2; | Unde 


—= —s 2 
i nee ~~ 2 Wy, An Um a Nm WW, » 


Setzt man (17) ein, benutzt (11) und integriert zuerst iiber die Winkel 
(O,,Q,), so ergibt sich: 


2 
(Este)im re dar | Und t, 


Ly [nar, ‘abainoutas (eae p+(e re, 


(20) 


1 Hertter, W.: Proc. Camb. Phil. Soc. 32, 112 (1936). 


* Desye, P.: Ann. Phys. 30, 64 (1909); vgl. auch Franz, W.: Z. Physik 127, 
363 (1950). 
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Mit den: Relationen 


of, fh ef, | 
ae —lI+=—k-f,,, —~ (J+ 4) a rR fpay (22) 


") or, 1 


kann (21) noch vereinfacht werden: 
i - tft SGML A 
a + ae aren CB t+ Aa). (23) 


3 
Benut ie ralbezie Pr dr, 3 
utzt man nun die Integralbeziehung | f; 7} dr, = = (fi —h+ih-1), 


weiterhin (18) und (19), so folgt nach einigen Umformungen aus (20) 
der Zusammenhang zwischen den Amplituden a,,, und b 


lm ZV 
b mio Ret ba . 2 
Lay eT i) 


SchlieBlich sei noch die Konstante C berechnet. Sie ergibt sich aus (19) 
mit Hilfe der asymptotischen Darstellung 


T3 
-— sin (ar, = a 


[2 2 
: bas Cleat (25) 
: Meena 13 pee 
Wegen | sin? (kr a) dn = 5 ist 
0 
Ce 4a (26). 


Nach (20) hat also Hg, den gleichen formalen Aufbau wie (7). 
Dariiber hinaus zeigt die HEITLERsche Rechnung, daB auch die Dreh- 
impulskomponenten die gleiche Form wie (12) haben; man hat nur die 
auf das Trépfchenmodell bezogenen Operatoren A,,,, Af,, durch die 
des Strahlungsfeldes a,,,, a{,, zu ersetzen. Speziell fiir ein Photon ist 
M,=mh und M?=h? 1(1+1). 


c) Emission und Absorption. 


Durch a) und b) sind die ungestérten Eigenzustande des Strahlungs- 
feldes und des Trépfchenmodells beschrieben. Bei Einschaltung der 
Stérung (1) werden Emissions- und Absorptionsprozesse induziert, wobei 
wechselseitig ein Lichtquant und ein Schwingungsquant entsteht bzw. 
verschwindet. Die Durchfiihrung der Stérungstheorie liefert die Energie- 
erhaltung fw, =how, d.h. es ist nur die Umwandlung von Photonen in 
Schwingungsquanten gleicher Frequenz (und umgekehrt) mdglich. 

Zur Bestimmung der Ubergangswahrscheinlichkeiten sei zuerst H’ be- 
rechnet. Die Geschwindigkeit eines Materieelements g,,dt des Trop- 


fens ist 
p = grad @. (27), 
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Mit (p U1) =v, %,+ vp A,+d, A, folgt dann unter Beriicksichtigung von 
(eye) ind (24) nach einer einfachen, aber etwas langwierigen 


Rechnung: 
H =— ee [cv W) dt 
(28) 
=e ae | drrt'f,_,(kr)- =e : yo : ey (Aim mn + Abin 4m) « 


0 


0 poke 


Es treten also nur Produkte A,,,aj,, und Aj, a;,, mit iibereinstimmen- 

dem m auf; dieses garantiert die Drehimpulserhaltung. Im allgemeinen 

ist die Wellenlinge der emittierten y-Strahlung groB gegeniiber den 

Kernabmessungen, d.h. ky <1 fiir y< Ry. Also kann man setzen: 
I,_1 (R71) > EAE C : 


hs(tr) =C SE (3 


pene oe ee 
==(k7) \2 @i—1)l Ge 
und damit wird fiir ein bestimmtes m: 


: ; Beth. vse 1) ohn in 
A ee Tera) e 1/28 C (Aim Am + Alm tim) (30) 


(ay P+ 4) (29) 


Die Matrixelemente von A,,,, Al, (und entsprechend diejenigen 


lm 
von a;,,, a},,) haben folgende Gestalt: 


i (Nim + 1) 

(Atm)Nim, Mim = |/——ge—  ONtm, Mim—1 
= (34) 
v IN) : 

(AT Ne wane = a * ONim, Mim+1- 


Sind also bei Einschaltung der Stérung N,,, Schwingungsquanten und 
™» Photonen der Sorte (/, m) vorhanden, so beschreibt der Term A,,, a], 
den Ubergang in den Zustand (N,,,+-1, %,,—1) (Absorption), und 
der Term Af,,a,,, den Ubergang zum Zustand (N,,,—1, +1) 
(Emission). Nach einer bekannten Formel! ist dann die Ubergangs- 
wahrscheinlichkeit fiir Emission und Absorption gegeben durch: 


20 ‘ 
@ = —.0r|H' Nim, ums Nim F1; nim [*- (32) 


Die Dichte der Energiezustande im Strahlungsfeld 9, erhalt man aus 
der Randbedingung (18). Setzt man (25) ein, so ist (18) fiir 


(eR, —)= en 


1 Vel. z.B. HeITLer, W.: The Quantum Theory of Radiation, 2. Aufl., S. 90. 
Oxford 1944. 
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ertullt. at =o, ist also die Dichte der Eigenwerte auf der 
_Frequenzskala, und 

R, 
ach 


(33) 


Cr 


die Dichte der Eigenwerte auf der Energieskala. 
Mit (26), (30), (34), (32) und (33) ergibt sich damit fiir die Emissions- 
wahrscheinlichkeit : 


on 2! < ae 
 .. = 55 (ORM ora 14 n) ( : *Nim(Mm +1). (34) 


Fiir die Absorptionswahrscheinlichkeit ek man nur N,,, durch 
Ni, +1 und (m;,,-+-1) durch m,,, zu ersetzen. Betrachtet man speziell 
den Fall spontaner Emission (n,,,—0) fiir N,,,=1, so folgt aus (34) 
die 1. c.1im Rahmen klassischer Betrachtungen abgeleitete Ubergangs- 
wahrscheinlichkeit. . 


Herrn Prof. S. FLUGGE méchte ich fiir anregende Diskussionen recht 
herzlich danken. ~ 


_ Marburg a.d.Lahn, Institut fiir Struktur der Materie. 


a “4 Vgl. FuBnote 1,-S. 431. 
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Photochemische Vorgange 
in Alkalihalogenidkristallen. 
Von 
WERNER MARTIENSSEN. 

Mit 13 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 15. Januar 1952.) 


Die Arbeit behandelt in § 4 photochemische Vorgange, die durch ultraviolettes 
Licht, und in § 5 Vorgange, die durch Réntgenlicht hervorgerufen werden. Die 
Reaktionsprodukte werden an Hand ihrer Absorptionsspektren untersucht. Zur 
Erleichterung der Darstellung werden in §3 alte und neue Beobachtungen an 
Kristallen, dieim Metalldampf verfarbt worden sind, vorangestellt. In den §§ 6 bis 8 
wird eine Deutung der Befunde vorgeschlagen, und zwar im engen Anschlu8 an 
die Vorstellungen, die A. v. HippEL 1936 und P. PRINGSHEIM und seine Mitarbeiter 
1951 veréffentlicht haben. §9 bringt die Zusammenfassung der Ergebnisse. 


$1. Aufgabe. 

Bei photochemischen Vorgangen in Alkalihalogenidkristallen unter- 
scheidet man einstweilen zwei Falle. Im ersten handelt es sich um 
die Wirkungen der kleinen Quanten des sichtbaren und des ultravioletten 
Lichtes. Der zweite Fall betrifft die Wirkungen der groBen Quanten 
des Roéntgenlichtes, bei denen ausgeldste energiereiche Elektronen tief- 
greifende Veranderungen des Gittergefiiges hervorrufen kénnen. 

In beiden Fallen hangen die photochemischen Reaktionen nicht nur 
quantitativ sondern auch qualitativ von der Temperatur der Kristalle 
ab. Die vorliegende Arbeit erweitert das experimentelle Material und 
versucht das bisher auf diesem Gebiet bekannte zusammenzufassen. 


$2. Versuchsanordnung. 
Es handelt sich im wesentlichen um das Ausmessen von Absorptions- 


spektren moglichst reiner Kristalle. Fiir eine Wiederholung der Mes- 
sungen seien folgende Einzelheiten mitgeteilt: 


Zum Ausmessen der Absorptionsspektren diente im sichtbaren Spektralbereich 
ein Doppelmonochromator mit Glasoptik und Wolframlampe; im Ultravioletten 
ein Doppelmonochromator mit Quarzlinsen und Steinsalz-, Quarz- oder FluBspat- 
prismen. Als Lichtquellen im Ultravioletten dienten neben einer Quecksilber- 


hochdrucklampe Metallfunkenstrecken. Die benutzten Funkenlinien seien kurz 
zusammengestellt : 


Cd: 275 257 232 229 226 224 220 214 187,4 my. 
Zn: 256 250 210 206 203mu 

Ag: 247 245 241 236, 92235) .223 219 195,2 192 my 
Au: 213 212 _ 208 204. 200 197,8 192,3 mp 

Al: 199° 193) 86mm, 

Sn: 190 mu. 
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Als Photozellen wurden im roten und ultraroten Spektralbereich Casiumzellen, 
im Ubrigen sichtbaren Bereich Kaliumzellen und im ganzen Ultravioletten Natrium- 


zellen verwandt. Der MeBbereich reicht von 186 bis 1000 mu Wellenlange. 


Die Kristalldicke d betrug im allgemeinen 0,1 bis 0,3 mm, die Flache 10 > 5mm. 


num héchstens 5% von- 
einander ab. Bei gré8eren Abweichungen wiirde man im Bereich der Eigenabsorp- 


tion des reinen Kristalles MeBfehler bekommen. Die durch die Rauhigkeit der 
Kristallspaltflachen hervorgerufenen MeBfehler wurden durch Ve 
an verschiedenen Proben ausgeglichen. 


Die Dicken der beiden zu vergleichenden Kristalle wiche 
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Fig. 1. Oberes Teilbild: Absorptionsspektrum eines Farbzentren enthaltenden KBr-Kristalles. Der Kristal? 

ist bei 650°C in K-Dampf verfarbt worden, dessen Dichte einer Temperatur von 410° C entsprach. Die mit 

U bezeichnete Bande entsteht durch den als Verunreinigung vorhandenen Wasserstoff [vgl. § 4 und F. Kirern- 

ScHROD, Ann. Phys. V, 27, 97 (1936), Fig.2]. — Im unteren Teilbild ist ein Teil der Farbzentren durch Licht- 

absorption in der F-Bande zu Komplexen vereinigt worden. Man erkennt diese Vorstufen der Kolloidbildung 
am sinnfalligsten durch die bei 1,5 eV gelegene Bande. 


Die Kristalle wurden im Pt-Tiegel aus der Schmelze des analysenreinen Salzes 
-gezogen; einige Kristalle wurden durch wiederholte Umkristallisation im Platin- 
‘Tiegel besonders gereinigt. Leitfahigkeitsmessungen ergaben, daB der Gehalt an 
-Erdalkaliionen! in solchen Kristallen nur einige 10~’ betrug. Eindiffundierte Gase 
‘wurden durch mehrstiindiges Ausheizen der Kristalle im Hochvakuum bei Tem- 
peraturen kurz unterhalb ihres Schmelzpunktes beseitigt. - Vergleichsmessungen an 
besonders gereinigten und an nicht gereinigten Kristallen zeigten keine merklichen 
eed. : 


Die Konzentration photochemischer Reaktionsprodukte sinkt im allgemeinen 
‘mit zunehmender Eindringtiefe des Lichtes. Die dadurch entstehenden MeBfehler 
waren bei den benutzten Kristalldicken zu vernachlassigen. 


1 Kextine, H., u. H. Wirt: Z. Physik 126, 697 (1949). 
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§3. Die durch Farbzentren erzeugten Absorptionsbanden. 
Die bekanntesten photochemischen Reaktionsprodukte in Alkali- 
halogenidkristallen sind die Farbzentren?. Man kann Farbzentren auch 
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Fig. 2. Der langwellige Auslauter der Eigenabsorption be- 
sonders gereinigter KBr-Kristalle und-seine Verschiebung 
mit der Temperatur. Die Messungen sind in Differenz 
gegen KCl-Kristalle ausgefiihrt worden, um die Reflexions- 
verluste auszuschalten. Das gelingt nicht vollstandig, weil 
-die Dispersion beider Salze nicht genau tibereinstimmt. 
In Wirklichkeit verschwindet die Absorption dort, wo 


auf direktem Wege durch Ein- 
wanderung von Elektronen in 
die Kristalle erzeugen, z.B. 
durch Erhitzen der Kristalle 
in einem reduzierenden Me- 
talldampf. 

Kristalle, die Farbzentren 
enthalten, zeigen Absorptions- 
banden, wie sie im oberen Teil- 
bild der Fig.1 fiir das Bei- 
spiel des KBr dargestellt sind. 
Rechts sieht man die altbe- 
kannte Bande F in einem sonst 
vollkommen _durchsichtigen 
Spektralgebiet. Links sieht 


der Kurvenverlauf praktisch horizontal wird. man in dem Spektralbereich, 
in dem die Eigenabsorption 
des KBr beginnt?, die Bande f eines neuen von P. PRINGSHEIM und 
Mitarbeitern entdeckten Bandentyps*.*. Der steile Anstieg der Eigen- 
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Fig. 3. Das Absorptionsspektrum eines RbBr-Kristalles, der in einer reduzierenden Matalldampfatmo- 

‘sphare verfarbt worden ist. Man sieht wie in Fig. 1 als Nebenerscheinung auch die U-Bande, sowie 

wie in Fig.1 unten, die Vorstufen der Kolloidbildung. 
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1 Zusammenfassende Berichte: Pont, R. W.: Z. Physik 39, 36 (1938). — 
SErtz, F.: Rev. Mod. Phys. 18, 384 (1946) 
* Hitscu, R., u. R. W. Pont: Z. Physik 57, 145 (1929); 59, 812 (1930). 

5 DELBEcQ, J., P. PRINGSHEIM u. PH. YUSTER: J. Chem. Phys. 19, 574 (1951). 
* 1929 haben Hirscw und Pont die ersten Banden der Eigetabsorption in 
Alkalihalogenidkristallen gemessen und auch gezeigt, daB sich diese Banden als 
ganzes durch Oberflacheneinfliisse verschieben lassen [Z. Physik 57, 145 (1929), 


Abb. 3]. Gleich darauf haben sie in Farbzentren enthaltenden KBr-Kristallen 


ee 
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absorption (Fig. 2) verhindert bisher die experimentelle Entscheidung, 
ob weitere Banden bei kiirzeren Wellen folgen. 

Fig. 3 zeigt den entsprechenden Versuch an einem RbBr-Kristall. 
Auch hier wieder auBer der Bande F im absorptionsfreien Spektralgebiet 
die Bande f im Bereich des Auslaufers der Eigenabsorption. Die Bande p 
ist also nunmehr in KI, KBr und RbBr bekannt; man darf mit ihrer 
Existenz in allen Alkalihalogeniden rechnen. 


Die wichtigen Versuche von P. PRINGSHEIM und Mitarbeitern an KI waren 
anfanglich in einer Richtung nicht ganz befriedigend. Die Absorptionskonstanten 


Absorotionskonstonte 


-250 -790 —730 -70°C 66 62 66 &éeVolt 
: Jemperotur Photonen-Lnergle 
Fig. 4. Rechtes Teilbild: Einflu8 der Temperatur auf Lage und Gestalt der Bande f. Das linke Teilbild 
gibt die Messungen wieder, mit denen diese Absorptionskurven konstruiert sind. Man beachte die verschieden- 
artige Temperaturabhangigkeit der Absorptionskonstanten fiir die einzelnen Wellenlangen. 


der Bandenmaxima hatten nur die GréBenordnung 1/mm. In solchen Fallen be- 
steht immer die Méglichkeit, daB man durch irgendwelche unbekannte Beimengun- 
gen gitterfremder Bausteine getauscht wird. Aus diesem Grunde wurde hier be- 
sondever Wert darauf gelegt, Banden mit Absorptionskonstanten in der GréBen- 
ovdnung 10 mm zu benutzen (Fig. 1, oben). AuSerdem wurde ausgiebig gepriift, 
ob die Bande f an die Anwesenheit fremder Bausteine im Gitter gebunden ist. 
Die Kristalle wurden einerseits im Hochvakuum entgast; andererseits wurden 
fremde Ion2n zugesetzt, wie z.B. Cat*, das besonders haufig als ungewollte Bei- 
mengung vorhanden ist. All’das blieb ohne Einflu8 auf das Auftreten der Bandef. 


Die F-Bande wird mit sinkender Temperatur schmdéler und ihr 
Maximum wird zu héheren Frequenzen verschoben!. Fiir die Bande f 
des KBr findet man das gleiche, Fig. 4. 

Um den Zusammenhang der Banden f und F zu sichern, wurden 
Kristalle mit verschiedenen Konzentrationen der Farbzentren durch- 
gemessen. Das Ergebnis ist in Fig.5 graphisch dargestellt: Man findet 
die Absorptionskonstanten der Banden f und F proportional. — Dieser 
Zusammenhang soll durch einige weitere Versuche erhartet werden: 
nach Absorptionsbanden im Spektralgebiet der beginnenden Eigenabsorption 
suchen lassen [ARSENJEWA, A.: Z. Physik 57, 163 (1929), S. 166/167], jedoch ver- 
geblich, weil die Messungen bei Zimmertemperatur statt wie von PRINGSHEIM bei 
tiefen Temperaturen ausgefiihrt worden sind. 

1 Mottwo, E.: Z. Physik 85, 56 (1933).. 
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Man kann z.B. die Farbzentren durch Erhitzen der Kristalle hinaus- 
diffundieren lassen. Man kann sie auch beseitigen, indem man sie mit 
eindiffundierendem Wasserstoff reagieren laBt, dabei wird die F-Bande 
in die nahezu flachengleiche U-Bande umgewandelt (vgl. § 4): In beiden 
Fallen verschwinden die Banden F und f gleichzeitig. 

Man kann auch auf photochemischem Wege die Konzentration der 
Farbzentren vermindern. Das untere Teilbild der Fig.1 gibt ein erstes 
Beispiel. — Im oberen Teilbild waren alle Farbzentren atomar verteilt 
(durch Erhitzen der Kristalle mit nachfolgendem Abschrecken). Im 
unteren Teilbild ist etwa die Halfte der 
Farbzentren durch Lichtabsorption in 
der Bande F bei + 80° C beseitigt wor- 
den. Dabei haben sich die Vorstufen 
der Kolloide gebildet, erkennbar an 
den Banden, die von OTTMER, MOL- 
NAR, PETROFF u. a. beobachtet worden 
sind!. Die Verminderung der Farb- 
zentrenkonzentration hat die Banden § 
und F in gleicher Weise verkleimert. 
oil RE PE Belichtet man schlieBlich den KBr- 

Pec et Mox. der bonde F Kristall bei —135°C mit Licht aus 
Fig. 5. Die Absorptionskonstanten im Maxi- dem Bereich der F-Ban de, so. wir d die 


mum der Banden # und F sind einander i 
proportional. Diese Proportionalitat war in F-Bande in die langwelligere F’-Bande 


+e. 182 (lost); Big. toch nicht bekaaae pp guneewandelt:. Die -Konzentrationy der 

Farbzentren wird durch den als Er- 
regung bekannten ProzeB vermindert. Dieser ProzeB laBt sich durch 
Einstrahlung von ultrarotem Licht riickgangig machen. Leider ist die 
F’-Bande in KBr bei —135°C noch recht instabil. Bei kleineren Tem- 
peraturen aber wird die Ausbeute der Reaktion F— F’ zu gering?. In- 
folgedessen konnte jede Absorptionsbande nur stiickweise ausgemessen 
und statt ihrer vollstandigen Gestalt nur die Absorptionskonstante 
in ihrem Maximum ermittelt werden. Man findet sie in der Tabelle 4, 
und zwar fiir zwei voneinander unabhangige MeBreihen. Die Tabelle 
zeigt zunachst, daB das Verhaltnis zwischen den Banden F und B auch 
dann erhalten bleibt, wenn man die Konzentration der Farbzentren 
durch Herstellung oder Beseitigung der Erregung verandert. 


Absorptionsk. in Max. der Bonde 3 


0 


1 OrtmeER, R.: Z. Physik 46, 798 (1928). — Moxnar, J. P.: Diss. Mass. Inst. 
Techn. 1940. — Burstein, E., u. J. J. OBERLY: Phys. Rev. 79, 903 (1950). — 
Caster, R., P. PRINGSHEIM u. PH. YusTER: J. Chem. Phys. 18, 887 (1950). — | 
Petrorr, St.: Z. Physik 127, 443 (1950). — Siehe auch MitcHELL, J. W.: Photo- 
graphic Sensitivity, S. 4. Butterworth Scientific Publications Ltd., London 1951.. 
Report on St, Perrorrs Photochemical Invenstigations on Potassium Chloride 
Crystals (Verf. R. W. Pout). 

* Pick, H.: Ann. Phys. (V) 31, 365 (1938).- 
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AuBerdem aber bringt diese Tabelle eine wichtige andere Tatsache. 
PRINGSHEIM hat am Beispiel des K J gefunden, daB bei der Erregung 
der Farbzentren auf der langwelligen Seite der B-Bande eine neue Ab- 
sorptionsbande auftritt, die er mit dem Buchstaben « bezeichnet. Die 
Wiederholung dieses Versuches an KBr hat diese Tatsache bestatigt. 
Auch hier tritt bei der Erregung der Farbzentren die neue Bande auf, 
sie liegt bei 202 mu und ist 
der Lage nach identisch 
mit der Bande U’, welche 
man aus photochemischen Nach Bestrahlung mit | F-Bande | 6-Bande | a-Bande 
Beobachtungen an KBr- Sas MSE ae 
Kristallen seit 1940 kannte. | 


Tabelle 1. KBr im Metalldampf verférbt. 
Absorptionskonstanten in mm. 


bo 50 sulla; 3 0,44 

In §5 wird gezeigt werden, U!trarotem Licht { ri, ng ee eye, OR 
daB der bisher mit dem fFricht..... [eet 1 | 33 2,26 
2.401) 5.409) 63,38 


Buchstaben V; bezeichnete 
Anstieg der Absorption in Kristallen, die mit R6ntgenlicht bestrahlt 
worden sind, ebenfalls zur Bande « fiihrt. 


$ 4. Photochemische V orgénge im ultravioletten Spektralgebiet. 


Durch geeignete Zusatze lassen sich Alkalihalogenidkristalle fiir die 
kleinen Quanten des ultravioletten oder gar des sichtbaren Lichtes 
sensibilisieren. Besonders tibersichtliche Verhaltnisse erhalt man mit 
der von HitscH und Pout angegebenen Sensibilisierung mit Wasser- 
stoff!: Man erhitzt einen Farbzentren enthaltenden Kristall in einer 
Wasserstoffatmosphare (1 bis 40 Atm). Dabei verschwinden die Ban- 
den F und f und statt ihrer tritt im Ultravioletten eine neue mit dem 
Buchstaben U bezeichnete Absorptionsbande auf. 

In Fig.6 findet man die U-Banden fiir drei im folgenden gebrauchte 
Kristalle. Der Einflu8 der Temperatur ist der gleiche, wie bei der F- 
Bande. Das spricht dafiir, daB die U-Zentren wirklich in das Kristall- 
gitter eingebaut sind. 

Die photochemischen Eigenschaften der U-Zentren und ihre Tem- 
_ peraturabhangigkeit sind von Hirscu und Pout eingehend untersucht 
worden?. SchlieBlich ist in der Dissertation von H. THomMAs® 1940 ge- 
zeigt worden, daB der Abbau der U-Bande bei tiefer Temperatur zu- 
nachst nicht zu Farbzentren, sondern zu einem Zwischenprodukt fihrt, 


1 Hirscu, R.,u. R. W. Pout: Gottinger Nachr., math.-phys. Kl., Fachgruppe II, 
1936, Nr. 12, 139. ‘ 

2 Hitscu, R., u. R. W. Pour: Géttinger Nachr., math.-phys. Kl. Fach- 
gruppe II, 1933, Nr. 46, 322, Nr. 52, 406; 1934, Nr. 9, 115; 1935, Nr. 19, 209. — 
SCHAITBERGER, G.: Géttinger Nachr., math.-phys. icy, Fachgruppe II, 1937, 
Merts, 1st: | pies Poe 


3 Tuomas, H.: Ann. Phys. (V) 38, 604 (1940). 
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_dessen Anwesenheit sich durch die Bande U’ bemerkbar macht. Fig. 7, 
entnommen aus der Dissertation von H. Tuomas, stellt die Quanten- 
ausbeute bei dem optischen Abbau der U-Bande dar ; Fig. 8 zeigt die 
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U-Bande zum Aufbau der kurzwelligen Bande U’ und zu einem steilen 
Anstieg der Absorption oberhalb von 6,3 eV. Farbzentren entstehen 
dabei nur als geringfiigige Nebenerscheinung (mittlere Teilbilder der 
Fig. 8). 
Rechts vom Minimum fihrt die Reaktion zur Bildung von Farb- 
zentren, es erscheinen die Banden F und # (unteres Teilbild der Fig. 8). . 
Bei tiefen Temperaturen kann man also die Bande U' praktisch ohne 


Anwesenheit von Farbzentren herstellen; sie zeigt, daB Mer eine V orstufe 
der Farbzentren gebildet wird. 
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Fig. 9. Der photochemische Abbau der U-Bande in KBr bei — 253° C und sehr hoher Konzentration der 
U-Zentren. Die Bande U’ («) konnte wegen der hohen Absorptionskonstante in diesem Fall nicht gemessen 
werden. 


Die Bande U’ ist bei —183° C iiber etliche Stunden stabil. Kurzes 
Erwarmen auf —140°C baut sie bereits zur Halfte ab. Bei Zimmer- 


temperatur ist die Riickbildung der U-Bande (Fig. 8, oberes Teiibild) 
vollendet. 


Bestand das Reaktionsprodukt in Farbzentren (unteres Teilbild der 
Fig. 8) so wird der Ausgangszustand (oberes Teilbild) beim Erwarmen 
auf tiber 200° C wieder hergestellt. 


Lichtabsorption in der Bande U’ fiihrt zur Riickbildung der Bande U; 
der Ausgangszustand wird wieder hergestellt. Dabei ist die Quanten- 
ausbeute geringer, als bei der Reaktion U > U’. Der Proze8 wird begleitet 
von einer lebhaften Fluoreszenzemission mit kontinuierlichem Spektrum 


im blauen und griinen Spektralgebiet (H.THomas, 1. c. S. 607; 
Taschenspektroskop). A 
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Neben der Bande U’ erscheint bei der Lichtabsorption in der 
Bande U eine breite von THomAs U” genannte Bande. Das zeigen 
die mittleren Teilbilder der Fig. 8 und auBerdem Fig. 9 fiir eine 
besonders hohe Konzentration der U-Zentren (in diesem Fall kann 
die U’-Bande nicht gemessen werden, weil ihre Absorption zu groB 
ist). Der Lage nach fallt die Bande U’” mit den Banden zusammen, 
die man bei Bestrahlung mit Réntgenlicht V, und V, genannt hat. 
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Fig. 10. Der photochemische Abbau der U-Bande in KCl und RbCl. Im linken unteren Teilbild ist iiber 
der Angabe ,,bei —183° C‘‘ das Wort gemessen einzufiigen. 


An letzter Stelle wurde gepriift, ob die an KBr gefundenen Erschei- 
nungen auch an anderen Alkalihalogeniden wiederkehren. Die Fig. 10 
gibt die Ergebnisse fiir KCl und RbCl-Kristalle. In den unteren Teil- 
bildern findet man die U-Bande im Ausgangszustand. In den oberen 
die durch Lichtabsorption in der U-Bande erfolgten Veranderungen. 

In KCl 1aBt sich die U-Bande im Bereich tiefer Temperaturen bereits 
bei —183°C gut abbauen. In RbCl reicht selbst die Temperatur des 
fliissigen Wasserstoffes noch nicht aus, um einen Abbau bis zur Haltte 
zu erméglichen. In beiden Fallen tritt innerhalb des MeBbereiches keine 
U’-Bande auf. Man sieht héchstens unterhalb von A=200 muy. einen 


geringfiigigen zu ihr fiihrenden Anstieg. Beim Erwarmen des Kristalles’ 


wird der Ausgangszustand ebenso wie im KBr wieder hergestellt. Daher 
ist an der Existenz der Banden U’ auch in den Chloriden nicht zu 


-gweifeln, nur liegen sie offenbar in einem unzuganglichen Spektral- 


gebiet, also unterhalb von A= 186 my. 


\ 
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&§ 5. Photochemische Vorgénge bei Bestrahlung mit Rontgentltcht. 


Fig.11 zeigt das Absorptionsspektrum eines KBr-Kristalles, der bei 
verschiedenen Temperaturen mit Roéntgenlicht bestrahlt worden ist. 
Spannung: 6-104 V; Emissionsstrom 7 - 10-*Amp; Bestrahlungsstarke 
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Fig. 11. Absorptionsbanden eines KBr-Kristalles, der bei verschiedenen Temperaturen mit Réntgenlicht 

bestrahlt worden ist. Im mittleren Teilbild reichen die MeBpunkte nicht aus, um die Bande 6 hervortreten 

zu lassen. Im unteren Teilbild gelangt man mit fortschreitender Bestrahlung nicht zu einem Sattigungswert 
fiir die Konzentration der Farbzentren. 


1,8 W/m?; Bestrahlungszeit: 1 Std; Wellenlange 0,2 bis 1 AE. Die Ver- 
suchstechnik findet man in dlteren Arbeiten. 


Die einfachsten Verhiltnisse erhalt man bei Bestrahlung bei — 25 3°C 
(oberes Teilbild der Fig.11). Bei dieser Temperatur werden nur wenige 
Farbzentren gebildet. Hingegen tritt eine kurzwellige Absorption auf, 
die PRINGSHEIM im Falle des KI mit dem Buchstaben « bezeichnet hat. 
Diese Bande ist bisher von der in § 4 behandelten Bande U’ nicht zu 
unterscheiden und wohl mit ihr identisch?. 


1 MARTIENSSEN, W.: Naturwiss. 38, 482 (1951). 
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Bestrahlt man bei —183° C (mittleres Teilbild), so nimmt die Kon- 
zentration der Farbzentren erheblich zu. Sichtbar ist nur die Bande F. 
Die Bande f ist nicht erkennbar, weil die mit der Bande « beginnende 
Absorption unterhalb von A=196 mu steil ansteigt. 

Noch hoher wird die Farbzentrenkonzentration bei einer Bestrahlung 
bei —35°C. Jetzt ist auBer der Bande F auch die Bande f deutlich 
erkennbar, weil die mit « beginnende Absorption klein gegen die Ab- 
sorption der Farbzentren ist. 

Auch hier erscheint also bei tiefer Temperatur fast allein eine V orstufe 
der Farbzentren. 


AuBer den bis jetzt genannten Banden treten, wie aus der Bilder- 
folge der Fig. 11 ersichtlich ist, auch die Banden V, sowie V, und V, 
hervor, die neutralem Halogen zugeordnet werden}. 


Die durch R6ntgenbestrahlung erzeugte «-Bande hat die gleichen 
Figenschaften wie die mit ultraviolettem Licht hergestellte U’-Bande 
(im § 4). Das betrifft sowohl ihre thermische Stabilitat als auch die 
Fluoreszenzemission bei Lichtabsorption in dieser Bande. Auch hier 
wird die Bande bei Lichtabsorption langsam abgebaut, und der Ausgangs- 
zustand des Kristalles wieder hergestellt. Der Kristall wird also auBerhalb 
seiner Eigenabsorption (Fig. 2) im MeBbereich wieder vollig durchlassig. 
Durch Rekombination ihrer Trager verschwinden auch die Banden F 
und V, vielleicht unter dem Einflu8 des Fluoreszenzlichtes. 


ErwartungsgemaB entsteht bei Réntgenbestrahlung von KCl-kn-. 
stallen bei tiefen Temperaturen auBer den Banden F und V, innerhalb 
des MeBbereiches keine weitere Absorption. Wir hatten ja bereits in 
§4 gesehen, daB die Bande U’(«) in KCl-Kristallen unterhalb von 
186 my. liegt. 


§6. Zur Deutung der Absorptionsbanden. 


In Fig. 12 ist die Lage der Maxima einiger wichtiger Absorptions- 
banden in neun verschiedenen Alkalihalogenidkristallen zusammen- _ 
gestellt. Die Ordinate ist in gleiche Abschnitte geteilt, die schragen 
graden Linien sollen nur zusammengehérige Werte verbinden. 


AuBer den in dieser Arbeit schon genannten Banden Je Ws We re 
und sind auch die ersten Banden I, und I, der Eigenabsorption der 


1 Caster, R., P. PRINGSHEIM u. PH. YuSTER: Quarterly Report of Argonne — 
National Laboratory 1949. — ALEXANDER, J., u. E. E. SCHNEIDER: Nature 
Lond. 164, 653 (1949). — Dorenporr, H., u. H. Pick: Z. Physik 128, 166 (1950). — 
Caster, R., P. PRINGSHEIM u. PH. YuSTER: J. Chem. Phys. 18, 12 (1950). — 
Burstein, E., u. J. J. OBeRty: Phys. Rev. 79, 903 (1950). — Dorenporr, H.: 
Z. Physik 129, 317 (1951). 
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zgusatzfreien Kristalle eingétragen; auBerdem der Vollstandigkeit halber 
auch die ersten Maxima thalliumhaltiger Phosphore. 

Diese primitive graphische Darstellung erlautert recht anschaulich 
den experimentellen Befund: Die Bande f und die nicht unterscheidbaren 
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Photonen-Energie der Bandenmaxina 
Fig. 12, Die Lage der Maxima einiger wichtiger Absorptionsbanden in verschiedenen Alkalihalogenidkristal- 
Jen, Alle Bandenmaxima mit Ausnahme der Banden « (U’) und # sind bei + 20°C gemessen worden, Diese 
wurden bei — 183°C gemessen. Bezeichnung der langwelligsten Banden der Eigenabsorption (Ig und Ip) 
nach A. v. HiPPreL. 


Banden U’ und « stehen in einem engen Zusammenhang mit der Bande I,, 
also der ersten Bande der Eigenabsorption zusatzfreier Kristalle: Sie 
erscheinen als ,, Begleiter“‘ dieser ersten Bande der Grundgitterabsorption. 


iid “ mit1 Elektron mit 2 Elektronen 
ete 


Fig. 13. Schema der durch Farbzentren und verwandte Stérstellen hervorgerufenen Absorptionsbanden, 


Zustand der 
Anionenticke 


Fur die Zentren der Banden F und U sind seit langem Modelle be- 
kannt: Das bekannteste beschreibt das Farbzentrum als ein in einer 
Anionenliicke gefundenes Elektron; oder anders gesagt, als ein Elek- 
tron, das ein Halogen-Ion ersetzt. — Ein U-Zentrum entsteht, wenn 


ein Halogen-Ion des Gitters durch ein negativ geladenes Wasserstoff- 
Ion ersetzt wird. 


_-* 
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Die Banden «(U’) und £8 hat P. PrIncsHEm™ als Vertreter eines neuen 
Typs gedeutet, indem er frithere Uberlegungen A. v. HippELs wieder 
aufgenommen hat. vy. Hippet! hat 1936 die Auffassung vertreten, daB 
wohl definierte lokale Gitterstérungen wohl definierte Verschiebungen 
der Eigenabsorption hervorrufen kénnen. In diesem Sinne hat PRINGS- 
HEIM die Bande f der verschobenen Grundgitterabsorption in der Nach- 
barschaft eines Farbzentrums zugeordnet und die Bande « der verscho- 
benen Grundgitterabsorption in der Nahe einer leeren Anionenliicke. 
So lat sich in Fig. 13 ein einfaches Schema aufstellen. Mit diesem 
Schema ist der experimentelle Befund der Fig. 1 und 3 sowie der Ta- 
belle 1 ohne weiteres verstandlich 2. 


$7. Zur Deutung der photochemischen Vorgange 
in hydridhaltigen Kristallen (Fig.7—9). 


Die Lichtabsorption in der Bande U bedeutet Abspaltung des Elek- 
trons von einem negativ geladenen H~-Ion. 


Bei Zimmertemperatur (unteres Teilbild der Fig. 8 und rechte Seite 
der Fig.7) kann das zuriickgebliebene kleine H-Atom aus der Anionen- 
liicke fortdiffundieren. Wahrscheinlich bleibt es an der Grenze eines 
kleinen Kristallbereiches (einer ,,inneren Oberflache“) hangen; wesent- 
lich ist nur, daB es den Kristall nicht verlaBt, sonst ware die thermische 
Riickbildung der U-Zentren nicht médglich. 


Durch diese Diffusion entstehen unbesetzte Anionenplatze. Diese 
fangen das kurz zuvor befreite Elektron wieder ein®. So entstehen Farb- 
zentren (Banden F und f). Mit sinkender Temperatur gelangt man 
zum Minimum der Quantenausbeute 7’ in Fig. 7. Deutung: Nach 
dem Abspalten des Elektrons kann das H-Atom nicht rasch genug 
aus der Liicke herausdiffundieren. Infolgedessen kehrt das Elektron 


zum H-Atom zuriick und so wird das U-Zentrum sehr schnell wieder 


hergestellt. 

Bei tiefen Temperaturen, d.h. links vom Minimum in Fig. 7, und den 
mittleren Teilbildern der Fig. 8, wird das Elektron an irgendwelchen 
ausgezeichneten Stellen des Gitters gebunden, ohne sich im zuganglichen 


1 Hippet, A. v.: Z. Physik 101, 680 (1936), insbesondere S. 713ff. Wir haben 
die dort in Fig.2 benutzte Bezeichnung der Banden iibernommen.— 


2 Es liegt nahe, zu versuchen, Anionenliicken durch Zusatz zweiwertiger 


Anionen herzustellen, ebenso wie man Kationenliicken durch Einbau zweiwertiger 


Kationen erzeugen kann; das ist aber bisher noch nicht befriedigend gegliickt. 
Ebenso ist es bisher nicht gegliickt, die groBe Liickenkonzentration, die man bei 
hohen Temperaturen erhalt, durch Abschrecken ,,einzufrieren”. a 

3 Es gibt also in diesem Fall keine Mehl ada Leitung, vgl. G. ee 


Ann. Phys. (V) 27, 217 (1936). 
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Spektralbereich optisch bemerkbar zu machen. Es hinterlaBt die An- 
ionenliicke und im ihr oder in ihrer nahen Nachbarschaft das H-Atom. In 
der Umgebung der Anionenliicke wird die Eigenabsorption des Grund- 
gitters in die Lage der Bande «(U’) verschoben. Die Anwesenheit des 
kleinen H-Atoms in oder in der Nahe der Liicke hat offenbar keinen 
EinfluB auf die Lage der Bande. 


Die Bande U’ laBt sich bei tiefen Temperaturen optisch in die U-Bande 
zuriickverwandeln. — Deutung: Lichtabsorption in der Bande f° disso- 
ziiert in der Umgebung der Anionenliicke ein Br--Ion in ein neutrales 
Bromatom und in ein Elektron. Das Elektron reagiert mit dem H-Atom 
in der Liicke. Damit ist die Bande U wieder hergestellt. Die geringe 
Quantenausbeute dieses Vorganges laBt sich unter der Annahme ver- 
stehen, daB sich das H-Atom nur zeitweilig in der Anionenlticke aufhdlt. 
Das entstandene Bromatom rekombiniert auf dem Wege der Elektronen- 
ersatzleitung mit dem Elektron, das nach der Lichtabsorption in der 
U-Bande irgendwo im Gitter festgelegt war. 


Eine Deutung der Bande U” darf man erst versuchen, wenn 
weitere Beobachtungen vorlegen. 


$8. Zur Deutung der photochemischen Vorgdnge 
bet Rénigenbestrahlung. 


Wir beginnen mit dem unteren Teilbild der Fig. 11: Roéntgenbestrah- 
lung bei —35°C fiihrt zur Bildung von Farbzentren. Dabei gelangt man 
nicht zu einer Sattigungskonzentration der Farbzentren!. 


Zur Bildung von Farbzentren ist nach dem heute bevorzugten Bilde 
dreierlei erforderlich: Erstens Erzeugen freier Elektronen, zweitens 
Herstellen von Liicken im Anionengitter und drittens Einfangen der 
Elektronen in den Liicken. 


Diese Prozesse hangen in verschiedener Weise von der Temperatur 
ab. Bei tiefen Temperaturen (oberes und mittleres Teilbild der Fig. 11) 
vermag das Réntgenlicht mit seinen energiereichen Sekundir-Elektronen 
anscheinend Anionenliicken zu bilden; denn es tritt die Bande « auf. 
Sicher sind auch geniigend Elektronen vorhanden. Sie werden aber 
nicht in den Anionenliicken eingefangen, sondern werden wieder als 
Valenzelektronen des Halogens gebunden. Nur in seltenen Fallen gelingt 
ein stabiler Einfang. Dann bekommt man Farbzentren; allerdings nur 
in kleiner Konzentration. Man kennt ja bisher iiberhaupt kein Ver- 
fahren, um bei tiefen Temperaturen Farbzentren in gréBerer Konzen- 
tration herzustellen. 


} HartTen, H. U.: Z. Physik 126, 619 (1949). 
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In dem MaBe, in dem Farbzentren gebildet werden, mu auch 
neutrales Halogen entstehen. Seine Anwesenheit erzeugt die ver- 
schiedenen Banden, die mit dem Buchstaben V gekennzeichnet werden. 
Eimige von ihnen hat man ja schon 1937 auf direktem Wege her- 
gestellt: Man laBt gasférmiges Halogen in die erhitzten Kristalle hinein- 
diffundieren!. 

Hat man in einem Kristall durch Réntgenbestrahlung die «-Bande 
erzeugt (Fig.11 oben und Mitte), so kann man durch Lichtabsorption 
in der «-Bande den Ausgangszustand wieder herstellen. Alle zusitz- 
lichen Absorptionen verschwinden. Diese wichtige Tatsache vermégen 
wir noch nicht zu deuten. Das mahnt zur Vorsicht. Aus diesem Grunde 
haben wir die experimentellen Tatsachen (§§ 3 bis 5) und den Versuch 
ihrer Deutung (§§ 6 bis 8) streng auseinander gehalten. 


Zusammenfassung. 


Es werden photochemische Vorgange in Alkalihalogenidkristallen an 
Hand der Absorptionsspektren ihrer Reaktionsprodukte untersucht. Be- 
handelt wird in § 4 die Wirkung von ultraviolettem Licht auf Kristalle, 
die mit KH sensibilisiert worden sind, im § 5 die Wirkung von Rontgen- 
licht auf zusatzfreie Kristalle. 


Als Vorbereitung werden zunachst im §3 die bisher bekannten Be- 
obachtungen itiber die Bande f, die PRINGSHEIM als Begleiter der Bande F 
entdeckt hat, bestatigt und erweitert. Insbesondere wird eine Propor- 
tionalitat der Absorptionskonstanten in den Maxima der Banden F und f 
gefunden. 


Die wichtigsten Beobachtungen mit ultraviolettem Licht sind in 
Fig. 8, diejenigen mit Rontgenlicht in Fig. 11 zusammengestellt. In 
beiden Fallen hat man den Temperaturbereich oberhalb und unterhalb 
von etwa 80° C zu unterscheiden (vgl. Fig. 7). Bei hohen Temperaturen 
erhalt man als Reaktionsprodukt Farbzentren, bei tiefen Temperaturen 
nur eine Vorstufe der Farbzentren. Ihre Anwesenheit macht sich durch 
eine Absorptionsbande bemerkbar, die bei Bestrahlung mit ultra- 
-violettem Licht mit U’, bei Bestrahlung mit Réntgenlicht mit « be- 
zeichnet worden ist. Wahrscheinlich sind beide Banden identisch. 


Die §§ 7 und 8 geben einen Versuch, die photochemischen Beobach- 
tungen mit ultraviolettem und mit Réntgenlicht zusammenfassend zu 
deuten. Das gelingt mit einer Ausnahme (SchluB von § 8) mit den Vor- be 
stellungen, die P. PriIncsHEIM im AnschluB an A. v. HIPPEL itber die 
Deutung der Banden « und f entwickelt hat (§ 6). “ 


a 


1 Mottwo, E.: Ann. Phys. (V) 29, 394 (1937). 
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Eine quantenmechanische Behandlung 
der F.-Bindung. 
Von 
F. SCHLOGL, Regensburg. 
Mit 4 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 23. November 1951.) 


In einer Stérungsrechnung, die von den Zustanden der getrennten Atome ausgeht, 
wird das F,-Molekiil behandelt. Dabei wird statt mit einer Wellengleichung der 
Elektronen mit einer Wellengleichung der Liicken'in den abgeschlossenen Atom- 
schalen gerechnet. Bei dieser Methode ergeben sich aber nur die Differenzen von 
zwolf Anregungstermen des Molekiils, nicht aber die Terme selbst, die dann mit 
Annahme eines Morse-Ansatzes fiir den Grundterm gewonnen werden. 


Einleitung. 

Selbst wenn man beim Fluor-Atom nur die 2-Elektronen als 
Valenzelektronen annimmt, sind noch immer zehn Elektronen fiir die 
F,-Bindung maBgebend. Bei dieser Zahl erscheint es aussichtslos, die 
Bindung auf dem in der’ Quantenchemie bekannten Wege zu behandeln, 
da8 man die Molekiilzusténde von den Elektronenzustanden der ge- 
trennten Atome aus in einer Storungsrechnung annadhert. Man kann 
aber, wie im folgenden ausgefiihrt wird, von einer Wellengleichung der 
,Liicken“ statt der Elektronen ausgehen. Die ,,Liicken“ sind die nach 
dem PAvti-Prinzip freien Platze in den Atomschalen, deren Ausfillung 
mit Elektronen zum Schalenabschlu8 fihren wiirde. W. HEISENBERG! 
hat eine Methode entwickelt, nach der sich unter geeigneten Umstanden 
eine Transformation der SCHRODINGER-Gleichung eines Vielelektronen- 
problems auf eine Wellengleichung der Liicken durchfihren la8t. Mit 


dieser im ersten Abschnitt. kurz skizzierten Methode la8t sich das F,- 


Molekiil als System von nur zwei Liicken beschreiben, soweit man sich 
auf die erste Naherung der Stérungsrechnung beschrankt. 

Die Transformation auf die Wellengleichung der Liicken ist, sofern 
man die Wechselwirkung zwischen den Elektronen mitberiicksichtigt, 
von HEISENBERG nur fiir das Atom unter Ausnutzung der Kugelsymme- 
trie des zentralen Kraftfeldes entwickelt worden. Diese Transformation 
muBte fiir das F,-Molekiil erst durchgefiihrt werden. Das geschieht im 
zweiten Abschnitt in allgemeinerer Form fiir Molekiile aus zwei gleichen 
Atomen, da die Methode vielleicht auch in ahnlichen Fallen fir ver- 


_ schiedene Betrachtungen brauchbar sein kann. 


1 HEISENBERG, W.: Ann. Phys., v. F. 10, 888 (1931). 
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Das F,-Molekiil wird so’als System von nur zwel Liicken beschrieben, 
statt als System relativ vieler Elektronen. Die dafiir durchgefiihrte 
Stérungsrechnung entspricht dann im Prinzip der von HEITLER und 
Lonpon! fiir das H, mit zwei Elektronen. Wahrend aber beim Hy, 
nur zwei Molekiilzustande méglich sind, ein bindender und ein abstoBen- 
der, die aus den Atomgrundzustanden gewonnen werden, treten beim F, 
zwolf verschiedene Terme auf, da die Liicken sich in p-Zustanden be- 
finden. Durch Ausreduktion nach den Molekiilsymmetrien lassen sich 
diese Terme berechnen. Dabei ist ein entscheidender Vorteil, daB die 
auftretenden Zweizentrenintegrale tabelliert vorliegen?. Diese Terme 
sind zunichst allerdings die Energien der Liicken, nicht der Elektronen, 
von denen sie sich alle um die gleiche Energie der abgeschlossenen 
Schalen und deren Wechselwirkung miteinander unterscheiden. Man 
erhalt also nicht die Wechselwirkungspotentiale der Atome in den be- 
handelten Molekiilzustanden selbst, weil das AbstoBungspotential der 
abgeschlossenen Edelgasschalen zweier F~-Ionen nicht geniigend genau 
bekannt ist. Man erhalt aber die Differenz der elf Anregungsterme zum 
Grundterm. Wenn man diesen dann mit Hilfe einer Morse-Funktion 
auf Grund der empirischen Werte fiir Kernabstand, Bindungsenergie 
und RamAN-Frequenz ansetzt, lassen sich auch die Anregungsterme 
selbst bilden. 

Trotz der Fehler der St6rungsrechnung wird man die ungefahre Lage 
und Ordnung der Wechselwirkungspotentiale zwischen den Atomen in 
den behandelten Anregungszustanden des Molekiils gewinnen, die mit 
Ausnahme eines Termes noch vollig unbekannt sind. Schon diese Kennt- 
nisse kénnen bei der Deutung der Spektren wesentlich sein. Fiir einen 
Anregungsterm wurde von VON WARTENBERG und Mitarbeitern® ein 
Absorptionsspektrum ausgemessen, das mit dem theoretischen tiber- 
raschend gut tibereinstimmt. — Die Theorie liefert auBerdem das Ab- 
stoBungspotential der Edelgasschalen. 


1. Die HEISENBERGSche Wellengleichung der Liicken. 


In diesem Abschnitt soll die HEISENBERGsche Transformation der 
SCHRODINGER-Gleichung eines Vielelektronensystems auf eine Wellen- 
gleichung der Liicken kurz angegeben werden. 

Ein System von N Elektronen werde beschrieben durch eine SCHR6- 
DINGER-Gleichung | 


LH. + Y E(t) —E] wl, «. ty) =0, (1) 


s>r 


1 HEITLER, W., u. F. Lonpon: Z. Physik 44, 455 (1927). 

2? Koprineck, H. J.: Z. Naturforschg. 5a, 420 (1950). 

3 ‘WARTENBERG, H.v., G. SPRENGER u. J. TAYLOR: Z. phys. Chem. (Boden- 
stein-Festbd.) 1931, 61. 
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wobei (bei Verwendung von HARTREE-Einheiten ) 


Glta.t) = |t—u t= 0) 


ist und ‘H der Hamitton-Operator fiir ein einziges Elektron unter Ver- 
nachlassigung der Wechselwirkung G mit den iibrigen ware. H, sei 
dieser Operator, wenn er nur auf die Koordinaten r, anspricht. 

Mit (1) identisch ist die Beschreibung durch die ,,zweite Quantelung“ 
der Einelektronengleichung mit Selbstwechselwirkung 


[H+4f yt(v’) G(c, vr’) p(v’) dr’ -E} p(t) =0 (3) 


bei Beschrankung auf Zustande festgehaltener Elektronenzahl N. Die 
zweite Quantelung erfolgt, indem man 


y(t) = 2 Aj, Uy (tr) (4) 


vermoge der a,, die den JORDAN-WicGNERschen Vertauschungsrelationen 
unterworfen werden, als Operator auffaBt. Dabei seiw, (r) ein Orthogonal- 
system von Funktionen. 

aha, = N, (5) 


ist dann die Zah] der Elektronen im Zustand u, und hat als Operator die 
Eigenwerte 0 und 1. 
Ist das Orthogonalsystem u, vollstandig, dann stellt 


ee? Hin +4 > at ah a, a, Gi xin (6) 
t ikin 


die Gesamtenergie des Systems dar. Dabei ist 
Hi, = f ug (t) Hu, (tr) de (7) 
Gintn = Sf uF (0) uk (e" )G(e1) ay(e g(t) da. (8) 


Ist das Orthogonalsystem nicht vollstandig, dann wird statt der Losung 
des Problems ihre beste Approximation mit kleinstem mittleren Fehler- 
quadrat erhalten, die dann méglich ist, und (6) stellt die Gesamtenergie 
aller Elektronen in den Zustanden dar, die aus den u, superponiert 
werden kénnen. Das Eigenwertproblem fiir den Energieoperator ist 
— bei festem N — identisch mit (1), wenn das System , vollstandig ist. 


- Bei Beschrankung auf eine endliche Zahl L von Orthogonalfunktionen , 
ist es identisch mit dem Sakularproblem im Raum der u,. 


Die tb 
X, = ah ‘ (9) 
geniigen auch den JoRDAN-WIGNERschen Vertauschungsrelationen und 
: of a, = 1 — F (10) 
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gibt die Zahl der ,,Liicken™ im Zustand u,, d.h. die Zahl der nicht mit 
Elektronen besetzten Freiplatze im Zustand u,. Die «, gehéren also 
zu den Liicken, wie die a, zu den Elektronen. Mit ihnen wird nach (7): 


E—A=—) aja, [Frei 1 PAC Ginis)| oie pa af af oe, Ginter (14) 
tk 1 tkin 
mit 
A= Har +h > (Grice — Grins) - (12) 
Py iB 


Die Gl. (11) ist beziiglich der «,, also der Liicken, vom gleichen Typ 
wie (7) beziiglich der a,, also der Elektronen, wenn sich 

Heys + (Gairs— Cran) = Hj, (13) 

Ginik =Linin (14) 

genau so als Matrizen hermitischer Operatoren H und I(t, x’) beziiglich 


eines geeigneten Orthogonalsystems v,(r) darstellen lassen, wie nach 
(7) und (8) H;, und G;,;,, beziiglich w, (r). Gelingt das, dann 1aBt sich mit 


L 
x(t) = 2 v; (t) (15) 
genau so aus (11) die Gleichung 
[—H +4 fate) Pr’) xe’) dr’ -E +4] z(t) =0 (16) 


gewinnen, wie (3) aus (6). Dann 14Bt sich aber auch analog zu (1) eine 
Wellengleichung der L—N Liicken bilden 


L—N L—N 
saa the pds Alta te —E+A)\y(t,...tzy) =9, (17) 


s>r 
die das Sakularproblem im Raume der L Zustandsfunktionen genau so 
beschreibt, wie (1). 


mate Dv, = ut (18) 
wird nach (8) und (43) direkt 
PejeyeeR,v) (19) 
und 
H =H + ys (20) 
wenn sich 
D (Gri —Giari) = Yin = J PF yO, (21) 


i 
als Matrixelement eines hermitischen Operators y beziiglich der v, = ug 
darstellen 1aBt. 

Dann 1aBt sich (17) folgendermaBen interpretieren. Die Energie der 
Liicken ist E—A. Der Hamitton-Operator —H =—(H-+y) unter- 
scheidet sich von dem der Elektronen zunachst durch das Vorzeichen 
und dann durch ein Zusatzglied —y, das nur von der Wechselwirkung 
der Elektronen untereinander herriihrt. Die Wechselwirkung zwischen 
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den Liicken ist dieselbe wie zwischen den Elektronen. A ist die Elek- 
tronenenergie bei der Liickenzahl null, d.h. bei voller Besetzung aller 
L-Zustande mit Elektronen. 


2. Molekiile aus zwei gleichen Atomen. 

Die Frage, ob sich fiir ein Vielelektronensystem eine Wellengleichung 
der Liicken aufstellen laBt, die eventuell viel einfacher zu behandeln 
ist, fihrt also auf die Frage, ob sich bei dem speziellen Problem ein 
System u, und ein Operator y finden lassen, so daB 


» (Geui—Giari) = f uy ug de (22) 
1 


wird. HEISENBERG! hat diese Méglichkeit nur fiir das einzelne Atom 
gezeigt, wobei eine entscheidende Rolle die Kugelsymmetrie des Zentral- 
feldes spielt. 

Im folgenden soll gezeigt werden, ‘daB naherungsweise die Wellen- 
gleichung der Liicken auch fiir Molekiile aus zwei gleichen Atomen moglich 
ist. Der Einfachheit halber sollen nur die Elektronen gleicher Dreh- 
impulsquantenzahl / als Valenzelektronen des Atoms betrachtet werden, 
die eine nicht abgeschlossene Schale bilden. Alle tibrigen Elektronen 
seien durch ein Rumpffeld ersetzt. 

Die beiden Kerne seien mit a und 0 bezeichnet?. Die Elektronen- 
eigenfunktionen um den Kern.a allein bei Abwesenheit von 0 sind 


eimp 


an (r) — I (7a) ITj OnE Ns- (23) 


Dabei sind 7,, #,, p Kugelkoordinaten um den Kern a, wobei g um die 
Kernverbindungslinie gezahlt sei. 7, ist die zweidimensionale Spin- 
funktion (s= +1). JJ] seien die auf 1 normierten Kugelfunktionen: 


JU (8)? sind d 8] = 1. (24) 
0 


Mit der Normierung 


[PO rar=1 (25) 
0 ; 


wird dann 
flaghde=4. (26) sig 4. 


Entsprechend wird fiir den Kern 6 die Atomeigenfunktion by, (t) 
gebildet, indem in (23) der Index a durch 6 ersetzt wird. Dabei seien 
@, und #, in der Weise gezahlt, die sich aus der Fig. 1 ergibt. 


1 HEISENBERG, W.: Ann. Phys., V. F. 10, 888 (1931). ge 
2 Eine Verwechslung mit der Bezeichnung a fiir die Operatoren im vorher- 
gehenden Abschnitt ist im folgenden wohl kaum zu befiirchten. 


Ef Sah ee 
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Aus den Atomeigenfunktionen 148t sich nun folgendes normierte 
Orthogonalsystem. bilden: 


MU, ( () = (2 + 2eS a) (a Pie ee A=), = W575) 0) eres (27) 
wobei 


Sin == i an OF dv , (28) 


e—-+1 ist und k die drei Indizes m, s, ¢ zusammenfaBt. Das System 
besteht aus L=4(2/-+1) Funktionen. Die damit erhaltene Liicken- 
gleichung wird also dem Sakularproblem entsprechen, das sich fiir die 
erste Naherung der Stérungsrechnung ergibt, in der man mit den Atom- 
eigenfunktionen rechnet und die Wechselwirkung zwischen den Atomen 
als Stérung behandelt. 


Da wir nur elektrostatische Wechselwirkungen betrachten, ver- 
schwinden alle auftretenden Matrixelemente zu ungleichen Spinquanten- 
zahlens. Bei den Matrixelementen mit gleichen s liefern die Spin- 
funktionen den Faktor 1. 


Das erste Glied in (22) laBt sich leicht in die gewiinschte Form 
als Matrixelement bringen: 
L 
GT tek FRA (29) 
mit 


= ¥ flute )P G(x, v’) de’ (30) 


Es ist noch das zweite Glied in (22) zu betrachten: 


L 
2 Gini = Yate (v’) G(r, v’) m,(v’) u(t) dvdr’, (34) 


Mit dem Winkel€ zwischen den Richtungen 1, r’ ist 
G(v, t’) = (7? + 7'2—2r7’ cos £)-3 


oo _ pO ee portray (32) 
a 477° 
A etd Ar Ok ® fit 7>7¢ 
wo IZ} (¢) nach 
+ 
119(0) 112(¢) = ¥ 115(9) 11g (9") "9 (33) 


alae 


ersetzt werden kann. In (34) treten dann unter dem Integral die Fak- 
toren 
et (mi—mx +4) und et (mi—mi—Q) 
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auf. Wenn deren Exponenten nicht gleichzeitig verschwinden, d.h. 
wenn nicht m;—=m, ist, verschwindet (31). 


Zu m;=m, und s;=s, gibt es aber noch vier Paare (i, k), also noch 
vier Matrixelemente (31) entsprechend den beiden Werten ¢—=-- 1. Von 
diesen verschwinden aber wieder die nichtdiagonalen zu verschiedenen ¢ 
aus folgendem Grunde. Fiir e= +1 ist u, gerade gegeniiber Spiegelung 
an der Symmetrieebene normal zur Kernverbindungslinie, fiir ¢——1 
ungerade. Bei gleichzeitiger Spiegelung in beiden Raumen r, r’ kehren 
die nichtdiagonalen Matrixelemente ihr Vorzeichen um, ohne jedoch 
ihren Wert zu andern; d.h. sie verschwinden. Also ist (31) eine Diagonal- 
matrix beziiglich 7 und & und hat demnach schon die gewiinschte Form 
einer hermitischen Matrix. 


Nun soll der Operator y noch in eine fiir die Rechnung bequeme 
Form gebracht werden. Dabei soll Fastorthogonalitat der Atom- 
funktionen angenommen werden, d.h. es soll S,, gegen 1 vernachlassigt 
werden. Dann setzt sich M(r), Gl. (30), aus zwei je um einen Kern 
kugelsymmetrischen Anteilen additiv zusammen. Die damit nur an 
dieser Stelle gemachte Vernachliassigung wird spater noch genauer dis- 
kutiert. Mit ihr wird nach (27) und (23) 


-, . . 
eee (ay |® + [By 8) 


(34) 
it a) 2 UPB, Pte Pl 7») ITT (3) ? 
Die Summation iiber s liefert den Faktor 2. Nach (10) wird 
eine (9)? = UP (0)P =1 +3 (35) 
und mit (30) 
P(r) =C(r.) + C(%); (36) 
wenn man 
SP) GQ, r) dt =42 Pe pany tay 4 fP(r) y' dr’ Gn 


=% n+3) Pa.) 


setzt. Der Anteil @(r) des Operators y riihrt seinem Aufbau nach von 
der Coutompschen Wechselwirkung der Elektronen. her. 


Jetzt soll in ahnlicher Weise die Matrix (31) behandelt werden, die 
nach dem friiheren ja diagonal ist. Es ist 


Sa) me) =P Ah) aul) HEC Pele G8 
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Dabei liefert die Summation tiber s wieder nur den Faktor2. Damit wird 


Y Grin = Sand 10% (v’) + 0% (v) b A \\ [an (’) qe, 05 (0')]X 


X [A (t) + 4 Bm, (t)] E(t, 0") de de’ (39) 


=0j5|Wasaa tee &, Wooon + & W, aah ee erert 
6, WVaaeb tes iVypnat €: & Wayar + & & Woabal= 


Der Faktor 6,, wurde eingefiihrt, um das friiher gewonnene Ergebnis 
festzuhalten, daB die Matrix diagonal ist. Die GréBen W sind Abkir- 
zungen fiir Integrale von folgendem Typ 


Wavaa= Xi SS Am v')G(t, v’) dy (t") a(t) dvdr’, (40) 


wo die Indizes bei W die Reihenfolge der Atomeigenfunktionen — hier 
also abaa — bei fester Reihenfolge der Argumente r, vr’, r’, r bezeichnen 
sollen. Diese Integrale lassen sich zweckmaBig als Summen von Wechsel- 
wirkungsenergien zwischen Ladungsdichten auffassen ; z. B. (40) zwischen 
- Dichten 

On =a bs Am» Onn = a an ay» (41) 
so daB 


Wibraa= sje Sf on Oba (sit) one (r) dvdr’. (42) 


Nun wird die Energie W,.,,= W555, gro8B gegentiber allen ibrigen 
Gliedern sein, wenn der Abstand R der beiden Kerne nicht zu klein 
wird; denn die Funktionen a,,(r), ,,(r) nehmen auBerhalb des Atoms 
exponentiell mit 7, bzw. 7, ab. Bei W,,,. gehéren die Ladungsdichten 
nur zum Atom a, aint bei den gemischten Indizes W,,,4, Wasa, USW- 
die Ladungsdichten immer zu beiden Atomen gehoren. Bei der spateren 
Anwendung ergibt sich, daB insgesamt (39) relativ keinen groBen Bei- 
trag zu H liefert. Deshalb kann man in ihm die vergleichsweise kleinen 
Glieder W mit gemischten Indizes gegenitiber W,,.2 + Wyyx,=2Waaaa 
vernachlassigen. Dann 1aBt sich auch (39) als Matrixelement eines 
Potentials darstellen, das sich aus zwei um je einen Kern kugelsymme- 
trischen Anteilen zusammensetzt. Dafiir 1aBt sich namlich die von 
HEISENBERG! gegebene Rechnung beim Atom iibertragen, deren Er- 
gebnis hier nur angegeben sei: 


5: Weaaa = Sint f a¥ (t) Dre) ay (0) dv, (43) 


1 HEISENBERG, W.: Ann. Phys., V. F. 10, 888 (19314). 
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mit 
co 21 6 ; A; ee 
habits: 5 sachd bs Ras Vad a ? 
”) Vi+3 feat i pee He \ Beedle as Pe 
W)2(21— 1)! (0+ >)! (t+ a 
Gye Slimane hs Bal ao (45) 
\(- 2) 


fiir gerade /’ und 2/ >1', sonst ¢,;,=0. Das Ergebnis ist relativ einfach 
fiir =1 zu gewinnen. — Andererseits ist 


f u¥ D(r,) u, dt =4 f [a*¥ a, + €;b¥ a, + €, a¥ b, +6; €, 0% b,)D(r,) dr (46) 


auch Diagonalmatrix, d.h. die Elemente verschwinden fiir s; + s, wie 
auch fiir m; == m,. Auch hier kénnen im selben Grade der Naherung 
wie in (39) die gemischten Glieder mit b* a, und a‘ b, als klein gegentiber 
dem ersten vernachlassigt werden, das letzte Glied deshalb, weil es die 
Energie des Elektrons im Atomzustand 6, um den Kern d im Zentral- 
feld D(r,) darstellt. Diese wird aber hier verglichen mit der Energie 
des Elektrons im Zustand a, beim Kern a im Zentralfeld D(7,) um den- 
selben Kern, das von der Wechselwirkung der Elektronen in derselben 
Schale herriihrt. — Im Sinne dieser N&aherung wird dann 


‘a 
2 Giiix = f uF (vt) (D (7) + D(%)] u(r) de. (47) 
Somit wird schlieBlich 


y(t) =C(r,) + Cr) —D(7.) —D(%). (48) 


Wenn V(r) das kugelsymmetrische Kernfeld plus dem Rumpffeld 
der abgeschlossenen Elektronenschale bedeutet; wird 


H=-—444V(0)+V(%), (49) 

und mit 
W(r) =—V(r)—C(r) + D(r)_ (50) 

entsteht: 
H=3A+W(r,)+W(%). (54) 


Die Wellengleichung der L —N Liicken im Molekiil wird schlieBlich: 
L—N 
{ S44, + Were) +W%5)] + i 
fie Lon (52) 
+ ¥ Clt,t) E+} x(a ---te-n) =0- 
s> : 4a ep 
A bedeutet die Energie der abgeschlossenen Schalen der Valenz- 
elektronen, wenn die Liicken ausgefiillt waren. Die kinetische Energie 
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der Liicken ist negativ, genau so wie ihr Drehimpuls um die Kernverbin- 
dungslinie (denn v,=u). Die abgeschirmten Kernfelder W(r) wirken 
abstoBend. 

Die negative kinetische Energie, wie der negative Drehimpuls be- 
wirken aber, da8 die Lésungen der Wellengleichung dieselben sind wie 
bei einer Wellengleichung fiir Elektronen in Kernfeldern —W/(r), wenn 
sie sich gegenseitig vermége —G anziehen wiirden. Die Eigenwerte 
der Energie waren dafiir 


Hao A, (53) 


Die gesuchten Energieterme der Elektronenkonfiguration E wiirde 
man erhalten, wenn man die mit Hilfe der Wellengleichung (52) be- 
rechneten Eigenwerte A von der Energie der abgeschlossenen Scha- 
len A abzieht. Beim Molekiil interessiert im folgenden die Termdifferenz 
zu den Dissoziationsprodukten, bei der hier behandelten Stérungsrech- 
nung also von A nur der Anteil, der die AbstoBung der Edelgashiillen 
beschreibt, wenn die Liicken ausgefiillt waren. 

Das entscheidende Ergebnis dieses Abschnittes ist, daB sich im Mole- 
kil die Kraftfelder, die in den getrennten Atomen auf die Liicken wirken, 
nahezu tiberlagern. Das war nicht unmittelbar vorauszusehen, da Liicken 
der Molekiilzustande etwas ganz anderes darstellen als Liicken der Atom- 
zustande und sogar deren Zahl verschieden sein kann. 

Man wird wohl erwarten diirfen, daB sich das hier gewonnene Er- 
gebnis, nach welchem sich die Liickenpotentiale der Atome naherungs- 
weise zu dem des Molekiils einfach addieren, auch auf den allgemeinen, 
hier nicht behandelten Fall verallgemeinern 1aBt, bei dem das Molekil 
aus mehreren verschiedenen Atomen besteht. 


3. Das F,-Molekiil. 

Beim F,-Molekiil fehlt je Atom ein Elektron zum Abschlu8 der Edel- 
gashiille. Selbst wenn man das Sadkularproblem der Stérungsrechnung 
auf die #-Elektronen der Atome beschrankt, wird es ein 10-Elektronen- 
problem. Dagegen ist die Beschreibung mit der Liickentheorie viel 
einfacher, da es sich um ein 2-Liickenproblem handelt. 

Um die Energie des Grundzustandes des Molekiils in Abhangigkeit 
vom Kernabstand R und damit die Bindungsenergie zu berechnen, 
muBte man beim Liickenproblem noch die AbstoBung der Edelgas- 
hiillen zweier F~-Ionen als Funktion von R kennen. Alle empirischen 
Aussagen dartiber reichen aber nicht aus, diese AbstoBung beim Gleich- 
gewichtsabstand Ry im F,-Molekiil geniigend genau zu ermitteln. 

Da es sich aber bei allen Anregungstermen des Molekiils um dasselbe 
AbstoBungspotential der Edelgashiillen handelt, kann man auch ohne 
dessen Kenntnis die Differenzen der ersten zwélf Terme als Funktion von R 
mit Hilfe der Liickengleichung (52) berechnen, soweit sie sich aus dem 
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Sakularproblem der Atomzustinde ergeben. Diese Molekiilterme kann 
man so schlieBlich als Potentialkurven in Abhingigkeit von R berechnen, 
wenn man den Grundterm aus den empirischen Werten der Bindungs- 
energie, der RAMAN-Schwingungsfrequenz und des Gleichgewichts- 
abstandes etwa in Form eines Morse-Ansatzes annihert. In dieser Weise 
werden im folgenden diese zwélf Terme berechnet, die dem Sakularproblem 
entsprechen. 

Zunachst soll das Potential W(r) der Gl. (50) berechnet werden. 
Fir /=1 wird nach (37) und (44) 


) (54) 


Di)=1 Ct) +243 [ro)rsar' +e [Pe ‘| (55) 


« eo 


0 ve 
Dabei ist f(r) die in (23) eingefiihrte Radialfunktion der p-Zustande der 
Valenzelektronen im Atom. Zur Berechnung des Rumpffeldes soll der 
K-Schale einfach durch Abschirmung der Kernladungszahl Rechnung 
getragen werden, die dann 9—2=7 wird. Die kugelsymmetrische 
Ladungsverteilung der (2s)-Schale ist 2/5(r), wenn f,(r) die Zustands- 
funktion eines Elektrons dieser Schale ist. Es wird 


Voy=—2+2|fAe) art fre) ar. (56) 
0 r 


Mit Hilfe der HarTreE-Funktionen! /f,(7), f(r) fiir das F--Ion lassen 
sich (54), (55), (56) numerisch berechnen. Die Auswertung ergibt ein 
Potential (50), das in relativ guter Naherung durch den Ausdruck 


Wi) =7r-1¢—" (57) 
dargestellt werden kann, wo 
234,280 (58) 
ist. Der Naherungsgrad ergibt sich aus Tabelle 1. 


Tabelle 1. Aus HARTREE-Funktionen fiiy F~ berechnete GroBe v W(rv) und N&herungs- 
ausdruck 7e-*’. Alle GréBen in HARTREE-Einheiten. 


1 HartreEE, D. R.: Proc. Roy. Soc., Lond. A 151, 96 (1935). 
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Die Wellengleichung der Liicken im Molekiil wird 
[4 (4, + Ag) + Wrox) + W502) + W (rae) + Wx) + 
+ 173 —A] x (ty, te) = 0 


Wenn nun die Wechselwirkung zwischen den Atomen als Stérung be- 
handelt wird, sind die ungestérten Lésungen die Produkte aus den 
Liickenfunktionen £(r) des Atoms, die der Wellengleichung 


[$4 + Wr) —$Ag] €(t) =0 (60) 
geniigen und die Quantenzahlen der (2f)-Schale haben: 


(59) 


etme 


dite. 


Der Radialteil soll, um die weitere Rechnung zu erméglichen, durch 
den Ansatz 


m=0, +1. (61) 


En (1,0, p) = g(r) IL 


5 \s 
g(r) = (32) yet (62) 
angenahert werden, wobei x aus dem Variationsprinzip bestimmt wird, 
daB ’ ; 
~14,=f golendiyy ts W(n)| Ear 
fa - (63) 


da\2 
= ; fi 4 2gi|dr—7 [ er grdr 
0 


0 


zum Extremum gemacht wird. Das wird mit z=x/r fir 


Ne 4 Ta 
es, (1+ repay if 
erreicht. Fiir den Wert (58) von t ergibt sich 
x= 5,18. (65) 


Zunachst sollen die miteinander entarteten Liickenzustande des un- 
gestorten Systems nach Molekiilsymmetrien und Spin ausreduziert 
werden. Dabei sollen folgende Bezeichnungen gebraucht werden: 


ec tee OPE 9) = am elm? 
ae d,, () = pm cfm? . 

Untere Indizes 1, 2 an « und f sollen andeuten, daB diese Funktionen 

fiir die Liickenkoordinaten 1, oder rz zu nehmen sind. Nach (64) gilt — 


a”=a "und das Analoge fiir 6”. Die ungestérten Zustande des Liicken- 
systems sind dann Linearkombinationen y, aus Produkten 


ay Br’ et (mM -+m’ G2) (6 7) 


(66) 


und den daraus durch Vertauschung von 1 mit 2 hervorgehenden. 
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Die Stérenergie 1aBt sich durch einen Operator 
U =a,+ @.—7;2! (68) 
beschreiben, wo w durch 
ow" = W(r,) a” P 
: 9 
w B™ = W(r,) B™ i 


definiert ist und @, nur auf r,, w, nur auf r, wirkt. Wenn noch der 
Anteil von A in (59), der der Stérenergie entspricht, mit 2 bezeichnet 
wird, so daB 

A=A,+A (70) 


ist, so lautet das Sakularproblem 
(U—’) x, =0. (71) 


Der untere Index k unterscheide die voneinander linear unabhangigen 
Eigenfunktionen des Liickensystems. Es soll y, ein in den Liicken- 
koordinaten 1, 2 noch nicht symmetrisiertes Funktionensystem sein, das 
aber nach Molekiilsymmetrien etwa schon ausreduziert sei. Dann lauten 
fiir jedes ausreduzierte Teilsystem der y,(1, 2) und einen bestimmten 
Spinzustand mit der Spinfunktion 7 (1, 2) die Gleichungen des Sakular- 
problems . 


4 ye, Sx; (U—A) 4, dt 47, — 


et Aes* nS XG (U-A Ty, dy dt, =0; (72) 


wenn J den Operator der Transposition darstellt, der 1 mit 2 vertauscht. 
Nun gilt fiir Singulettzustande: 
t=); 
fiir Triplettzustande: 
Ty=7.- 
Demnach werden die Sakulargleichungen der ausreduzierten Teil- 
systeme: 
Det [(Cyj;—ANys) — € (Ang —AS3,;)] =0, (73) 
wobei fiir Singuletts e-=—41, fiir Tripletts e=-+1 ist und 
Cy SG Uy, datz, A= SiG UT x, ands, | (74) 
N= JS Kf Hy 4 Ue, Si=JS aT nu dadr. 
Bei der nun folgenden Ausreduktion nach den Molekiilsymmetrien 
braucht man dann die Symmetrisierung in den Liickenkoordinaten 1, 2 


nicht mehr zu beriicksichtigen. — Zunachst liefert die Reduktion nach 
dem Gesamtdrehimpuls M=m-+m’' um die Kernverbindungslinie die 
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drei Unterriume M=0,1,2 und die Terme zerfallen demnach in drei 
Gruppen, die X’, 7, A-Terme, wie in Tabelle 2 dargestellt ist. Zu jedem 
der JJ- und A-Terme gibt es einen mit ihm entarteten zu M=—1 bzw. 
—2, der im folgenden nicht weiter beachtet zu werden braucht, da er 
keinen neuen Termwert liefert. 
Jede der Termgruppen zerfallt in ungerade Terme 2), JI,, A, und 
gerade Terme 2,, [/,, A, je nachdem, ob die Zustandsfunktion bei 
Spiegelung am Molekiilzentrum ihr Vor- 
Tabelle 2. zeichen umkehrt oder nicht. Die Spie- 
bod | | gelung am Ursprung erfolgt durch Ver- 
SAA Fe DB Ven tae | 1/1 tauschen von a mit b (« mit B) und 
m’ |o | —4| 1} 4} o| 1 gp mit p+. 
Cat nes Die X-Terme zerfallen noch in 2'T 
ee und 2 -Terme, deren Zustandsfunk- 
Terme Pa II |A_ tionen bei Spiegelung an einer Ebene 
durch die Kernverbindungslinie sym- 
metrisch, bzw. antisymmetrisch sind. Diese Spiegelung wird erhalten 
durch Vertauschung von pm mit —q. 


SchlieBlich ist noch zu beachten, daB die Singulettzustande in den 
Ortskoordinaten symmetrisch gegeniiber Vertauschung von 1 mit 2, die 
Triplettzustande antisymmetrisch sein miissen. 


Das Sakularproblem zerfallt so in folgende Teilsysteme. 


d*-Terme: 


x a, oA? Bo 
0 1P2 Fe (75) 
= /2 at Bi COS (Py —— Po) - 
Dafiir ist 
So1=Mi=0 Noo=™Mi1=1 (76) 


und alle Integrale (74) sind reell. Es gibt zwei Sakularprobleme zweiten 
Grades mit den Sakulargleichungen 


Coo— EAgg—A (1 — ESoo) Co1—€Agy =0. (77) 
Cor1— ££ Agy Cy — €Ay,—A(1—€S,;) 
Fir e=—1 erhalt man als Wurzeln 4 zwei gerade Singuletts 12°, fiir 


é=-+41 zwei ungerade Tripletts 3X}. 
Die tibrigen Saikularprobleme, in die das gesamte zerfallt, sind alle — 
ersten Grades, also ergibt sich mit k =j aus ( 73) fiir das folgende jeweils 


C—eA 
Senn (78) 


2 -Terme: : 
4 =1//2 od Bi sin (p,—9,). (79) 
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Das ergibt ein ungerades Singulett 12> zu ¢e——1 und ein gerades Tri- 
plett ®27 zu ce=+1. 
I1-Terme: 
1= 7 [at Ah Aad] (80) 
Das obere Zeichen liefert zwei ungerade Terme, namlich 7, und *//,, 
je nachdem ¢=—1 oder +1 ist. Das untere Zeichen liefert genau so 
zwei gerade Terme, namlich YJ, und °//,. 
A-Terme: 
y = al Bh et (ites) , (81) 
Das ergibt ein gerades Singulett 14, zu «= —1 und ein ungerades Tri- 


plett *4, zu e=+41. 

Man erhalt also insgesamt zwolf Terme, die sich aus den Atomgrund- 
zustanden ergeben. — Um die auf dem angegebenen Wege erhaltenen 
Ergebnisse anzuschreiben, sollen noch folgende Abkiirzungen eingefiihrt 


werden. 
Ve = fi a" Wir.) adr, (82) 


Wr, = fa™W(r,) P™ dr. (83) 


Die Berechnung dieser Integrale (m=0, 1) wird im Anhang I angegeben. 
Alle folgenden Zweizentrenintegrale sind von H. J. KopINEcK! tabelliert. 


ASL at ag ee Be (84) 
Goo = f a Bo 7i2 11 Podry dre, (85) 
Gor = f af P2712 04 Be dt, dr, (86) 
Gor = J 04 B2 7i2 a Bo COS (py — Po) dt, dtp, (87) 
Gor = f of Barra at BQ cos (P, — Pe) dt, ate, (88) 
| Gy, = 2S of B2 ria a Bz cos* (P — Ya) dt ay, (89) 
Gu = raf Oy i Ba Vig Of Be sin? (py — Pz) dry Arq. (90) 


Die Integrale, die aus diesen Integralen G hervorgehen, wenn in den 
ersten beiden Faktoren des Integranden « mit 6 vertauscht wird, sollen 
als K mit den gleichen Indizes und Akzenten bezeichnet werden, wie 


: die dazugehérigen G. Zum Beispiel: 
: Ko =f Rwatis at Bg cos (p — Qo) at, dt. (94) 


Im Anhang II wird angegeben, wie die Integrale ab (84) zu den bei 
Koptneck tabellierten Integralen in Beziehung stehen. 


1 Kopineck, H. J.: Z. Naturforschg. 5a, 420 (1950). 
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Die Sikulargleichungen fiir die X*-Terme werden 
A2—A(Ag + A) + Ap4,-— 8 = 0, (92) 


j= — 2M t Sma (8S Web + Km) (93) 


16 SZ, 


wobei 


2(Go1— eKy,)* 


Oo es) (aesi« 


(94) 


In den hier betrachteten Fallen ergibt sich 6 als so klein, daB es bedenken- 
los vernachlassigt werden kann und 4,, 2, direkt die Wurzeln von (92) 
werden. 

Insgesamt erhalt man folgende Termwerte: 


4 2What+Goo+2SoWiet Koo ) 
oF 1+ S? 
1579 
. ya — 2Waat Gri +25, Wot Ky 
4-15? 
als 2Weat Goo — 2S) Wis — Koo 
ne 2 
ayt. 1— So 
3 Z 2Wiat G1 — 25, Wey — Ky, 
1—S} 
eu ae 2WiatGyt25S,WiotKir 
Fdgts tutte 1+ S? 
iim pg 2Wiat Gi -2S,Wio— Kir 
ae ae 1i— S? (95) 
Wi Romar Pe Weat+WiatGoi+Koi t+ So Wao + Si Won t+ Gort Koi 
Hp 1+ SS, 
377, : ga — Waa t Waat Gort Kort So Way + $1 Was — Gor — Kor 
2 pal 1+ SoS, 
types us Waa + Waa t+ Gor — Koi — So Wav — Sy Woo + Gor — Kor 
ae 1— Sy Sy 
CY UL ay lee Wea t+Waat Gor — Koi — So Wis — Sy Win — Goi + Kor 
SMe ie 1-15, 'S; 
As jee 2 Wha th (Grr +Giy) +25, Wot b(Ku + Ki) 
ee a 1+S? 
SA: fu 2Waat h(i + Gh) — 25, Wds— F(Kis + Kiy) 
uu ST 14— S? . 


Diese Ausdriicke lassen sich als Funktion des Kernabstandes berechnen. 
Zu jedem dieser Liickenterme miiBte die unbekannte AbstoBungs- 
energie der abgeschlossenen Edelgasschalen zweier F--Ionen addiert 
werden, um den zugehérigen Elektronenterm zu erhalten, entsprechend 
der Gl. (53). Da die EdelgasabstoBung fiir alle Terme dieselbe ist, kann 
man ohne deren Kenntnis die Differenzen der Elektronenterme als 
Differenzen der oben angegebenen Liickenterme gewinnen. 


—" ” 
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4. Ergebnisse. 

Auf dem oben entwickelten Wege wurden die Liickenterme in Ab- 
hangigkeit vom Kernabstand R bis zu dessen gréBtem Wert berechnet, 
bis zu dem die Zweizentrenintegrale bei KopriNEeck! tabelliert sind. Er 
ist nahezu gleich dem’ empirischen Gleichgewichtsabstand im Grund- 
zustand Ry. Lediglich fiir Gjy, Koy liegen noch weitere Werte bei 
J. O. HiRsCHFELDER und J. W.Lrynetr? vor, mit denen das tiefer 
hegende Paar 1X," und °2;* fiir gréBere R gewonnen werden konnte. 

Um nun mit den Differenzen der Liickenterme die Elektronenterme 
selbst zu gewinnen, wurde fiir den Grundterm ein Morse-Ansatz gewahlt 


, R—R, 


ee res 


2 


dem folgende empirische Daten zugrunde liegen: Gleichgewichtsabstand 
R,=1,435 A aus Elektronenbeugungsversuchen3, RAMAN-Frequenz = 
892 cm 7 und Dissoziationsenergie D = 63 kcal/Mol ++. Die berechneten 
Elektronenterme des F,-Molekiils sind in Tabelle 3 in HARTREE-Ein- 
heiten als Funktion von *=xR/2 angegeben und in der Fig. 2 dar- 
gestellt. 


Tabelle 3. Molekiilterme in HARTREE-Einheiten. x = =f. 


z = sect Ca aie OA 7,0 8,0 
1k +0,016 | —0,059 | —0,092 | —0,101 | —0,088 
3 568 | +0,317 | +0,151 7 +0,048 | —0,028 
AE ip 567 278 151 071 
PIL, 601 | 302 166 081 
i; 664 | 394 216 106 
U1 662 | 395 219 110 
1A, 820 | 530 327 175 
eg 814 525 324 194 
os 826 540 333 198 
Pas 877 B57) 340 202 
2A. 881 | 561 342 203 
Ia 886 564 345 205 


Der angenommene Wert D=63 kcal/Mol der Bindungsenergie ist 
in neuerer Zeit wiederholt umstritten* und vielfach wesentlich kleiner 
— bis zu 33 kcal/Mol — geschatzt worden. Dadurch wird natiirlich die 


1 Kopineck, H. J.: Z. Naturforschg. 5a, 420 (1950). 
2 HIRSCHFELDER, J.O., u. J. W. Linnett: J. Chem. Phys. 18, 130 (1950). 
3 ScHUHMAKER, W., u. D. P. STEVENSON: J. Amer. Chem. Soc. 63, 2610 (1941). 
+ ANDRYCHUK, D.: J. Chem. Phys. 18, 233 (1950). 

+t WarTENBERG, H.v., G. SPRENGER u. ial AVLORGR Ce 
4 Vgl. Wicks, E.: Z. Elektrochem. 54, 212 (1949). — WickeE, E.: Natupwiss, 


7, 233 (1950). 
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Termordnung gar nicht, die ungefahre Lage der Terme in der vorliegenden 
Theorie nicht wesentlich beriihrt. Das Ziel der vorliegenden Rechnung 
soll aber nicht weiter gesteckt sein, als nur eine erste Orientierung tiber 
Lage und Ordnung der Terme zu gewinnen, da itber sie noch kaum irgend- 


welche Kenntnisse vorliegen. 


Von H. G. GALE und G. S.MonKk! wurde ein Bandensystem aus- 
gemessen, dessen Analyse nach BrrcE noch unsicher ist?. Die Autoren 


Qs 
[ 


fae 
List 
\s5-- 
\ 25 


Fig. 2. Energieterme in HarTREE-Einheiten 
in Abhangigkeit von +=xR/2. Von der 
Gruppe der fiinf héchsten Terme, die dicht 
liegen und anndhernd parallel verlaufen, 
sind nur der oberste und unterste 
eingetragen. 


ordnen es einem Ubergang 12 JT des 
F, zu, wobei beide Terme Bindungszu- 
standen angehdren miiBten. Nun ist 
grundsatzlich zu beachten, daB die hier 
berechneten Terme aus dem Grund- 
zustand des Atoms angendhert sind und 
deshalb Uberschneidungen mit Termen 
gleicher Rasse, die aus angeregten Atom- 
zustanden berechnet werden, auftreten 
k6nnen. Statt der Uberschneidungen, wie 
sie die Stérungsrechnung ergibt, wiirden 
aber in Wirklichkeit die Terme einander 
ausweichen. Dadurch kénntenim Bereich 
der hier errechneten Terme eventuell 
weitere Bindungszustande auftreten. 
Ein kontinuierliches Spektrum wurde 
von VON WARTENBERG und Mitarbeitern ? 
ausgemessen. Da man wie allgemein 
bei leichten Elementen RussELL-SAUN- 
DERS-Kopplung annehmen wird, wird 
man nach den Auswahlregeln fiir diesen 
Fall das Spektrum dem Anregungsterm 


1/7, und Grundterm zuordnen. Dieser Ubergang wird als Kontinuum 
schon bei andern Halogenen beobachtet und nimmt mit abnehmendem 
Atomgewicht an relativer Intensitat zu, wahrend der Ubergang 1 ie 
nur bei J —J-Kopplung auftritt®. 

Mit Hilfe des theoretischen Termes 1/7, wurde nach dem Verfahren 
von WINANS und STUCKELBERG das Absorptionsspektrum graphisch 
konstruiert 4. Das Ergebnis ist in Fig. 3 neben dem gemessenen Spek- 


1 Vgl. WeEIzEL, W.: Handbuch der Experimentalphysik, Bandenspektren, 


Erg.-Bd. I. 


2 WARTENBERG, H. v., G. SPRENGER U. J. Tavtor®? Lie 
° Vgl. MuLLIKEN, R. S.: J. Chem. Phys. 4, 620 (1936). — Bavyuiss, N.S., u. 


A. L. G. Rees: J. Chem. Phys. 7, 854 (1939) 


4 Winans, J. G., u. E. C. G. SticKELBEerG: Proc. Nat. Acad, Amer. 14, 867 
(1928). — Vgl. auch HERzBERG, G.: Molekiilspektren und Molekiilstruktur, S.283. 
Dresden: Theodor Steinkopff 1939. 
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trum angegeben. Dabei wurde der errechnete Term bis +— 7,5 extra- 
poliert. Nach demselben Verfahren wurde aus dem gemessenen Spek- 
trum die Termdifferenz zwischen dem Anregungsterm und Grund- 
schwingungsniveau des Grundterms punktweise konstruiert und neben 
der entsprechenden theoretischen Kurve fiir den Anregungsterm ‘7, 
in Fig. 4 dargestellt. Die Ubereinstimmung mit den empirischen Er- 
gebnissen ist fiir eine Stérungsrechnung gut. 

Nach diesem Vergleich scheint 
die Genauigkeit der Theorie sogar 


O3 
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Fig. 3. Kontinuierliches Absorptionsspektrum. Aus- Fig.4. Aus dem von v.WARTENBERG u.a.! ge- 
gezogen: Nach Messungen von v. WARTENBERG messenen Absorptionsspektrum ermittelte Term- 
u. a.1. Gestrichelt: Theoretischer Verlauf. x/xmax = differenz 4 E (punktweise aufgetragen) neben dem 
auf den Maximalwert bezogener relativer Absorp- theoretisehen- Wert (ausgezogene Kurve) in Har- 
tionsindex. 4 =Wellenlange in A. TREE-Hinheiten als Funktion von *=xR/2. 


groBer zu sein, als man bei der urspriinglichen Zielsetzung erwarten 
wirde. Allerdings ist es schwierig, ohne einen Vergleich mit der Erfah- 
rung die Giite der Naherung abzuschatzen. Es handelt sich um eine 
Stdrungsrechnung in erster Naherung, die von den getrennten Atomen 
aus den Molekiilzustand annahert. Die Wellengleichung der Liicken (52) 
hat tiberhaupt nur in diesem Naherungsgrade Giiltigkeit, so daB sich 
das Verfahren nicht in weiteren Naherungsschritten verbessern laBt. Es 
handelt sich ja um Liicken der Atomschalen, nicht eigentlich der Mole- 
kiilzusténde. Noch zu diskutieren waren die Vernachlassigungen, die 
bei Berechnung des zusatzlichen Kraftfeldes y(r) gemacht wurden, das 
auf die Liicken wirkt und von den Valenzelektronen herriihrt. Dieses 
Feld 148t sich dann in zwei Zentralfelder aufspalten. Es ist ja nur ein 
Teil des gréBeren Gesamtkraftfeldes, das auf die Liicken wirkt, so daB™ 
eine Vernachlassigung in ihm entsprechend weniger wiegt. Die An- 
nahme der Fastorthogonalitat der Elektroneneigenfunktionen, die dabei 


1 WARTENBERG, H.v., G. SPRENGER u. J. TayLor: Z. phys. Chem. eres 
stein-Festbd.) 1931, 61. €Y She ' 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 131. 35 - 
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gemacht wurde, ist aber nicht mit einer Vernachlassigung der Uber- 
lappungsintegrale der Liickenzustande zu verwechseln, die in den Term- 
ausdriicken viel gréBere Fehler bringen wiirde. Die besprochene Ver- 
nachlassigung in y(t) wird die Fehler der Stérungsrechnung sicher nicht 
iiberschreiten, eher viel kleiner sein. Sicher aber wird sie die Eigen- 
schaften des Molekiils nicht berithren, die sich sogar mit dem Kern- 
abstand R kaum andern — wie z.B. die Termordnung. Die Anderung 
des Kernabstandes bedeutet sicherlich einen viel starkeren Eingriff als 
die besprochene Vernachliassigung, nimlich die Aufspaltung des Teil- 
kraftfeldes y(r) in zwei Zentralfelder um die beiden Kerne. Die groBten 
Fehler bringt die Stérungsrechnung. Da die Liickenterme noch die 
relativ groBe EdelgasabstoBung enthalten, 
Tabelle 4. AbstoBungspoten- werden ihre Differenzen starker von diesen 
tial dey Edelgashullen zweiey Fehlern betroffen, und da wieder am stark- 
eee pte sten bei den niederen Termen, bei denen die 
Pit Vi (R) Differenz zum Grundterm am kleinsten ist. 
noe NY e So wird der Fehler gerade beim YJ, relativ 
fositkll wars cine a am groBten sein, der doch noch gute Uber- 
1,322A | 4,17-10-2erg einstimmung mit der Erfahrung zeigt. 
1,424. A | 3,20+ 1074 erg Wahrend man die Bindungsenergie D und 
tberhaupt den Grundterm mit Hilfe der 
Liickentheorie nicht gewinnen konnte, weil das AbstoBungspotential der 
Edelgasschalen zweier F~-Ionen nicht geniigend genau bekannt ist, 
kann man umgekehrt dieses AbstoBungspotential V,(R) mit Hilfe des 
empirisch festgelegten Grundtermes (96) aus der Theorie gewinnen. Das 
Ergebnis ist in Tabelle 4 angegeben. Zum Vergleich wurde der Born- 
Mayersche Ansatz! betrachtet: 
2R,—R 


VighR} SS) win tates (97) 


Fir ihn ergibt sich aus der Gitterenergie (2,45 - 10-2 erg/Molekiil) 
und der Gitterkonstanten (2,312 A) des NaF-Kristalles der Wert b= 
3,72°10 # erg. Man erhalt danach fiir den Gleichgewichtsabstand 
Ry= 1,435 A des F,-Molekiils den Wert 


Vz (Ro) = 2,45 +10 erg. (98) 


Obwohl man den Born-Maverschen Ansatz als stark schematisierende 
Naherung ansehen wird, ist die Ubereinstimmung mit den Werten der _ 
Tabelle 4 gut, wenn man beachtet, wie empfindlich sich das Potential 
mit dem Kernabstand andert. Nun sind die Werte der Tabelle 4 weit 
weniger mit den diskutierten Fehlerméglichkeiten als die Termdifferenzen 


1 Born, M., u. J. E. Maver: Z. Physik 75, 1 (1931). — Maver, J.E., u. 
Linpsay Hretmuorz7z: Z. Physik 75, 19 (1931). 
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behaftet. Man kann also in den Ergebnissen eine Bestatigung der Brauch- 
barkeit des Born-Mayerschen Ansatzes sehen. 

Der Gedanke liegt nahe, die Liickentheorie in der vorliegenden 
Form auf das Cl, anzuwenden, bei dem das empirische Material viel 
reichhaltiger ist als beim F,. Allerdings tritt hier ein zusitzlicher Fehler 
auf, wenn man mit knotenfreiem Radialteil g(r) der Liicken nach Gl. (62) 
rechnet, denn beim Cl-Atom sind die entsprechenden Radialteile der 
Valenzelektronen nicht mehr knotenfrei wie beim Fluor. Ohne die 
gleiche Naherungsannahme wird die Rechnung beim Cl, vor neue 
Schwierigkeiten gestellt, da dann die Zweizentrenintegrale noch nicht 
berechnet sind. 

Fiir manchen wertvollen Hinweis bei der Diskussion des empiri- 
schen Materials méchte ich Herrn Professor Dr. E. WIcKE herzlich 
danken. 


Anhang. 
I. Berechnung der Integrdie (82), (83). 
Mit den Ausdriicken (57), (61), (62) wird 


Wea =a [ eb) (9,)? W(r,) de 
Bey ee Tare cos2 De *fa—T dt, 
24 2% 2 
Wi. = se | g(r.)* It (8.)? Wir) de 
(A 2) 
7 a) a ee r a7 sin2 v, e-*ta—T dy, 
24 2% 4 
8 = [ elr.) ers) H?(8,) 112(0,) Wr.) ae 
5 ~r— (= +1) (A 3) 
=—* 7 3 [y» cosd,cosf,e 2° —\? dt, 
24 2% 2 
Wah, = se- fe re) gre) HE} (8,) IE: (04) Wr) dx 
x (A 4) 
bee ee fo 7, sin }, ae a eee 
24 20 4 
In elliptischen Koordinaten w, » mit 
| > 
=e (ut), n=zZlu-») (A5) 
lassen sich die Integrationen elementar ausfithren. Mit wa 
R R ee 
E= > (+17), n == 2), 4 2 tv (A 6). 


35* 


526 F. ScHLOGL: 


wird dann 
Wee = 3% n= ~\" Tern), (A 7) 
4 
Wise (] I, (E,7), (A 8) 
We, = 4x (=2) TelE.n). (A9) | 
Wi, =n) 116.0). (A 10) 
wobei 
[oe] ab a: 
I,(&,7 sate a ah a9 (u+ 7) (1+pyr)e e7 EH mee (A 11) 
i ; , 


I, (€,n) ae faru+y (u? Se ee | a 


Iy(Esm) =4F dy fay (ut 9) (tps) emtene, (3) 


Diese Ausdriicke lassen sich geschlossen integrieren. Nach langwieri- 
gerer aber elementarer Rechnung erhalt man mit F 


; . x= SR, a Niet a 
ARE Nat Clie CE eS ae 
nixjev Zane seep ans x", ye (A 5) 

Le ey el 


va hires taj chev ecoat ni 434 z.. +, Alire” Sek 
Bite i) 4 alsS + tg 


kA) at 
cir tht one wa ree nay os ths i 
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wobei sich die Koeffizienten k und / aus der Tabelle 5 ergeben, soweit 
sie nicht verschwinden. Dabei sind folgende Bezeichnungen gebraucht: 


pea: ee ee ee 

Mie anil (it+y)y (A 17) 
pelts ted Tate en 
be ae (4+y)y ° 


II. Die tabellierten Zweizentrenintegrale. 


Im folgenden werden die hier und die in den Tabellen von Koprneck? 
verwendeten Bezeichnungen gegenitibergestellt. In jeder Gleichung steht 
links die hier verwendete Bezeichnung, rechts die bei KopINEcK ver- 
wendete. 


ities Goi = (meat 
So=Soo Gg =Canoo (A 18) 
Si=Saz Gps Cnean Cae fi 
Gor=Cocoe Gir = Cowan — Cana a 


Die GréBen G gehen in die entsprechenden GréBen K iiber, wenn bei 
festgehaltenen Indizes pat Akzenten C durch A ersetzt wird. 


— Regensburg, Institut ‘fiir Theoretische Physik der Se 
le SRE it Z. Naturforschg. nea 420 (1950). 23 Wha -_ 


BeAr shitats est obi re ati 2 SIL, EOS 

: hens 
sii itso irs pr tit Mmebay. ‘aid to nebtain SA Saif of oldi-eor 4 
» ae. a, ¢. 4 7 \: - 
p13: he Ate Tia te Wiese steal es 2 emt si gtivad2 to: 


ric. iY bas lak SF fodred Batic sissteiuent) ds sofia all wes 
babs ASRS MT ecsitact hr tity eats ‘BaD byes blo ats oth 
rn — : rapes i a —_ Seniesa TOE 
Sartelieraxy ' out te es . inv : lt aay! Sah ee 
Ee ein Se ater Gia oe at 
= ee a fate 4 leet pasa Ba 
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The Problem of Three Bodies 
in Quantum Mechanics. 


By 
SUDHANSU DATTA MAJUMDAR. 
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(Eingegangen am 14. Dezember 1951.) 


The implications of WIGNER and Brert’s method of reducing the number of inde- 
pendent variables in SCHRODINGER’s equation for N interacting particles from 
3N to 3N—6 by the use of the integrals of motion, are worked out in greater 
detail. It has been briefly pointed out how this method can be used to calculate 
the wave functions and term values of helium with high precision. Though the 
discussions are strictly confined to a system of three particles, most of the 
results of this paper can be extended to a system consisting of any number of 
particles. Incidentally, we have found out some interesting properties of the wave 
functions for the symmetrical top. 


1. Introduction. 


It is expected that the method of reducing the classical problem of 
three bodies to one with a lesser number of degrees of freedom by use 
of the integrals of motion and elimination of the nodes should lead to 
analogous simplifications in the corresponding quantum mechanical 
problem. The invariance of the Hamiltonian under translation makes 
it possible to describe the motion of the system relative to its centre 
of gravity by means of six coordinates only, of which three are taken to 
be the sides of the triangle formed by the three bodies and the remaining 
three are the Eulerian angles defining the orientation of this triangle in 
space. The Eulerian angles ®, g;, gg, are essentially the same as those 
used by WHITTAKER [7] in his classical reduction of the problem. As 
will be seen later, the latter have some distinct advantages over the 
coordinates used by other authors. The operators L? and L, representing 
the total angular momentum and the z-component of angular momentum 
of the entire system involve only the angles ®, g;, gg, and are found 
on calculation to be the same as for a symmetrical top. For given 


values of / and m the wave function therefore admits of an expansion 
of the form 


41 
Vim = Di belt tN) Urmz(®; Ys 5 Je) (1) 


where the quantum numbers / and m have their usual meaning, and 
the U,’s are the 21+ 1 eigen-functions of the symmetrical top. We shall 
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call them briefly the “top functions’’. Since L? and L, both commute with 
H, any top function when operated on by the Hamiltonian must give rise 
to top functions with the same values of 7 and m. Substituting the 
series (1) in SCHRODINGER’s equation Hy,,,=Ey,,, we therefore get 
2/+-1 simultaneous equations for determining the functions f, in only 
three independent variables 7,, 72, 7,5 instead of six. This certainly 
constitutes an elegant reduction of the problem, though the equations 
themselves are complicated and do not suggest any easy method of 
solution. This reduction of SCHRODINGER’s equation to a system of 
equations with a lesser number of independent variables by making use 
of the invariance of the Hamiltonian under rotation and translation 
is due to WIGNER [2] and Breir [3]. In the present paper the elegant 
work of BREIT, just referred to, is extended in several important respects. 
First, we show by using WHITTAKER’s coordinates, that for given values 
of / and m the eigenfunctions belong to two distinct classes completely 
independent of each other, one involving only odd values of t and the 
other only even values. Secondly, the effect of operation by the Hamil- 
tonian on the top functions is studied in detail, and it is found that a 
top function U,, as a result of this operation, not only gives rise to 
itself but also to the functions U,_, and U,,.. General expressions for 
the numerical coefficients with which they appear are also derived, 
so that, with the help of Table 1, the system of fundamental equations 
in any particular case can be immediately written down. Some interesting 
properties of these coefficients are also discussed. Of special importance 
is the relation (20) which enables us to write the equations in a form 
independent of m, thus bringing out clearly the degeneracy of energy 
with respect to the values of m. 

The theory developed in the following sections is applicable equally 
well to the helium atom and the ionized hydrogen molecule H,. The 
D-states of helium without nuclear motion are discussed briefly in Section 
4 to illustrate how the principles outlined in this paper can be employed 
for the solution of any specific physical problem. Though the method is 
quite general and can be applied unmodified to states of any multi- 
plicity or total angular momentum, closed expressions for the general 
case are too complicated to be given here. For a treatment of the mole- 
cular ion Hj, a transformation to elliptic coordinates, A=n+nr, 
P=N—7e, V=N2, May prove helpful. 


2. SCHRODINGER’s equation in three variables. 


Let qr» qs. gy be the Cartesian coordinates of mg, and let q1, 92, 93 
and 41, 75, ds Tespectively be the Cartesian coordinates of m, and my 
relative to ms. We pass on to new coordinates [1] by the real 
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transformations 
gi, +195 = (cos D, +7 sin D, cos ge) 
di + 1G, = 12 6% (cos Dy + 7 sin Dy cos Ge) 
, : : , ; ; (2) 
dg = 174 Sit Oysini gg; Js = 7%. sin MD, sin gg 


and 
D—,, Ge Dae Dae 


The new variables can be interpreted physically as follows: 

71,7. are the radius vectors drawn to m,, m, from m,. dg is the angle 
made by the normal to the plane of the particles with the fixed z-direction 
in space. qg; is the angle made by the line of intersection of the x—y 
plane and the plane of the particles with the fixed x-axis. ® is the angle 
between the radius vector 7, and this line of intersection; and finally 0 
is the angle between the radius vectors 7, and 7. 

Taking the resultant linear momentum of the system to be zero, 
we then write down its classical Hamiltonian in six coordinates by 
suitably transforming the expression given by WHITTAKER. The deter- 
minant of the coefficients in the kinetic energy part of the Hamiltonian 
is found, after very simple calculations, to have the value 


(A B —C?)3 (vi 73 sin O sin gg)? 


1 1 £ 1 1 
agra geet wi GI Gory: 2c = 


M3 


when the indices labelling the coefficients are arranged in the order 
% 7% O@® qs q, and with its help the corresponding wave equation can 
be set up. In doing this, however, considerable simplification results 
from the use of the principles of angular momentum which, in the pre- 
sent case, lead to the two equations 


[Og + cot Ye Og + cosec? gg 05, — 2 cot gg cosec gg os + 
+ cosec? gg doe +1(1+1)]y=0, (0; tm) yp =0 6) 
where the symbol @, is used for @/@q, 0»; for G2/@M @q, etc. These are 


the well-known equations of the symmetrical (or rather the spherical) 
top with its known system of eigen-functions 


Up es tex CMTS TB yp = EtMdst+it® z\d/2| (1 —_ z)|s/2\ ies. 
where 
2t = 1— 0S qe, d=m—tT, S=M+T 


and £;,,, is the degenerate hypergeometric series 
Fine = (t*—1,4 “i id | i |s| 5 der AE 1 rie |@|, t) 


t* being the greater of the two numbers |m| and |r|. 
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For precise values of the total angular momentum and its z-compo- 
nent we can, therefore, express y as a series of the form (1). We now 
consider the result of operation by the Hamiltonian on any particular 
term 7,U, of this series, replacing the operators 0, and 0», wherever 
they occur, by im and it respectively. Calculation shows that the 
part of the Hamiltonian which does not involve Ye gives rise to an 
expression M (f,)-U, where M is a linear operator in 11, %2, 9, while 
the remaining part, on elimination of @, by Eq. (3), leads to an expres- 
sion of the form 


ft [A das ‘yaa (%— 26) ae o,} ae lL (0, aa oe 4 = 


where ea Xe Ce) ee Oo ie 


Ax = TCOt Yg— M COSEC Fe, 26,=7+7-—P-l, %=%7,5inO 
and 


202 


A= 


[Bri + Ar c!29—2C 1,7, 6%] 
1 Ava | 
eae [Bri + A r8—2C7,7, cos O] 


1 ts 
WS or, A A ga Pele 


It is now clear from-what has been said in the previous section that 
we must have 


and 


[Xe+1 ‘ve 26) + G,] ee 2 (t)+2 Uz+9 (4) 


te28 VA ih @6) = o_,] uu, = 2(t)_2 U,z-2 


where (t).. and (t)_, are constants in general depending on all the three 
numbers /, m, t. The above expression will therefore reduce to 


2(t)424f, Gris ~ (o,+ G2) Hl; Ost 2(t)oa¥ fi U3 


Considering now the whole series (1) and separately equating to zero 
the coefficients of U, after operating on it by the Hamiltonian, we have 
the following 2/ + 1 simultaneous equations in the three variables 7, , 72, O 


A B ¢ 
lz @, (77 @) + ae (73 @) + ies ae = (G0 + cot Ode) + 


+42 (E+V)—A {i + 5 (286+ cot 0)} + 

+ 2C {cos 0 @,.— (1% 72) 1 cos O G06 — (5) 

— (7, %2)~1 cosec 0 86 —rz'sinO @,6—7, sin O 026 + 

+47 ((%7%)~100s O do + (27,72 Sin 9)-1+ 77+ sin O @,)}] it 

4 2(t—2)4e4f-a + (CO; + 0U) Mh +2 (t+ 2) 2% frye 0| ~ 
pa 
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where 
Fs] C2 


a “15 = = 
RET ee 13” 04, 0%» 


Che’ 

The equations clearly fall into two distinct classes, one with only 
odd values of 7 and the other with only even values. The two classes 
are quite independent of each other and correspond to essentially differ- 
ent physical situations. 

Because of the degeneracy of energy with respect to the values of m 
it is possible to write these equations in a form independent of m. This 
may be called the normal form of the equations. Since m enters in these 
equations only through the coefficients (t—2),, and (t+ 2)_2, a way 
of doing this, which naturally suggests itself, is to make the substitutions 


tr = 4,8; (6) 


where the a,’s are constants depending on J, m, t. We then obtain the 
same set of equations for g, as for f, with the only difference that the 
coefficients (t —2),. and (t+ 2)_, are replaced by 


az+2 


=C 


(t—2)4.X—=2=5b,, and (t+ 2)_2X 


t 
a, ay 


respectively. Hence b, and c, can be independent of m only if 
(T)42 (T+ 2)_2 = O40 6, 


is so, and this is guaranteed by Eq. (20) of the next section. Though 
half of the quantities b,, c, can be chosen arbitrarily, it appears con- 
venient to take 


b= —+40_,, C;=— $0; 
whence the ratios 
Arte =e) Or 
a 2(t4+2) 29 (7) 


are uniquely determined. This completes the reduction of Eqs. (5) to 
the normal form. 

Next, we show how to introduce symmetry properties in the solutions 
in the case of two identical particles m, and m,. For this purpose the 
wave function is expanded in a series of the form 


Yim = 2, me [FF (ap et up + a_pe-*T%u4_z7) + 

hy 

8 
+ Fp (ape? up + a_pe*T™u_y)] : 

where T = |t| and@, ,@®, have the same meaning as in the transformation 

equations (2). Comparing with Eq. (1) we have, in view of Eq. (6), 


gp eH Eh + Bere, g_7p=Fi+ Fe-‘Te, (9) 
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These are substituted in the normal form of the Eqs. (5), and from the 
resulting equations for t= + T two other equations are easily derived 
which differ only in an interchange of the indices 1 and 2. The procedure 
will be explained more clearly in Section 4. Symmetrical solutions can 
now be obtained by setting F7 = Fi and antisymmetrical solutions by 
setting F? = ay 2 where Fi is the function obtained from F} by inter- 
change of the indices 1 and 2. For the P-states of helium with fixed 
nucleus this procedure leads precisely to BREItT’s [3] Eqs. (18) and (20). 


3. Some properties of the wave functions for the symmetrical top. 
We now proceed to evaluate the coefficients (t),.. and (t)_, defined 
by Eq. (4) of the last section. To start with, we have identically 


(—Xe—1 + %) (Xe + %) = A — + cot dg 2 —4xz7—T 
and (10) 


(%e41 + O%) (— %_ + %) = %e+ cot Gg %—yi+T. 


If the equation of the top be written in the form 


LU, = (6 + Cot 96 G—Zz-TV +P +1) u,=0 (11) 
it follows immediately that 

Liu, = (7s + 6) Y. = 06) u,— 20,1 Uz =) (12) 
and 

L, SS (%e+1 + %) (— 4% + %) Up — 20,4, = 0. - (13) 


_ Egs. (41), (12), (13) are only different. ways of writing the same 
equation. To see the effect of operation by y,+ 6, and — ¥,+ 6 on %,, 
use is made of the Eqs. (12) and (13). 
Lei (Xz am @6) u, Pa i +— G6) on Xr-1 + G6) = 20,_1] VA =f. 06) U, 
a (Xz =e Gs) (L, oq £0i<4) uU,— 20,-14 oP = 26) a 0 
and 
Lig H+ 6) Ue = [(— He + %) (Hera + %) — 20] (—X_ + %) U, 


od oar oil 26) (LZ 2% 20,) U,— 20, (—¥%, x @6) Ly 0. 
Hence, oY 


Xe — Ge) U,=2 (t)_4 U,z-1) (14) 
— Xt 7 G6) U,=2 (z) +1 Uz44 (1 5) 


where (7), and (r)_, are constants whose values will be obtained later. © 
From Egs. (14) and (15) we get the recurrence relations 


Og Uz = (T)-4 Me-a + (T) 41 M41) (16) 


An We = (4) a M1 — (7) 41 Meta (17) 
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Eq. (16) gives a simple meaning to the coefficients (x), and (t)_,, and 
may be looked upon as defining them in a more convenient way. From 
Eqs. (13), (14), (15) follows the interesting result 
(t)aa (t+ 1)-1 =367- (18) 
The operators we came across in Section 2 in setting up the wave 
equation are 
[yeni ie) Ro ealees eiandinel=— Xr41(— Ae t %) + 07] Ue- 
In the light of the above discussions it is now easily seen that the first 
gives rise to a multiple of w,_, and the second to a multiple of u, 1». For, 
by Eqs. (12) and (14), 
ae (%- aa O¢) oi Oyay] U, 
=4 ween “ie 06) —- — Xxr-1 a 26) Ge 5 6) U, ne 07-14, 
a 3 (Yes = O¢) ve > 06) u,= 2(t)_4{t — 1)_1 4,2 
and by Eqs. (13) and (15), 
oa EON ee Xx e Os) itt G;| U, 
=$[(—%e41 + %) — (%er1 + %)] (— He + %) He + Oz My 
= $(—Ar41 + %) (— Ye + %) Me = 2(T) 4a (T+ 1) 43 Mep2: 
If (t),. and (t)_. are defined by Eq. (4), we have 


(T)40 = (Tia (T+ 1)ar, (t)_2 = (t)_4 (t—1)_1- (19) 


Differentiation of Eq. (16) now provides the more illuminating definition 


Ogg Uz = (t)_2Uz_2 ai $ (o, ae O.x) U, 7 (T) 49 Ur49- 


These coefficients depend in general on all the three numbers /, m, T, 
but, unfortunately, cannot be expressed in terms of them by means 
of a single analytic formula valid over the whole range of values of 
l, m, t. This causes some difficulty in finding out their values, and is 
to be attributed to the fact that the parameters m and t occur non- 
analytically in the wave functions u,,,,. But Eq. (18) shows that the 
product (t),, (t-++1)_ in any case is analytic and is moreover indepen- 
dent of m. Both these properties are possessed by the product (t) 1» 
(t+ 2)_». For, by Egs. (18) and (19), 


(t)42 (t+ 2) 2=}406,6,41. (20) 
Generally, if (t);,, and (r)_,, are defined to be the coefficients of u,,, 


and u,_, in the nth derivative of u,, then. 


n—1 
cae (t =i a sa 2 1 LG gps 


i=0 
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Evaluation of (t),,. Without any loss of generality m may be assu- 
_ med to be a non-negative integer throughout. Because of the non- 
_ analytic character of the parameters in the functions Uj, it is necessary 
to distinguish two cases, (i) m—t <0, and (ii) m—1t>0. 
Case (i) d<0 
hyd = era #33 det ee 
u,=t *(1—t?F, ae a ima ¢ Wea) Sm Sire 


The definition of (t),, is supplied by Eq. (15). Mere inspection shows 
that the left hand side of this equation must be of the form 


d Ss 
O()F.+4singt 2(1—-)2 


where the accent to F denotes differentiation with respect to ¢. The 
exact form of @(?) need not be calculated, because, it can be shown to 
be zero by very simple arguments. It is sufficient to note that it does 
not involve J, Now, forJ=t, R=1, F =o, ee Hence, quite 
generally we have > 


(0 AD, Fo = 2(t)41 Fas. 


The aie of ()41 is now obtained by putting t=0 in this equation. 
It is ee : 


Whi = 5a 9° 


Case (ii) d>0 


=<t—1 bem 
rane 


Pe J 2 (1-2) 


S| 


Berk 
U, ao 


33) 


yy! Sei I ‘ 
| 2a Ey at mb ru i Ment @0) He BOE, ee 
‘Putting =0, we have gg ite 
Reeeathe 3x3) Rta (a cacrtee Si! 4 gi meer s ea beat! SHPO sit 


; te Tadsin- onl Jats BRON. LaSere tis “yy htirl eed = reeks is “AIF 


536 SUDHANSU DATTA MAJUMDAR: 

Once the values of (t),, are found out in this way, the remaining 
coefficients can be easily evaluated with the help of the general relations 
(18), (19) and (20). Omitting the details of calculation we give the final 
results in the form of table 1. 

It is interesting to note that these coefficients vanish if, and only 
if, the operation leads to a function with the absolute value of t greater 
than 7. Such a function, of course, does not exist. 


4. The D-states of helium without nuclear motion. 


If the nucleus is assumed to be infinitely heavy, we can set C=O, 
A=B=1/2m, in the normal form of the Eqs. (5). It will be seen later 
that the case of physical interest corresponds to even values of t. Making 
the substitutions (9) in the three equations for even t, subtracting the 
equation for t= —2 from that for t = + 2, and then dividing throughout 
by ¢?°—e-*2®, we have 


4 6 F, 406 F, 1 
E. pt 2 pMees CP ieee 
Pas re cot 20064 A isin2Q0 r{sin?O 


(FR, + 4-80) =0 (21) 


19 

and 
F, F, 3 1 \ 
L()—6( +2) + arg (a@t+aq)AtB—-e)=0 (22) 
where 
L =r? 0, (73) + 13? Os (73 Oo) + 
1 1 8x2 m 
+ + 7) (200 cot O49) + —,— (E—V). 


Next, multiplying the equations for r= +2 and t= —2 respectively 
by e~*?® and ¢”®, taking the difference, and dividing by e'?° —e~*2® , 
we get another equation which differs from Eq. (21) only in an inter- 
change of the indices 1 and 2. Both reduce to the same equation, since 
any solution, to have a physical meaning, must be either symmetric 
or antisymmetric. 

To solve these complicated equations approximately we may con- 
struct the variational integral of which they are the Eulerian equations, 
and, following Hylleraas, use approximate expressions for F,, Fy, go, 
containing some adjustable parameters. But this is impossible without 
some idea of the nature of the functions F,, F,, gy, which were intro- 
duced in Section 2 only to meet the demands of theory and are not yet 
properly interpreted. To clarify the meaning of these functions we com- 
pare them with the customary solutions in which the variables appear 
separated, and which, for most purposes, are known to be sufficiently 
good approximations to the correct solutions. For m= 1, such a solu- 
tion is 

Yor = Gy (1, 72) Py (cos O,) e*¥: + Go (71,175) P} (cos Og) ef" 
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_ where 0,, O,, y,, p2 are the polar and azimuthal angles of the two 
electrons. By means of the transformations (2) it is always possible to 
express an angular function of the type P” (cos @,) e'”” as a linear 
combination of the top functions U,,,,(P,, 5, %s) with the same values 
of / and m. This transformation serves to bring y,, into the form (8): 


Por = 1G, [— Ug 96? + yy 96-77 + Uy 49] oF + 
bt Ga [— tg yg 7% + gy 9 0-82 + Hy 1g] es. 
Now, by Eq. (7) and Table 1, 


ay — aoa G2» 2(0)_ 


== 8 | 


a 2(2)-, a —G_2 


To this approximation we can therefore identify G, with F, and G, with 
F,, and set 


sntieenntel aw 


. 


&=A+E. (23) 


The same remarks hold for the two remaining cases, m=0, and m=2. 
It may be pointed out that the important relation (23), which holds 
in the zero-eth approximation greatly facilitating the choice of functions 
in the variational integral, follows directly from either of the Eqs. (21) 
and (22) on the assumption that Fi, F3, £4, are-andependentsof @: — 
_ For interest and encouragement I offer my best thanks to Pro- M 
fessor S. N. Bosr, Head of the Department of Physics, and Professor me 
Mz. oat SAHA, Director of the Institute of Nuclear Physics. —— 
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Zur Deutung der Orientierungsabhangigkeit der 
Verfestigungskurven von Aluminium-Einkristallen. 
Von 
P. HAASEN und G. LEIBFRIED. 

Mit 5 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 5. Januar 1952.) 


Im allgemeinen tritt bei plastischer Verformung nur das Gleitsystem maximaler 
Schubspannung makroskopisch in Erscheinung. Es wird angenommen, daB auch 
die anderen Gleitebenen auf Grund der in ihnen wirkenden Schubspannung Ver- 
setzungen liefern, die die Gleitung im regularen Gleitsystem behindern. Das be- 
deutet eine Erhéhung der Verfestigung. Ein nach dieser Vorstellung definiertes 
StérungsmaB zeigt eine Abhangigkeit der Stérung von der Orientierung der Zug- 
achse. Dieses Ergebnis stimmt qualitativ gut mit der gemessenen Orientierungs- 
abhangigkeit der Verfestigungskurven von Reinst-Al iiberein. Insbesondere sollte 
man bei Zugbeanspruchung fiir geeignete Orientierung einen ebenso flachen Verlauf 
der Verfestigungskurve erwarten, wie er im Schubversuch gemessen wird. 


1. Einleitung. 


Traigt man die plastische Dehnung von Einkristalldrahten aus tech- 
nisch reinem Al gegen die Zugbelastung auf, so erhalt man sehr ver- 
schiedene Kurven parabolischer Form — 
je nach der anfanglichen Orientierung der 
Drahtachse zum Kristallgitter. Durch Um- 
zeichnen auf Abgleitung und Schubspan- 
nung gelingt es bekanntlich, diese Kurven 
annahernd in einer einzigen ,, Verfestigungs- 
kurve*‘ zur Deckung zu bringen?. RAFFEL- 
Fig.1. VerfestigungskurvenvonReinst-  SIEPER® hat 1948 bemerkt, da8 es fir Kri- 
mere ml ine ens tama NepeRAE 
A Drahtachse nahe [001]; Bohne MOglich ist, die Orientierungsabhangigkeit 

“hip rscieamia ie Sgr der Last-Dehnungs-Kurven auf diese Weise 

zu eliminieren. Wie insbesondere die nach- 

folgende systematische Untersuchung von LaNncE® gezeigt hat, treten 

unter den Verfestigungskurven von Reinst-Al-Einkristallen zwei Typen 
von Kurven hervor, die in Fig. 1 skizziert worden sind. 


T=T.l p/m? 


0 10 20 30% 


1 ScHMID, E., u. W. Boas: Kristallplastizitat, S. 127. Berlin: Springer 1935. 

2 RAFFELSIEPER, J.: Diss. Gdttingen 1948. — MasInc, G., u. J. RAFFELSIEPER: 
Z. Metallkde. 41, 65 (1950). Die Einkristalle wurden durch Rekristallisation her- 
gestellt. 

3 Lance, H.: Diplomarbeit Géttingen 1950. — Lanes, H., u. K. LUcKE: 
Z. Metallkde. (im Druck). 


-. 
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Eine Verfestigungskurve vom Typ B erhalt man bei einem Kristall 
solcher Ausgangsorientierung, daB die Schubspannung in einer der 
kristallographisch verschiedenen Gleitebenen und -richtungen (,,Gleit- 
systeme”’) die in den anderen betrachtlich tibersteigt, wahrend der Typ A 
bei Kristallen gefunden wird, bei denen mehrere Gleitsysteme vom Beginn 
der Deformation ab schubspannungsmibig fast gleichberechtigt sind 
(ohne daB schon ,,Doppelgleitung‘' beobachtet wiirde). Ein Grenzfall 
liegt bei der KocHENDORFERschen! Schubverformung langer Reinst-Al- 
Kristalle vor. Hier ist ein Gleitsystem apparativ wesentlich bevorzugt 
(unabhangig von der Dehnung). Die Verfestigungskurve verlauft fast 
linear und sehr flach (etwa wie C in Fig.1) — analog der Verfestigungs- 
kurve eines hexagonalen Metalls (mit seiner ausgezeichneten Basisebene). 


2. Definition des StormaBes. 

Danach liegt die Vermutung nahe, daB die je nach der Orientierung 
verschieden starke Einwirkung anderer Gleitsysteme auf das maximaler 
Schubspannung den mehr oder weniger steilen Anstieg der Verfestigungs- 
kurve verursacht. Wir haben von dieser Einwirkung folgende Vorstel- 
lung: Auch in den nachstbegiinstigten Gleitebenen werden Versetzungen 
zufolge der dort wirkenden Schubkomponente der angelegten Spannung 
freigemacht. Diese kreuzen die regulare Gleitebene (maximaler Schub- 
spannung) und kénnen ‘Hindernisse fiir die dort laufenden Versetzungen 
bilden, was eine Erhoéhung der Verfestigung bedeutet. Da diese Behin- 
derung unabhingig vom Vorzeichen, d.h. der Laufrichtung der Ver- 
setzungen in den Stérebenen ist, kann man-hoffen, in dem Ausdruck 


Lt 
t 


ein MaB fiir die Stérung des regulaéren Gleitsystems (unter der Schub- 
spannung 7,.g) durch die iibrigen, st6renden Gleitsysteme zu haben (in 
denen Schubspannungen 1; wirken) und damit auch ein MaB fiir die 
Steilheit der Verfestigungskurve?. Die Orientierungsabhangigkeit dieses 
Quotienten wird in Teil 4 diskutiert. 


3. Stérende Gleitsysteme. 

Vorher soll noch untersucht werden, welche Gleitsysteme bei der 
obigen Summation zu beriicksichtigen sind. 

Fig. 2 zeigt die stereographische [001]-Projektion des kubisch- 
flachenzentrierten Gitters. Mit A sind die Normalen der vier verschie- - 
denen Oktaederflachen bezeichnet. pra 

1 KocHENDORFER, A., u. F. ROuM: Z. Metallkde. 41, 265 (1950). 


2 Wachsende Stérung bedeutet: 1. Zunahme der Zahl tatiger Storebenen, dh. 
Verkleinerung des Abstandes der Hindernisse in der regularen Ebene, 2. zuneh- 


mende Bet&tigung, d.h. vermehrte Hindernisbildung einer einzelnen Stérebene. = 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 131. 36 
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Diese Ebenen werden bei Al bei Zimmertemperatur allein als Gleit- 
ebenen beobachtet. In jeder von ihnen liegen drei médgliche Gleitrich- 
tungen (Flachendiagonalen 011, 101 usw.). Diese sind in Fig. 2 mit 
() bezeichnet und in der nachstehenden Ta- 
belle 1 den Gleitebenen zugeordnet. 


Tabelle 1. 


Gleitebene | Gleitrichtungen Charakteristik (s. Text) 


——_ 
714 lH 1Oruaonlsotd regulare Ebene 


, si al 110 101 011 sekundaire Ebene 
110 SHAD Ae RVAROH TOI) a kritische Ebene 
2 } io Ver aaa 
100 SUC Ye 440 104 041 cross-Ebene 
P Vi 2 Yy —<. 


Fig. 2. Gleitsysteme von Al in 
stereographischer Projektion. 


Auf Grund der Symmetrie des Gitters kann 
man die Anfangslagen aller mdglichen Draht- 
achsen in eines der Dreiecke in Fig. 2 eintragen. Wir haben abc ge- 
wahlt (schraffiert). Dieser Sachverhalt ist in Fig. 3 nochmals veran- 
schaulicht. Fiir alle Kristalle mit Drahtachsen im Inneren von a bc hat 
das Gleitsystem: Gleitebene 111, Gleitrichtung 101 (im folgenden ab- 
gekiirzt 101/111) die maximale Schubspannung und betitigt sich er- 

fahrungsgemaB als (reguldres) Gleitsystem. 

(  Dabeiliuft die Drahtachse auf die Gleitrichtung 
zu. Langs a¢ wird die Gleitebene 111 gleich- 
berechtigt (,,Doppelgleitung‘‘). Oft beobachtet 
man zu Beginn der Gleitung, besonders wenn 

die Drahtachse nahe ab liegt, Gleitlinien der 
(,,kritischen‘’) 111-Ebene! (,,unpredicted slip“). 

Fig 41 Zi base. dec. Drahtactiee:|,i- 1° gr ceamen. des reguldren Systems zeigen 
im Gitter. cross-slip+, meist nach der 111-Ebene?. Auch 

in jeder dieser drei irregularen Gleitebenen 

hat eine bestimmte Gleitrichtung innerhalb des ganzen Dreiecks abc 
eine groéBere Schubspannung als die beiden anderen (in der Tabelle 1 
unterstrichen). Wir ziehen nur diese drei Gleitsysteme relativ groBter 
Schubspannung als Stérer in Betracht. Denn die Versetzungen in einer 


. <s 
SEY 


ef 


* Caun, R..W.: J. Inst. Met. 79, 129 (1951). 

* Die cross-Ebene ist die einzige unter diesen Gleitebenen, die mit dem regu- 
laren Gleitsystem eine Gleitrichtung (101) gemeinsam hat. Darauf basiert die Deu- 
tung des cross-slip als Ubergang von Schraubenversetzungen von einer regulairen 
Gleitebene auf eine parallele. Die Versetzungen, die auf der cross-Ebene selbst frei- 
gemacht werden, sollten indessen mit der Gleitrichtung gré8ter Schubspannung 
(011) laufen. Nimmt man auch fiir diese Versetzungen 101 als Gleitrichtung an, 
so andert sich das Resultat der folgenden Rechnung nicht wesentlich. Vgl. Mort, 
N. F.: Proc. Phys. Soc., Lond. 64, 729 (1951) 
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Gleitebene kénnen im wesentlichen nur in einer Richtung eine Abgleitung 
bewirken, erfahrungsgemaB der Gleitrichtung gréBter Schubspannung?. 
Aus diesem Grunde hat man auch auf dem Rande des Dreiecks, wo 
unter Umstanden zwei Gleitrichtungen einer Ebene symmetrisch liegen 
(d.h. dieselbe Schubspannung haben), nicht mehr Stérsysteme. 


4. Berechnung der Stérung. 


Wir berechnen nun das oben eingefiihrte StérungsmaB 


= (1) 


in Abhangigkeit von der Orientierung der Drahtachse, wobei i die Gleit- 


systeme : sekundar kritisch cross 
O11 104 011 


1114” 111.’ 111 


durchlauft und 1,,, die Schubspannung in = ist. 


Bezeichnet a den Einheitsvektor in Richtung der Drahtachse, e den 
Einheitsvektor in Richtung der Gleitebenennormale, r den Einheits- 
vektor in Gleitrichtung, o die Zugspannung, so ist t.,,=« (a, e) (a, r) 
die Schubspannung in dem durch e und r charakterisierten Gleitsystem. 

a hat die Komponenten: sin # cos¢, sin? sing, cos#. Dabei ist # 
der Polarwinkel zur z-Achse und y das Azimut (von der positiven x-Achse 
aus gerechnet). ZA 

Damit berechnet sich: 


Tele (sin # (cos p + sin @) + cos #)? (sin & sin mp — cos #)? 
Sek aa = (2) 


ae (sin # (cos p + sin g) — cos #)? (sin cos m + cos#)2 ’ 
eee Tht __ (sind (cos gy — sin g) + cos 8)? (sin & cos w — cos 8)? (3) 
‘net Treg ~ (sin (cos y + sin gy) — cos 9)? (sin # cos p+ cos #)? ’ 
Tare hols __ (sin #(cos w — sin y) — cos #)? (sin 8 sin g — cos #)? (4) 
oA ti. (sin & (cos p+ sin ¢g) -- cos #)2 (sin cosy + cos 8)? * 


Wir geben in Fig. 4 und 5 den Verlauf dieser Einzelglieder und der 
gesamten Stérung S auf den Seiten ab (p=270°, 0<#< 45°) und 
ac (p=315°, O< B< 54,6°...) des Dreiecks an. ve 

Auf den Kreisbogen #= const steigen die S-Werte qualitativ von ab 
nach ac monoton zunachst langsam und in der Nahe von ae starker an. 

Diese Figuren zeigen zundchst, daB sich die Stérung in den Eck- 
punkten a,c, 6b des Dreiecks wie 3:2:1 verhalt. 


1 Deshalb kommen auch die anderen Gleitrichtungen der regularen Gleitebene 
als Stérer nicht in Frage. 


36* 
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Berechnet man die Stérung fiir eine homogene Schubspannung in 
Richtung des obigen regularen Gleitsystems — wieder unter Beriick- 
sichtigung der drei irregularen Ebenen mit den Gleitrichtungen groéBter 
Schubspannung (die zum Teil andere sind als im obigen Fall) —, so 
erhalt man y 


T 


—=1. 


reg 


Die Verfestigungskurven eines Kristalls im Schubversuch und eines 
Kristalls mit einer Ausgangsorientierung nahe b im Zugversuch sollten 


ae a 


® ) Lies A 
ot 0" 20" 0" 010" 20° 30°40" 50°46? 
a z a 172] A 
Fig. 4. Die Stérung lings @b. S nach (1), Ssekmach, Fig. 5. Die Stérung langs @¢. S nach (41), Ssek nach 
(2), Skrit nach (3), Scross nach (4). © (2), Skrit nach (3), Scross nach (4). 


also vergleichbar sein und flach verlaufen, solange sich die Drahtachse 
nicht wesentlich von 6 entfernt. AuBer diesem absoluten Minimum der 
Stérung in der b-Ecke des Dreiecks existiert noch ein relatives Minimum 
auf der Verbindungslinie a¢ bei #= 40°, also in der Nahe von [112]. 


5. Vergleich mit den experimentellen Ergebnissen. 


Wir vergleichen die gefundene Orientierungsabhangigkeit des Sté- 
rungsmaBes mit der des Anstiegs der Verfestigungskurven. bei RAFFEL- 
SIEPER und LANGE}. 

Tatsaichlich verlaufen die Verfestigungskurven derjenigen Kristalle 
am flachsten, deren Ausgangsorientierung am weitesten von ac, der 


1 Eine Komplikation tritt bei den Verfestigungskurven mittlerer Anfangssteil- 
heit (Typ B) auf, wo die Stérung und Verfestigung nicht gleichmaBig mit der Ab- 
gleitung zunimmt, sondern nach einigen Prozent Dehnung unter Ausbildung von 
optisch und réntgenographisch sichtbaren Deformationsbdndern starker ansteigt. 
Diese Deformationsbander versucht man heute in ihrer Struktur als Aufreihungen 
von positiven gegen negative Versetzungen in parallelen Ebenen des regularen 
Gleitsystems zu erklaren. Die Entstehung einer solchen makroskopisch regel- 
maBigen Anordnung von Hindernissen (Abstand der Bander ungefahr 1mm — 
anscheinend unabhangig von der Drahtdicke) scheint dagegen noch nicht verstanden 
zu sein, Die durch ein Deformationsband getrennten Teile des Gitters dehnen sich 
unabhangig weiter, so daB der ganze Kristall sich der inhomogenen Verformung 
anpassen kann. 
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Verbindungslinie [001] —[111] entfernt ist. Diese Kurven kommen den 
KOCHENDORFERSchen Schubkurven nahe — in Ubereinstimmung mit 
der obigen Betrachtung!. Sehr steil beginnen die Verfestigungskurven 
dagegen in der Wiirfel- (a) und Oktaederecke (c) des Dreiecks, wo ja 
auch die oben berechnete Stérung groB ist. Das berechnete (relative) 
Minimum der Anfangssteilheit tiber @é ist deutlich zu erkennen, wenn 
auch die wenigen vorliegenden Kurven seine genaue Lage noch nicht 
zu ermitteln gestatten. 

Qualitativ scheint somit unsere Beschreibung der Einwirkung irre- 
gularer Gleitsysteme auf das maximaler Schubspannung zuzutreffen. 
Diese Einwirkung wire danach entscheidend fiir die Steilheit der Ver- 
festigungskurve, nicht die Verformungsart? (Zug--oder Schubversuch). 
Bei einer spateren quantitativen Nachpriifung an Hand reicheren 
Materials ist zu beachten, daB bisher samtliche Stérsysteme mit gleichem 
Gewicht beriicksichtigt worden sind, was durchaus nicht selbstverstand- 
lich ist, weil die Schnitte der St6rebenen durch die regulare Ebene ver- 
schiedene Winkel mit der regulaéren Gleitrichtung einschlieBen. 

Die an Reinst-Al-Kristallen beobachtete Neigung zu Spriingen in 
Verfestigungs-* und Flie8kurven® sollte denselben Gang mit der Orien- 
tierung zeigen wie die St6rung, wenn ein Sprung durch zeitweilige 
Blockierung von .Versetzungen in der regularen Ebene hervorgerufen 
wird. 

Bei unreinerem Material tibernehmen auch Fremdatome oder Aus- 
scheidungen die Rolle von Hindernissen, so da8 man hier ziemlich un- 
abhangig von der Orientierung den steilen Typ A der Verfestigungs- 
kurve erhalt. 


1 Unter der Annahme, daB bei den KOCHENDORFERSchen Versuchen eine homo- 
gene Schubspannung wirkt, was sicher nicht ganz richtig ist (vgl. W. T..READ, 
Disk. Symp. Mellon Inst. Pittsburgh 1950, S. 111). 

2 KOCHENDORFER: l.c. 

* LANGE? [icy 

; 4 HaaseEn, P.: Diplomarbeit Géttingen 1951. — Haasen, P., u. G. LEIBFRIED: 
_ Z. Metallkde. (im Druck). 


_Géttingen, Institut fiir theoretische Physik. 
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Entwicklung einer einheitlichen Feldtheorie 
begriindet auf die Finslersche Geometrie. 


Von 


J. I. HorvAtH und A. Moor. 


(Eingegangen am 16. November 1951.) 


Nachdem wir in der Einleitung zwischen den Feldtheorien im engeren und weiteren 
Sinne einen Unterschied gemacht hatten und die ErnstErnschen Forderungen be- 
ziiglich der einheitlichen Feldtheorien besprochen hatten, formulierten wir in § 1 
die Grundlagen der FrnsLERschen Geometrie, die wir der entwickelten Theorie 
zugrunde gelegt haben. § 2 enthalt eine Ubersicht iiber die Weltlinien der geladenen 
Massenpunkte, bzw. der Extremalen der Geometrie. Dann haben wir in § 3 den 
mathematischen Apparat der Relativitatstheorie auf Linienelementraume tber- 
tragen. Endlich wurden in § 4 die Feldgleichungen von einem Variationsprinzip 
abgeleitet. 


Die feldtheoretischen Untersuchungen, die seit der begeisternden 
Farapayschen Idee eine der wichtigsten und brauchbarsten Anschau- 
ungsformen der modernen Physik geliefert haben, sind in den zwei letzten 
Jahrzehnten in eine entscheidende Entwicklungsperiode getreten. Um 
das Wesen der Probleme, die zu den Schwierigkeiten der Feldtheorie 
gefiihrt haben, iibersichtlich formulieren zu kénnen, scheint es fiir uns 
vor allem zweckmaBig zu sein, eine, im allgemeinen nicht tibliche Unter- 
scheidung zu machen. 

Die Feldtheorie, wie sie am konsequentesten zuerst in der FARADAY- 
MaxweEttschen Theorie des Elektromagnetismus und spater in der rela- 
tivistischen Minkowskischen Elektrodynamik, bzw. in der LORENTZz- 
schen Elektronentheorie aufgetreten ist, richtete sich auf die Lésung 
der Aufgabe, die Elementargesetze fiir die momentan in die Ferne wir- 
kenden Krafte durch kontinuierlich in Ort und Zeit variierende Zustands- 
groBen zu ersetzen um die Nahewirkung und die endliche Ausbreitung der 
physikalischen Wirkungen beriicksichtigen zu k6nnen. Um diese Haupt- 
aufgabe zu lésen und zu einfachen allgemeingiiltigen Gesetzen zu kommen, 
muBte man die Differentialgleichungen aufsuchen, denen die Zustands- 
groBen des ,,Feldes“‘ gentigen sollen. Das Feld hat in diesem Sinne nur 
eine abstrakte Bedeutung, ohne daB man dafiir irgendeine in geometri- 
scher Hinsicht anschauliche Erklarung angeben kénnte. Die neuartigen 
Feldtheorien in ihrer klassischen (nicht-quantisierten) Form, die in der 
Physik der Atomkerne und der Elementarteilchen eine Rolle spielen, 
sind durch unmittelbare Verallgemeinerung dieser Theorien entstanden, 
nur haben ihre Feldgleichungen entsprechend den auf verschiedenartige 


Entwicklung einer einheitlichen Feldtheorie. 545 


Weise vorausgesetzten Wechselwirkungen eine andere Gestalt und ihre 
Feldpotentiale anderen Transformationscharakter. Das Weltkontinuum, 
in welchem die durch das Feld gekennzeichneten physikalischen Phano- 
mene abspielen, ist die vierdimensionale flache Raum-Zeitmannigfaltig- 
keit, die eine pseudoeuklidische Metrik hat, und in welcher die Feld- 
potentiale bzw. die Feldstarken durch Vierervektoren bzw. Tensoren 
zweiter Stufe dargestellt sind. Endlich haben wir zu bemerken, daB die 
Feldgré8en vom gruppentheoretischen Standpunkt aus kovariant der 
LorENTz-Transformation gegeniiber sind. Nun wollen wir diese Feld- 
theorien im folgenden als Feldtheorien im weiteren Sinne bezeichnen. 

Hingegen, werden wir als Feldtheorie im engeren Sinne diejenigen Feld- 
theorien benennen, die der urspriinglichen R1EMANNschen Idee gemaiB 
die physikalischen Wirkungen des Fithrungsfeldes unmittelbar durch die 
geometrische Struktur des Raumes feststellen. Ein wohlbekanntes Bei- 
spiel fiir eine Feldtheorie dieser Art liefert die allgemeine Relativitats- 
theorie von EINSTEIN. 

Seit der Erysterinschen Entdeckung hat die Feldthe orie im engeren 
Sinne sich zum Ziele gesteckt, alle physikalischen Wirkungen, deren 
Feldtheorien im weiteren Sinne schon ausgearbeitet sind, durch die 
geometrische Struktur der Welt, in welcher sich die Naturerscheinungen 
abspielen, darzustellen. Diese Untersuchungen, die man in das Gebiet 
, der einheitlichen Feldtheorie‘‘ einzureihen pflegt, sind auch noch heute 
nicht in zufriedenstellender Weise abgeschlossen. Die Schwierigkeiten, 
die im Falle der Gravitation und des Elektromagnetismus schon seit 
mehr als 30 Jahren von héchstem Interesse sind, k6nnen wir damit er- 
klaren, daB es fiir die Elektrodynamik noch keine die Anforderungen 
befriedigende Feldtheorie im engeren Sinne gibt. Die Untersuchungen, 
die sich mit diesem Problem beschaftigt haben, die also fiir sich die Frage 
gestellt haben ob es nicht méglich sei, das elektromagnetische Feld ebenso 
wie das Gravitationsfeld als Anderung der geometrischen Struktur des 
Weltkontinuums zu verstehen, haben das Resultat erzielt, daB der vier- 
dimensionale RIEMANNsche Raum, welcher der allgemeinen Relativitats- 
theorie zugrunde liegt, fiir eine derartige Interpretation jedenfalls keinen 
Platz. hat. Wenn man nadmlich die Kriimmung des Raumes fir das 
Gravitationsfeld beansprucht, hat die RrEMANNsche Geometrie kein geo- 
metrisches Objekt, das fiir die Darstellung der elektromagnetischen Wir- 
kung durch ein elektromagnetisches Fithrungsfeld geeignet ware. Um 
das Grundproblem der einheitlichen Feldtheorie lésen zu k6nnen, ist 


also notwendig, das Weltkontinuum als eine Mannigfaltigkeit von all- 


gemeinerer Struktur als der RieEMANNsche Raum aufzufassen. 


Der gemeinsame Grundgedanke aller einheitlichen Feldtheorien ist, — 


daB das Fiihrungsfeld der Gravitation durch die gewohnliche vierdimen- 
sionale RrEMANNsche Geometrie dargestellt wird und die Abweichung 


——— 
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von diesem Raum durch das elektromagnetische Feld festgestellt ist. 
Wenn wir nach der wohlbekannten Pionierarbeit von H. Weyl den Gang 
der Entwicklung, ohne daB wir nach Vollstandigkeit streben, kurz an- 
deuten wollen, so kénnen die allbekannten einheitlichen Feldtheorien im 
wesentlichen in drei Kategorien eingereiht werden. In der ersten Kate- 
gorie faBt man diejenigen Theorien zusammen, die durch irgendeine 
Affin-Verallgemeinerung des vierdimensionalen RIEMANNschen Raumes 
entstanden sind. In die zweite Kategorie werden diejenigen Unter- 
suchungen eingeordnet, deren geometrische Grundlage die vierdimensio- 
nale projektive Geometrie ist. Endlich gehéren in die dritte Kategorie 
die fiinfdimensionalen Theorien. 

Ohne daB wir jetzt uns mit allen diesen interessanten Theorien ein- 
gehender beschaftigen wollten, werden. wir tiber die Forderungen, die 
von EINSTEIN der einheitlichen Feldtheorien gegeniiber erhoben wurden, 
kurz berichten!. 

Nachdem wir die Transformationsgruppe angegeben haben, die in 
den meisten Fallen eine Gruppe der vierdimensionalen (bzw. fiinfdimen- 
sionalen), nicht-singularen, kontinuierlichen, affinen (bzw. projektiven) 
Koordinatentransformationen ist, welcher gegeniiber die geometrische- 
Objekte bzw. die Natursaétze beschreibenden physikalischen GréBen 
invariant sein miissen, haben wir die einheitliche Feldtheorie so zu kon- 
struieren, daB sie in dieser Gruppe kovariant sei; weiterhin mu8 den 
beiden folgenden Bedingungen Geniige geleistet werden: 

a) Die Theorte soll auf einheitliche Weise kovariant sein. Darunter 
ist zu verstehen, daB die physikalischen GréBen, die: dem Gravitations-- 
feld, bzw. dem elektromagnetischen Feld entsprechen, sich bei den 
Transformationen der angegebenen Gruppe nicht unabhangig vonein- 
ander transformieren lassen. 

b) Die LAGRANGEsche Funktion des Variationsproblems, aus welcher 
die Feldgleichungen abgeleitet werden sollen, darf nicht in invariante 
Bestandteile zerfallen. 

Diesen beiden Bedingungen, welche die natiirliche Verallgemeine- 
rungen von jenen sind, die bei der Uniformisierung des elektrischen und 
magnetischen Feldes zu einer einheitlichen relativistischen Theorie des 
Elektromagnetismus fiihrten, kénnen nicht alle Theorien vollkommen 
geniigen. Besonders die Erfiillung der ersten Bedingung bietet ein 
schwieriges Problem. 

Im folgenden werden wir eine einheitliche Feldtheorie entwickeln, 
deren geometrische Basis der FINSLERsche Raum — eine metrische 
Verallgemeinerung des vierdimensionalen RIEMANNschen Raumes — 
ist, und der den obigen Bedingungen weitgehend geniigt. Diese Theorie, 
wie wir es bald sehen werden, hat den Vorteil, da8 sie einerseits durch die 


1 Ernstein, A.: Ann. Math. 46, 578 (1945). 
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Methoden, die sich schon bei der RIEMANNschen Geometrie brauchbar 
gezeigt haben, verallgemeinerungsfahig ist, um weitere Felder (Meson- 
felder) in Betracht ziehen zu kénnen; anderseits glauben wir, daB sie 
sich der urspriinglichen ErnstErnschen Idee weitgehender anpassen laBt. 


§ 1. Geometrische Grundlagen. 
1.1. Die Grundformeln der allgemeinen Linienelementraume. 

Zur Verallgemeinerung des RIEMANNschen Raumes geht man! von 
einem #-dimensionalen, auf die Koordinaten x‘ (i= 1,2,...,) bezogenen 
Punktraum 3, aus. Die Erweiterung l4Bt sich dadurch erzielen, daB 
zu jedem Punkt samtliche hindurchgehende orientierte Richtungen «! 
(t=1, 2, ..., m) hinzugenommen werden. Fiir die x’ ist selbstverstiandlich 
nur ihr Verhaltnis von Bedeutung. Der so erweiterte Raum, deren 
Grundelement durch? (x, x) bestimmt ist, kann man als einen (27 —1)- 
dimensionalen Linienelementraum St* betrachten. 

In diesem Raum werden als Tensoren diejenigen Funktionensysteme 
A;;_*!-: der Linienelemente (x, %) bezeichnet, die sich bei einer Koor- 
dinatentransformation 


zi = xi(x1,..., x"), 
‘; Ox. 
*; - 
x = x 
ox 


folgenderweise transformieren: 


Soggh ath ok? rf cis AF Oe by 
7 tery eee ax aq aus ae 


Wenn £'(x, x) einen kontravarianten Tensor erster Ordnung, also 
einen kontravarianten Vektor, bedeutet, wird die Ubertragung von dem 
Linienelement (x, x) zum Nachbarlinienelement («+ dx, x+ dx) durch 


DE = dF + CE de + Ty dx (1.1) 
gegeben, wo die Koeffizienten C,‘, und J’,'; den Affinenzusammenhang 
des Raumes bestimmen®. Den Operator D bezeichnet man als die inva- 
riante Ableitung. Die Formel (1.1) gibt das invariante Differential des 
Vektors &. 


Die GréBen C,‘; und J',‘; bestimmen die wesentlichen charakteri- 
sierenden Objekte des Raumes, welche fiir eine Feldtheorie von Bedeu- 


1 Cartan, E.: Les Espaces de Finsler (Actualités scientifiques et industrielles. 


79. Paris. 1934). — VarGa, O.: Publ. Math. Debrecen 1, 7 (1949). Im yes 


werden wir diese Arbeit als [1] zitieren. 
2 Unter (x, 4) verstehen wir im folgenden die Linienelemente (x4, x*) Ties 1, 


eh M8) P ; ; 7 
3 Bekannterweise sind die C,'; Tensoren, und fiir das Transformationsgesetz 


der I,'; vgl: O. Varea [1]. ae i 
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tung sind. Wahrend ein Punktraum durch den RreMANNschen Kriim- 
mungstensor gekennzeichnet werden kann, hat der eben eingefiihrte 3t* 
zur Charakterisierung des Raumes neben dem Kriimmungstensor 


ee ole fs OL rd Y De GPa Ol y's ae 
ae ia ax’ LY ee rs (4.2) 
el tpl 8G OT tT PP OLS Oy rs 
noch die beiden Tensoren 
Cu O's = Pia Bee ,)e (1.3) 


die Torsionstensoren des }i* genannt werden. Es lassen sich die in den 
Gl. (1.2) und (1.3) eingefiihrten GréBen durch C,', bzw. I*,'; in folgen- 
der Weise ausdriicken: 


G=T,',x%*, (1.4a) 
on ‘ , act 
Gi = —., Gir = Gem 2 —, (1.4b) 
Ox Ox 
[* 5, = le Cs. G;, (1.4c) 
i def i sk i i ip Pe 
Ox.rs = Ok.rs X = G74 — Gs) Gy G; + Gs G, “ (1.4d) 


Je nachdem Symmetriebedingungen, die die GréBen C,",, I',', und 

*,", befriedigen, hat der R* verschiedenartige geometrische Strukturen. 

Unter diesen Raumen sind auch diejenigen, die die unmittelbaren Ver- 
allgemeinerungen der von E. SCHRODINGER! behandelten Mi, sind. 

Mit Riicksicht darauf, daB im ¥* die J’,', mit den C,‘, gemeinsam, 
die den Affinenzusammenhang bestimmenden Funktionen sind, treten 
zu den Symmetriebedingungen von J’,';noch weitere von C,‘, bzw. I'*;'; 
auf, die eine gréBere Mannigfaltigkeit der Méglichkeiten in der Struktur 
des Raumes zulassen. 

Im folgenden werden wir nur diejenigen Felder eingehender unter- 
suchen, zu denen die GréBen J’,'; und C,', des korrespondierenden Ke 
von einem metrischen Grundtensor ableitbar sind. 


1.2. Fundamentaltensoren des metrischen Re. 


Die metrischen Raéume unter den §* sind bekanntlich die sog. 
FInsteRschen Raéume?. Das Quadrat des Bogenelementes ist durch 


ds* = g,,(x, x) dx'dx* ne RS 


1 SCHRODINGER, E.: Proc. Roy. Irish Acad. 51, 205 (1948). 

* Finscer, P.: Uber Kurven und Flichen in allgemeinen Raumen. Diss. Gét- 
tingen 1918. — Cartan, E.: 1.c. — VarGa, O.: Comm. Math. Helv. 19, 367 (1946/47). 
Mh. Math. Phys. 50, 165 (1941). Diese Abhandlungen werden als [2] bzw. [3] zitiert. 
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festgelegt, wo der metrische Grundtensor g,,(x, ¥) aus einer Fundamen- 
talfunktion &(x%, x) in der Form! 


8rs =F (M)ey (1.6) 


entsteht. Die Funktion &(x, x) soll in den x homogen 1-ter Dimension, 
g,; aber wegen (1.6) homogen 0-ter Dimension sein. Wegen der EULER- 
schen Relation ist 

U2 = gy, x! x. (1.7) 


Die GrundgréBen des Raumes sind: 


a) Der Einheitsvektor /, der dieselbe Richtung wie sein Linienelement 
besitzt, dessen kontravarianten, bzw. kovarianten Komponenten 


— 
Ae 


ar 


it = ew bzw. b; = Ri) (1.8) 
sind. 
b) Der Torsiontensor ; 
Asin 9 Cina (1.9) 
wo : 
Caim = ¥8eilin) = (LP) kim) (1.10) 
bedeutet. 
c) Die Funktionen, die die Extremalen des Raumes bestimmen, sind: 
oer) j 3 D peat ai: s aah hey Es 
Gp =4{(@) en — (wh, ect aatelt) 
i are Ge, gee Ae) 


Die in der Gl. (1.4a) eingefiihrten_ GréBen Gi er im apes a 
wie man, sich leicht Rbermrugsn kann?, = ere 
ie we 


Se iach iene Sah pS et Sk Sours oT A (1.43) 
emeritus gael Tad ao 
er eas Site an Haigh ——" ae : Se *" : a, (1.14) 
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e). Unter den Kriimmungstensoren des FINSLERschen Raumes hat 
fiir uns insbesondere der RIEMANNsche Kriimmungstensor k;,',, eine 
Bedeutung. R,’,, stimmt mit dem in der Gl. (1.2) gegebenen Tensor @,"',, 
formal iiberein, nur steht statt Gi, des affinen Raumes die in (4.41) und 
(1.12) angegebene G} und statt C,',0,?,, der Tensor A,’, R,?,,, wo 


PM ES Bp de i (1.17) 
ist. 
Weitere Torsionstensoren des Raumes sind 
Sijen=Ajr. Asin—Ajn. Asiz (1.18) 
und 
Plan =2I* 6x) —Va Aen + Aisi Anal (1.19) 
[fiir V, vgl. (1.24)]. 
f) Wie in der allgemeinen Relativitatstheorie iiblich, definieren wir 
auch im FINSLERschen Raum den Tensor: 


Riz —= Noe , 
von dem die Invariante 
R= gFRiy 
abgeleitet wird. 
In allgemeinen affinenzusammenhangenden Linienelementraumen hat 


O. VARGA! den Tensor 
i def i i Pp - 
Lens = Oh.rs—Ch.p Ox.rs 


als Hauptkriimmungstensor der affinenzusammenhangenden Mannig- 
faltigkeit eingefiihrt. Im folgenden werden wir gleich sehen, daB auch 
im FInsLERschen Raum bei der Bildung des Kriimmungsskalars statt 
des RremAnnschen Kriimmungstensors R,',, der H auptkriimmungstensor 


Hose Ra ep Aye Reon (1.20) 
benutzt werden kann. 


Es ist némlich wegen der Schiefsymmetrie von R,',, in den In- 
dizes y und s 


g'* Ai’, Rigs =a rey Rushey =0 , 
also wegen (1.20) die Invariante 
R=" Hy (4.21) 


die wir im folgenden als Hauptkriimmungsinvariante des Raumes be- 
zeichnen wollen, mit R identisch. 


1 VarGa, O.: [1]. 
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Bei der Bildung von R kann man also statt des Tensors R,',, auch 
den verjiingten Hauptkriimmungstensor H,°,, beniitzen, deshalb 
wollen wir 

> def Ss 
Rix : res, (1.22) 
oder in expliziter Form 


Rix = (FF i) — (U8) Gs — (L* 535) 4) + (LP 528)g) Ga + 
. + I%*;*, Yee ba Dig, 


als EINSTEIN-Riccischen Kriimmungstensor unseres Raumes bezeichnen!. 
g) Jetzt haben wir auch die kovariante Ableitung der Tensoren noch 
anzugeben. Es sei z.B. T;*,, ein gemischter Tensor dritter Stufe, dann ist 


igo) tG wey Gils Tonle ee Te hs 


Auch in den allgemeinen metrischen Linienelementraumen besteht 
die wohlbekannte Identitat: 


V;g'*=0. (1.25) 


§ 2. Uber die Weltlinien der angegebenen allgemeinen Feldtheorie. 
2.1. Geoddtische Linien. ; 

Befindet sich ein geladener Massenpunkt in irgendeinen Bewegungs- 
zuastand im vierdimensionalen Raum-Zeitkontinuum, das in unserem Fall 
ein FINsLERscher Raum ist, so kann seine Bahn in gewohnter Weise als 
Weltlinie bezeichnet werden. Wir betrachten aber jetzt den Raum als 
eine vierdimensionale metrische Punktmannigfaltigkeit, deren metri- 
scher Grundtensor g;, jedoch nicht nur von dem Orte, sondern auch von 
der Richtung abhangig ist?. Die Gleichungen der Weltlinien kann man 


in der Form 
gaan (Ph + (2a) 


angeben. Wenn die Bogenlange als Parameter gewahlt wird (f=s), so 


hat man 
f=x und @=¢;,h=1. 


, Die tatsachliche Bewegung eines Kérpers kommt durch den Kampf 
zweier Einwirkungen zustande, des Fiihrungsfeldes, das die Weltrich- 
tung des Kérpers von Moment zu Moment ibertragt, und der Kraft, 
die den K6rper aus dieser natiirlichen Bewegung ablenkt‘’*. In der all- 
gemeinen Relativitatstheorie pflegt man die Gravitationskrafte, die die 
Bewegung des Kérpers determinieren, durch die Struktur des Fuhrungs- 


1 Es soll beachtet werden, da8 R;, nur in der Rremannschen Geometrie in ihren 
Indizes i und & symmetrisch ist. (Vgl. Cartan, l.c. Gl. XXIII.) 


2 CarTAN, E.: 1. c. Varaa, O.: [3]. 
3 Wey, H.: Raum, Zeit, Materie, S. 220. Berlin: Springer 1923. 
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feldes bestimmen. Wirken auf einen Massenpunkt nur Gravitations- 
krafte, dann ist seine Bahn eine geodatische Linie des Raumes, der in 
diesem Fall ein RrEMANNscher Raum ist. 

Jetzt wollen wir auch die Einwirkung des elektromagnetischen Feldes 
durch EinfluB der Struktur des Raumes in Betracht ziehen. Wenn auBer 
den Gravitationskraften auf den geladenen Massenpunkt nur noch 
elektromagnetische Krafte einwirken, so wird seine Bahn in dem Fih- 
rungsfeld eine Extremale eines FINSLERschen Raumes sein. Das metri- 
sche Feld ist das Potential des Fiihrungsfeldes, das im-behandelten Fall 
die Vereinigung des elektromagnetischen- und Gravitationsfeldes ist. 
Die strukturelle Abweichung dieses Raumes von der RIEMANNschen 
Geometrie, also die Raumtorsion, wird durch die elektromagnetischen 
Potentiale bestimmt sein. 

Die Extremalen des FInsLERschen Raumes, die bei uns also die Welt- 
linien eines Inertialbewegung ausfiihrenden Massenpunktes sind, werden 
durch die Variation des Integrals 


PLUls, es) 
abgeleitet. 
Die Bogenlange auf einer Weltlinie (2.1) zwischen den Parameter- 
werten /, und #, ist durch die Formel 


si [ 8 (nF) at (2.2) 


gegeben. Aus physikalischen Griinden ist es zweckmaBig statt der Bo- 
genlange s die Eigenzeit t durch die Gleichung 


4 
tS 
c 


einzufiihren, die mit der Bogenlange identisch ist, wenn man, wie wir 
im folgenden stets annehmen wollen, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
des Lichtes als Einheit wahlt. 

Fiir die Extremalen ist 


ty ty 
bf ds bf Q(xpz)dt=0 
i ‘5 
und die Differentialgleichungen der Extremalen lauten: 
a2 x4 i ax ‘ 


2.2. Die metrische Grundform und der Nullkegel. 


Wie in der allgemeinen Relativitatstheorie gelten auch bei uns ganz 
analoge Unterschiede zwischen der Geometrie des positiv definiten und — 


Entwicklung einer einheitlichen Feldtheorie, DDo 


des indefiniten Bogenelementes des FINsLERschen Raumes!. Fiir die, 
von einem Punkt P)(x)) ausgehenden, geodatischen Linien kénnen die 
Bedingungen 


£in(m 2) AE 0 (24a) 

Btive> dx adx* 

Sin(%, %) 5 <0 (2.4b) 
ol git ae 

Lisa (gar ipa a 


bestehen. Die Richtungen x‘=dx'/dt, die in P, die Gl. (2.4a), (2.4b) 
bzw. (2.4c) erfiillen, nennt man zeitartig, raumartig bzw. Nullrichtungen. 
Im Grenzfall, wenn kein elektromagnetisches- und Gravitationsfeld vor- 
handen ist, geht unser Raum in einen pseudoeuklidischen Raum mit 
dem Bogenelement 


ds* = (d x°)? — (d x1)? — (d x?)? — (d x8)? 
tiber. 

Durch diese Einteilung der Raum-Zeitwelt werden die zulassigen 
Punkttransformationen des FINSLERschen Raumes beschrankt?. Die 
zulassigen Koordinatentransformationen sollen namlich die raumartigen 
bzw. die zeitartigen Richtungen stets in ebensolche iberfiihren. 

Um das Bogenelement (1.5) in das Bogenelement des pseudoeuklidi- 
schen Raumes iiberfiihren zu kénnen, miissen die folgenden Relationen 
erfiillt werden ?: 


leu §iu &12 sey 
. 800-9; &1~<0, i ee > 0, 801 822 8o3/<0- 
erin: leat &32 §33 


Die Gesamtheit der geodatischen Nullinien, die also (2.4c) geniigen, 
liegen auf einem ,,Kegelmantel“ der als Nullkegel bezeichnet wird. Fiir 
die Linien des Nullkegels kann die Bogenlange (2.2) nicht als Parameter 
gewahlt werden. 

Offensichtlich sind die Gl. (2.3) fiir die durch (2.4c) gekennzeichneten 
Nullinien wegen des Verschwindens des Parameters* unbrauchbar. Um 
die geoditischen Linien auch auf dem Nullkegel definieren zu konnen, 
werden wir ihre wohlbekannte andere Definition beniitzen, nach der die 


1 Pavitt, W.: Relativitatstheorie (Encyklopedie der Math. Wiss.), Bd. V. 2, §22: 


‘Leipzig: J. B. Teubner 1922. 

2 Hirgert, D.: Grundlagen der Physik. II. Mitt. Géttinger Nachr. Math.- 
phys. Kl. 1917, 53. > 
3 SzrtE, T.: Publ. Math. Debrecen 1, 189 (1950). 

4 Siehe die Gl. (2.2), (1.7) und (2.4c). 
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geoditische Linie eine Kurve ist, die ihre Richtung stets beibehalt. Das 
bedeutet analytisch wegen 


Cie = 05 (2.4) 
daBt 
D (dx*\ _. dtx* pada” ae nls 2.5) 
ds ee } vin se | Pea Fe Gi 0. ( 


Man kann leicht verifizieren, daB die Gl. (2.5) mit (2.3) identisch sind?. 
Wir definieren nach Pau? die geodatische Nullinie folgenderweise: 
Eine geodatische Nullinie ist eine Kurve fiir die ein Kurvenparameter ¢ 
existiert, derart, daB die Differentialgleichungen 


a2 x i . dx* dx! 
t+ Tiils, 1) = = 0 (2.6a) 
erfiillt werden und . 
N (meer) 20) (2.6b) 


ist. Ist kein elektromagnetisches Feld vorhanden, so gehen unsere Be- 
dingungen (2.6) und (2.4c), in die von PAULI gegebenen tiber, die in der 
RiEMANNschen Geometrie angegeben sind. 


2.3. Der oskulierende RIEMANNsche Raum. 

Jetzt wollen wir noch auf einen im folgenden wichtigen Begriff hin- 
weisen, der damit zusammenhangt, daB es zwar unméglich ist, das ganze 
elektromagnetische- und Gravitationsfeld eines geladenen Massenpunktes 
im ganzen Weltkontinuum auf einmal durch stetige Transformationen 
, wegzutransformieren“, doch kénnen wir in einer hinreichend kleinen 
Umgebung eines Weltpunktes des Raum-Zeitkontinuums stets ein Sy- 
stem angeben, in welchem das Fiihrungsfeld verschwindet. Es ist wohl- 
bekannt, wie man das im Falle des RIEMANNschen Raumes durchfiihren 
kann. Wir wollen uns noch darauf berufen, daB eine ahnliche Beziehung 
auch zwischen der RIEMANNschen und FINsLERschen Geometrie vorliegt. 

Zu jeder stetig differenzierbaren Folge von Linienelementen 

| x* = x (#); | (2.7a) 
Rie Ab) (2.7b) 
1aBt sich ein sog. oskulierender Rrz:MANNscher Raum mit folgenden Eigen- 
schaften zuordnen:, . 

a) Der metrische Grundtensor y,,(x) des oskulierenden Raumes sei 

mit dem des FinsLtEerschen Raumes identisch. 


b) Die geodatischen Linien der beiden Raume sollen einander osku- 
lieren. 


1 VarGa, O.: [1]. 
® Vgl. die Gl. (2.4), (1.11), (1.14) und (4.15). 
3 Viel. PADLE ls icy 
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c) Das invariante Differential eines Vektors E'(x, x) sei in beiden 
Raumen identisch. 

Zur Konstruktion des oskulierenden RrEMANNschen Raumes erwei- 
tern wir das Feld der Linienelemente (2.7) itber die Kurve (2.7a), was 
in folgender Weise ausgefiihrt werden kann: Wir legen durch jedes Ele- 
ment (x, x) der Folge (2.7) je eine Extremale des FINsLeRschen Raumes, 
die dann in ihrer Gesamtheit eine einparametrige Schar bilden. Wir 
betten diese in eine Schar von Extremalen, die einen gewissen Punkt- 
bereich B schlicht bedeckt. Jetzt kann man zu jedem Punkte x‘ von % 
eindeutig eine Richtung, namlich die Richtung des Tangentenvektors 
der Extremale, : 

YOSHI RX) (2.8) 
zuordnen. Wir wollen noch annehmen, daB die Linienelemente so ge- 
wahlt sind, daB sie mit den Ableitungen der Extremalen nach der Bogen- 
lange ubereinstimmen: 


a(t Sir (x (h))s (2.9) 
Durch das Einsetzen von y' in g;,(x, x) erhalten wir einen Tensor 
Vir (*) = Bin(%,7(%)), (2.10) 


den wir zum metrischen Grundtensor des oskulierenden RIEMANNschen 
Raumes wahlen. 

Es ist leicht zu erweisen, daB der oskulierende RIEMANNsche Raum 
bei dieser Konstruktion die unter a), b) bzw. c) angegebenen Eigenschaf- 
ten hat?. 

Wir wollen noch auf zwei weitere Eigenschaften des oskulierenden 
Raumes hinweisen: 

d) Die kovarianten Ableitungen der Tensoren sind langs (2.7) in den 
beiden Raumen identisch. 

e) Der RreMANNsche Kriimmungstensor des oskulierenden Raumes 
stimmt langs (2.7) mit dem Hauptkriimmungstensor des FINSLERschen 
Raumes iiberein. 

Um d) und e) zu beweisen, brauchen wir noch zu bemerken, daB die 
Vektoren des Feldes (2.8), deren Angriffspunkte sich auf (2.7a) befinden, 
im oskulierenden Raum parallel sind; es ist also 


Fy 0). 
rs) a ag po OF (2.11 a) 
wo die re, die CuRIsTOFFELschen Symbole der y,, bedeuten. Eine 
langere Rechnung zeigt, daB sich (2.11a) in die Form 
rn) = — Gk (2.41) 
bringen 1aBt?. 


1 Varca, O.: [3]. — Publ. Math. Debrecen 1, 116 (1949). 
2 VarGA, O.: [3]. 
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Berechnen wir nun lings. (2.7) die kovariante Ableitung eines Vektors 
E'(«, *) in dem oskulierenden Rremannschen Raum: 


(0) ; 5 (0) A 
Ve & = [E'(x,7(*))]y + Lis € (2.12) 
Nun sieht man unmittelbar, daB wegen (2.10) 
a Oe, l ’ 
Dy pt = 3 Be) 1 Spr(ay — Sar(pys Ms 
1 88nd weedy ste Ob b In ary owt Nn OBR I ge 
aera Peden aa ae OE 1 (2.43) 
4 : 
= 7 Bk bd) # Zp1(ny — Sal(pyt 7% Cros Gi nad Cots Gi + Cart G, 
a ey, J 
und F ; erate. 
[E(x 7 (x) = & — & Ge (2.14) 


ist. Durch Einsetzen von (2.13) und (2.14) in (2.12) wird langs (2.7) 


(0) 
V, é — V;, & : , 
w. z. b. w. 
Um noch auch e) zu beweisen, beachten wir, daB der RIEMANNsche 
Kriimmungstensor 
(0) . det (0) | {0) 5 (0) ¢ (0); {0) . (0) | 
Reni Ly ny — Lyi tLe Ls Lal sk 
ist. Nach (2.9), (2.44) und (2.43) wird 
(0) . : 
Rjiat = Aja1, (2.15) 
w. z. b. w. 

Jetzt wollen wir zuletzt die Bemerkung hinzufiigen, daB auch die 
geodatischen Nullinien der beiden Raume einander oskulieren, was aus. 
der Identitat (2.13) und aus den Gleichungen der geodatischen Null- 
linien (2.8) der beiden Geometrie direkt folgt. 


2.4. Die Grundidee der angegebenen Theorte. 


Nach diesen allgemeinen Vorbereitungen wollen wir die Grundidee 
unserer Untersuchungen heuristisch folgenderweise zusammenfassen. 

Befindet sich ein geladener Massenpunkt unter der Einwirkung eines. 
Fiihrungsfeldes in irgendeinem Bewegungszustand, so ist seine Bahn 
im vierdimensionalen _Raum-Zeitkontinuum durch seine Weltlinie an- 
gegeben. Wollen wir gema8 der allgemeinen Feldtheorie im engeren 
Sinne, das Fiihrungsfeld durch die geometrische Struktur des Raumes. 
zum Ausdruck bringen und ist das Fiihrungsfeld ein reines Gravitations- 
feld, so 14Bt sich immer ein geeigneter RrEMANNscher Raum derart kon- 
struieren, daB die angegebene Weltlinie des Massenpunktes eben eine 
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geodatische Linie der Geometrie sei. Ist aber neben das Gravitationsfeld 
auch ein elektromagnetisches Feld vorhanden, so wird schon der RIE- 
MANNsche Raum nicht geniigen um die physikalischen Eigenschaften des 
Raumes zum Ausdruck zu bringen. Man kann in diesem Falle jedoch 
eine allgemeinere Geometrie — ndmlich die FINsLERsche — beniitzen, 
der dazu geeignet ist, dieses vereinigte Fiihrungsfeld zu beschreiben. 

Ist die Weltlinie des geladenen Massenpunktes im RrEMANNschen 
Raum vorgegeben, dann kénnen wir von den Mannigfaltigkeiten der 
méglichen FINSLERschen Raume diejenigen auswahlen, von deren geo- 
datischen Linien eine eben mit der angegebenen Weltlinie tibereinstimmt. 


Damit fiihrt der geladene Massenpunkt in diesen Raumen eine Inertial- 
bewegung aus. 


§ 3. Infinitesimale Koordinatetransformationen 
und Variationssatze im FINSLERschen Raum. 


Nachdem wir gesehen haben, wie das Fiihrungsfeld mit der Metrik 
des Weltkontinuums zusammenhangt, haben wir die Frage zu unter- 
suchen wie die Metrik von den Massen und von den Ladungen, welche 
das Fihrungsfeld erzeugen, beeinfluBt wird. Von den Gleichungen, 
die den Zusammenhang zwischen dem Fiihrungsfeld und.der Struktur 
des Raumes angeben, mu8 natiirlich vor allem verlangt werden, daB 
sie allgemein kovariant sein sollen. Um jedoch zu einer eindeutigen 
Festlegung dieser Feldgleichungen zu gelangen, wollen wir diese, wie 
das in den Feldtheorien iiblich ist, aus emem Variationsprinzip herleiten. 
Um dieses Programm zu verwirklichen, sollen in diesem Paragraphen 
einige mathematischen Vorbereitungen, wie der Begriff des InhaltmaBes, 
die Analysis der Tensordichten, weiter, infinitesimale Transformationen, 
Variationsmethoden und verschiedene ii in der Theorie angewandten Iden- 
titaten, besprochen werden. 


3.1. Begriff des Inhalismafes im FINSLERschen Raum. 


Da die Frnstersche Geometrie gemaB der Theorie CARTANs als 
Linienelementmannigfaltigkeit aufgefaBt werden kann, hat das Inhalts- 
maB von einem Teilgebiet des Raumes im gewodhnlichen Sinne keine 
Bedeutung. Das hangt damit zusammen, da das Inhaltsma8 im ge- 
wohnlichen Sinne ein fiir Punktmannigfaltigkeiten definierter Begriff ist. 
Im FinsteErschen Raum hat ein integrables — aus Punkten bestehendes — 
Gebiet nur in bezug auf ein ausgezeichnetes Richtungsfeld ein Inhaltsma8?. 

Es ist also ein. Richtungsfeld durch die Gleichungen 


a= 7 (x) ee . (3.4) 


1 VarGa, O.: Proc. Kon. nederl. Akad. Wetensch. 52, 368 (1949). Im oe 
werden wir diese Arbeit als [4] bezeichnen. 
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ausgezeichnet ; somit kann man das InhaltsmaB eines Gebietes V in bezug 
auf (3.1) durch das Integral 


fV—elar(m) dx (3.2) 
V 


festlegen, wo dx die Abkiirzung von 


dx=dxdxdxdx* 
und 


g det |g;,(x, %) 


bedeutet. Wegen der Transformationsformel von |/— g ist nadmlich (3.2) 
eine das MaB des Gebietes V charakterisierende Invariante}!. 


3.2. Tensordichten und thre Analysis. 


Ist das Integral (3.1) 
[wird 
langs (3.1) ein Tensor zweiter Stufe, so nennt man mit WEYL* YW** eine 
Tensordichte zweiter Stufe. Eine solche entsteht, indem ein gewohn- 
licher Tensor mit \-g multipliziert wird. Die Tensordichten nullter 
Stufe, die im folgenden eine ausgezeichnete Rolle spielen werden, sind 
die Skalarendichten. : 

Die Algebra der Tensordichten bringt auch im FINSLERschen Raum 
keine Neuigkeiten mit sich, doch gibt es gewisse Unterschiede in ihrer 
Analysis, denn die Komponenten der Tensoren und Tensordichten han- 
gen jetzt vom Linienelement (x, «) ab. 

Um die Divergenz einer Tensordichte definieren zu kénnen, werden 
wir nach WEYL® von einem stationaren Vektorfeld 


nt = ni (x, x), (3.3) 
das also per definitionem der Bedingung 
Pan! = ny — ng) Cr+ Pra 7! = 0 (3.4) 


geniigt, ausgehen. Bedeutet ,* eime gemischte Tensordichte*, dann 
wird 
a? = yi," ni 


1 Um in einem allgemeinen affinzusammenhangenden Linienelementraum das 
InhaltsmaB definieren zu kénnen, hat man es eine Funktion gq mit dem Transfor- 
mationscharakter von /- g zu konstruieren. (Siehe Varca, O.: [4].) 

2 WeyL, H.: l.c. S. 110. 

SO Wii blasedac peSvt td. 

4; soll in ¢ und & symmetrisch sein. 


Entwicklung einer einheitlichen Feldtheorie. 9059 


eine Vektordichte sein, deren Divergenz folgenderweise definiert werden 
kann: 


‘ lef k 
Did a =.a(y . (3.5) 


(3.5) laBt sich nach (3.4) explizit auf die Form 
Otay = (Mie ay —L8ie Ue hy’ + 1? Gh ni. (3.6) 
bringen!. 
Fir spezielle Anwendungen scheint es zweckmaBig zu sein, unsere 
Formel (3.6) gewissermaBen umzuformen. 


Durch eine einfache Rechnung ergibt sich 


r*7,7' U = {4 &sk (i) — Con Gh} 4 US 

und 

a) = = 1.) () —4F&sk(r qs _- Cees Gi 1} 9” es ns) Gi a," (3.7) 
Nach Uberschiebung der Gl. ce mit x*, kann man wegen? 

Fs, if = G; 
die Identitat 
Grn = — Tw + iy GE (3.8) 

aufschreiben. Nach (3.7), (3.8) und (1.10) wird in Hinsicht auf die Ho- 
mogenitat zweiten Grades von G’ 


ate = {U4 —$2s2%) a*} x —4 ge NG) ts 4 [esi G Ji) Wri). (3.9) 


Durch analoge Rechnungen ergibt sich, daB fiir einen mit Hilfe eines 
kovarianten stationaren Vektorfeldes 


UE (%, x) 


definierten 
= ott? Ni 
die Divergenz folgender Weise definiert werden kann: 
ate) = {ray pre a” nit Gi wn; () (3.10) 
oder 


ae) = {Gy =" fae” gsr (4) — C's CA yeaa nit Gh UP ns) sort) 


Unsere Formeln (3.9), (3.10) und (3.11) gehen in der RIEMANNschen 
Geometrie in die wohlbekannten Ausdriicke der Divergenz iiber?, doch 


1 Diese Formel gilt auch in dem allgemeinen affinzusammenhangenden Linien- 
elementraum. 

2 Vel. noch (1.4a), (1.13), (1.4c) und beachte die Symmetrie der I%,; in den 
Indizes i und j. 

3 Vgl. Pauti: l.c. Formeln (149) und (150). 
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fiir die Anwendungen wird es niitzlicher sein, diejenigen stationaren 
Vektorfelder in Betracht ziehen, die allein vom Orte abhangig sind, um 
die Divergenz der beriicksichtigten Tensordichte von dem Vektorfeld n? 
(oder 7;) unabhangig zu machen. Dazu beniitzen wir ein stationares 


Vektorfeld see 
ay fi = E(x) (3.12) 
dessen analytische Definition nach (3.4) durch 
Te f= Ey +T*)'2" =0 


gegeben ist. Zur Konstruktion eines solchen Vektorfeldes (3.12) kann 
man z.B. dasjenige Verfahren beniitzen, die zur Bildung des oskulieren- 
den RrEMANNschen Raumes fiihrt?. 

Mit Hilfe des stationdren Vektorfeldes (3.12) werden die Formeln 
der Divergenz statt (3.6) bzw. (3.7) und (3.10) bzw. (3.11) durch 


Div a= aly = Div, A- E * Div’ W- &; (3.13) 
mit? 
Din, WSU", —*, We = Uw teawme +e Gu B44) 
bzw. mit toy def gtk 7 rk 
Did WW iy HL W. (3.45) 


gegeben und man kann die Formel (3.13) mit (3.12) auch in der wichtigen 
Form k Rs) st Rs pr ot 

A(R) = = {U4 y—dgce Ue SE —d gory WU. EWx , (3.16) 
k 


O(a) = {Aj ‘pth Wace ole +4 Wes Bs) Ey # (3.17) 


oder 


schreiben ®. 

Dem eben angegebenen Begriff betreffs der Divergenz der Tensor- 
dichten kénnen wir dieselbe physikalische Bedeutung hinzufiigen wie 
WEYL im Falle der allgemeinen Relativitatstheorie?. 


3.38. Variationsmethoden. 


Um unsere Variationsprinzipien formulieren zu kénnen ist es zweck- 
maBig infinitesimale Koordinatentransformationen zu beniitzen. Diese 
Methode, die in der RIEMANNschen Geometrie auch bei Pautt® durch- 
gefiihrt ist, hat den Vorteil, da8 man dadurch gewisse charakteristische 
Differentialgleichungen unmittelbar erhalten kann, welche durch die die 
geometrische Struktur des Fiihrungsfeldes kennzeichnenden GréBen 
erfiillt werden sollen. 


1 VarGA, O.: [3]. 

4 Vel, Paunt-1,.c. 1S-.609, 

3 Siehe Gl. (3.9). 

4 WEYL, H.: l.c. S. 110—117. 
SS DAUL Ie WiatnlCy 81235150168 


( 


scl ieiemmedin? 


ist. 
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Eine solche infinitesimale Koordinatentransformation wird auch in 
dem FINSLERschen Raum durch 


x = x + ¢ &(x) (3.18) 
festgelegt, wo e einen infinitesimalen Parameter bezeichnet. Diese 
Transformation kann anschaulich als eine verallgemeinerte infinitesimale 
GALILEIsche Transformation mit dem Geschwindigkeitsvektor £' inter- 
pretiert werden. 

Die Differenzen der gestrichenen und der ungestrichenen GréBen, 
werden wir nach Potenzen von e« entwickeln; das Glied in e erster Ord- 
nung wird als die Variation der betreffenden Gr6Be bezeichnet. 

Analytisch laBt sich diese Variation der Tensoren auf zwei ver- 
schiedenartige Weise durch folgende Formeln! 


OA‘ e... =A. (KX) Aen... (%, %) (3.19a) 
bzw. 
O*A™ y= Ag... (4%, %) — Ao... (%, *) (3.19b) 


angeben. 
Wie im RIEMANNschen Raum hat man fiir die Variation § auch im 
FINSLERschen Fall z.B. 


6A = ek A’, 6A;=—ekiyA, (3.20) 
bzw. 
O Asa = — € {E) Arn + Ey Air} - (3.21) 
Die Variation 6* hat im FinsLtERschen Raum, wegen der Abhangig- 
keit der GréBen von x‘, die folgende explizite Form 


6* Ai = —e{Ain fh —A' bi tAd en ® (3.22) 
bzw. 
0* Ain = — 8 {Ain & + Ark bly + Ais Ee) +Aie Foy Kate (3123) 


Die Formeln fiir die anderen Komponenten kann man leicht berechnen. 
In der Variationsrechnung pflegt man noch die Variation 


dA yi All, (BSA hae 4) (3.24) 


einzufiihren, die, wie man das einfach verifiziert, z.B. fiir Tensoren 


zweiter Stufe 
OAsn =e {Aina & + Aina) & ca 


Zwischen den so eingefiihrten 6-Symbolen besteht die folgende wich- 


tige Relation -- | > 
6=6—6*. ant (3.25) 


1 Bei Pautt ist die Variation 6 mit 6 bezeichnet. 
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Fiir Skalaren wird 
6 = — 6* 
sein. 
Jetzt wollen wir noch die folgenden Formeln angeben, die man ele- 
mentarer Weise berechnet: 


6V—g=—4)-¢ 8,68" 
bzw. 


5 g'* = /—g (dg? —h2,,8°* g"}- (3.26) 
3.4. Die verallgemeinerte PALATINIsche Identitat. 
Wohlbekannterweise spielt die Identitat von PALATINI bei der Her- 
leitung der Feldgleichungen der allgemeinen Relativitatstheorie aus 
einem Variationsprinzip eine wichtige Rolle. Auch fiir uns erméglicht 
die Verallgemeinerung dieser Identitat eine Vereinfachung. 


Um die verallgemeinerte PALATINIsche Identitat herleiten zu konnen, 
bilden wir die Variation des EINSTEIN-Riccischen Tensors (1.23): 


ORin = (615.4) () — (OL: 4) Gs + (OL * i'n) Drs — (OL *y a) Dis — 
— (6P*;7,) P*5,— (OL * i.) + (OL *es) i) Ge + (3.27) 
+ (6D * 73) P¥itn — (Pica) Gq) (OC) + Lis) (OC) WH - 

Fiir das Transformationsgesetz von /™,*, hat man! 


=a oR <a j 
px, Gi ZORA OX 


ne cries *,! 
ax” ax’ ax 


kj 


‘ (3.28) 


es ist also /’*,“, kein Tensor, trotzdem wird aber, wie man das leicht 
verifiziert, d6/*,*, ein gemischter Tensor dritter Ordnung sein. Somit 


kann die Gl. (3.27) nach Definition (1.24) der kovarianten Ableitung in 
der Form 


bRin= Vi (OL) Ve (8P*i5) — (P45) (BC + | (3.29) 
+ (Dis) (OG) iy 
geschrieben werden. Die Gl. (3.29) ist die gesuchte Verallgemeinerung 
der Identitat von PALATINI?. 

Die beiden letzten Glieder in der Gl. (3.29) erschweren die iibliche 
Anwendung der PaLatinischen Identitat. Dazu kommt noch, daB die 
Umwandlung der ersten Glieder mit Hilfe des Gaussschen Satzes in ein 
Flachenintegral, wegen der speziellen Form der kovarianten Ableitung — 
in FINsLERschen Raéumen, weitere stérende Glieder liefert, die Ablei- 
tungen nach x! enthalten. 


1 VarGA, O.: [4], Gl. (1.17). 


2 Vel. z.B. BERGMANN, P. G.: Introdution to the Theory of Relativity, S. 192. 
New York: Prentice-Hall, Inc. 1947. 
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Wenn wir aber die PALATrNIsche Identitit langs einer Linienelement- 
folge (3.1) mit den Bedingungen (2.9) und (2.11) beniitzen, vereinfacht 
sich die PALaTrNische Identitat. Es ist namlich in der Gl. (3.27) nach 
(2.9) und (2.11) 


n s S Te S AY eS er re 8 a es 
(OL; e)(s) — (OL*s-a) Gg) Go — (P* ia) OG, = [OD* a (x, ¥ (%)) lis) = (OL G. 2) 5) 
und in ahnlicher Weise 


(6L'*; sia +7 (6L'* 5°.) (5) Gi rT (6L'*;:5)¢) 0 Gh a pina : 


Wir haben also langs (3.1) mit den erwahnten Bedingungen statt (3.29): 


SRA VOY, Ore (3.30) 


Damit haben wir den Zusammenhang der Paratinischen Identitat des 
FINSLERschen Raumes mit der des oskulierenden RIEMANNschen Rau- 
mes angegeben. 


3.9. Identitdten. 

Es ist wohlbekannt, daB die Brancuischen Identitaten in der all- 
gemeinen Relativitatstheorie und in den modernen einheitlichen Feld- 
theorien eine ausgezeichnete Rolle spielen. Man kann namlich von ihnen 
diejenigen Identitaten ableiten, die die Erhaltungssatze der Materie 
ausdriicken. Auch im FINSLERschen Raum lassen sich von den verall- 
gemeinerten Brancuischen Identitaten wichtige Formeln ableiten, die 
die unmittelbaren Verallgemeinerungen der relativistischen Erhaltungs- 
satze sind. 

Es bestehen die Identitatent: 


V, Risen t Ve Rigni t Vi Rijir=Mijnns, (3.34) 


wo 
Maan = PjnmRantt+ BijumRe int PiimRa rn (3.32) 


ist, die die verallgemeinerten BraNcuischen Identitaéten darstellen. 
Wegen der Schiefsymmetrie des Tensors R;;,, in den Indizes (7, 7) 
und (k, h) wird aus (3.31) 
[ Rien —VYRi pa — Vi Rjita = Mises 
und nach Uberschiebung mit g/” g'* wird 
ViR-2%Ri=e"e* Mian = Mi 
oder 
Vi(Ri—4 61 R) =—4M,. (3.33) 
. ISCARTANS Lic Ly ch Se 372 
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M,, wie man das sofort ‘feststellen kann, verschwindet identisch im 
RrEMANNschen Raum. Damit ist die verlangte Verallgemeinerung er- 
reicht. Auf den physikalischen Inhalt dieser Identitat wollen wir anders- 
mal noch zuriickkommen. 


§ 4. Herleitung der Feldgleichungen. 
4.1. Allgemeine Betrachtungen. 


Um die Feldgleichungen, die die unmittelbaren Verallgemeinerungen 
der E1nstTErNschen Gravitationsgleichungen sind, herleiten zu kénnen, 
wollen wir jetzt das Variationsprinzip der Feldtheorie mit Riicksicht auf 
§ 2.3 und § 3.1 folgenderweise formulieren. Bilden wir langs eines Rich- 
tungsfeldes 

x == 74 (x) (4.4) 
das invariante Integral 


isa) hes, (4.2) 


wo %t die durch die Gl. (1.21) definierte Hauptkriimmungsinvarianten- 
dichte ist. 


In der allgemeinen Relativitatstheorie werden die Feldgleichungen 
durch das Verschwinden der Variation von (4.2) abgeleitet und damit 
erhalt man fiir den ganzen Raum die Feldgleichungen. Offensichtlich 
liegt im FinsLerschen Raum eine andere Situation vor. Die Feldglei- 
chungen, die man durch das Verschwinden von 6 unmittelbar herleiten 
kénnte, waren nur in bezug auf das Richtungsfeld (4.1) definiert. 

Um die Feldgleichungen fiir den ganzen Raum zu erweitern, fordern 
wir, daB 

a) im Raum ein absoluter Parallelismus der Linienelemente existiere ; 
[somit kénnen die Gl. (2.11) langs jeder zu den Linienelementfolgen 
gehorigen Extremalen erfiillt werden], 


b) daB die Tensorrelationen, die man als Feldgleichungen erhalt, 
langs jeder Linienelementfolgen (3.1) des FINSLERschen Raumes bestehen, 


c) daB in bezug auf jede Linienelementfolge (3.1) die Feldgleichungen 
des FInstERschen Raumes mit der des langs (3.1) oskulierenden R1r- 
MANNschen Raumes tibereinstimmen!. 


Fiir die Bestimmung der Wirkung des elektromagnetischen Feldes 
auf die geometrische Struktur des Raumes haben wir noch 


d) eine Tensorrelation anzugeben, die dem FinsLeRschen Raum einen _ 
speziellen Charakter gibt. 


1 Es 148t sich namlich einfach beweisen, daB diese Fortsetzung unabhangig 
von der Wahl des oskulierenden Rimmannschen Raumes ist. Zu dieser Bemerkung 
vel. O. VarGA [3]. 
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4.2. Erste Gruppe der Feldgleichungen. 
Nach diesem allgemeinen Vorbereitungen bilden wir nun die Varia- 
tion des Integrals! (4.2): 
OI =f R,,dg'*dx+ fgi* dR, dx. (4.3) 


Wir beweisen jetzt mit Hilfe der verallgemeinerten PALaTrnischen 
Identitat, daB das zweite Integral verschwindet. Es wird namlich nach 
den Gl. (3.27), (2.15) und (3.29) in Hinsicht auf die Forderung b): 


(0) 
OR; ,= OR;,- (4.4) 
Nach Uberschiebung mit g‘* erhalten wir wegen (1.25) mit der Abkiirzung 
5 def i x s is 49) 
PS OTF 29 Gree (4.5) 
daB 
Br OR, = Vit" (4.6) 


ist. Da im oskulierenden RrEMANNschen Raum wohlbekannterweise 


VT? =—— Ti (4.7) 
! . Y= y 
ist, (y=det |y,,|), wird nun 


OR: = To), (4.8) 


damit verschwindet — nach dem Gaussschen Satz — das zweite Integral, 

wenn wir, wie iiblich, annehmen wollen, da8 die Variation von g;, und 

ihren Ableitungen am Rande des Integrationsgebietes gleich Null sei. 
Es ist dann nach (3.26) 


61 =f {Rin hers Hy dgi*dx=0. 


Unsere Feldgleichungen sind also im langs (4.1) oskulierenden Raum 
fiir das Vakuum : 
(0) ‘ (0) 
Riz — 48, = 0 (4.9) 
und nach den Forderungen b) und c) werden die Feldgleichungen im 
FINSLERschen Raum ; 
Ri,— 3 Sie = 0 (4.10) 
sein. 
Um auch die Bedingung a) zu erfiillen, miissen wir noch fordern, 
daB in dem Raum 
Renn = 0 (4.11) 
nei, 
1 Beachte (2.10). 
2 VarGA, O.: [2], § 4. 
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4.3. Die zweite Gruppe der Feldgleichungen. 


Um auch die Bedingung 4d) erfiillen zu kénnen, haben wir diejenigen 
Tensorrelationen anzugeben, die den speziellen Charakter des FINSLER- 
schen Raumes bestimmen. Wir wollen diesen Charakter des Raumes 
durch die Potentiale des elektromagnetischen Feldes kennzeichnen. 
Diese Relation kénnen wir natiirlich nicht von einem Variationsprinzip 
ableiten, da das elektromagnetische Feld die Abhangigkeit der Grund- 
groéBen des Raumes von den x‘ beeinfluBt, die durch Variation eines 
invarianten Raumintegrals (in dem gewohnlichen Sinne) nicht fest- 
gelegt werden kann. 

Gliicklicherweise miissen wir — wenn wir diese Gruppe der Feld- 
gleichungen nach unserer in 2.3. formulierten Grundidee festsetzen 
wollen — die Torsion des Raumes in Betracht ziehen; somit haben wir 
nur eine Relation fiir den Torsionstensor A;,, anzugeben. Da nun A;,, 
ein in seinen Indizes 7, k, h symmetrischer Tensor ist, miissen wir von 
den bekannten elektromagnetischen Feldtensoren einen in seinen Indizes 
symmetrischen Tensor dritter Stufe bilden um diesen mit 4;,, identi- 
fizieren zu kénnen. Der Energie-Spannungstensor des elektromagneti- 
schen Feldes S;, ist ein symmetrischer Tensor, von dem wir den Tensor 
dritter Stufe 

Via, + Vi Sent Ve Spas (4.12) 


ableiten, der den erwiinschten Symmetriecharakter hat; somit kann 
man diesen Tensor mit A,,, identifizieren!. 

Die elektromagnetischen Feldtensoren, die von den bekannten Feld- 
theorien geliefert wurden, sind selbstverstandlich nur von den x* ab- 
hangig, weil diese Theorien auf Punktraume begriindet sind. Wir sollen 
also erst diese Tensoren in den FINSLERschen Raum iibertragen. 

Wenn das Fithrungsfeld des elektromagnetischen Feldes durch seine 
Potentiale 


D; = @; (x) 


schon bestimmt ist, dann bilden wir daraus — wie man es zu tun pflegt — 
die Tensoren 


. BiH ho Vv, Oy (4.13) 
mit : 
V,@' = 0 (4.14) 
und i ; 
def r 1s 
Sue [Birk — 4 eal Fet, (4-15) 


wo nattirlich unter V der kovariante Differentialoperator der FINSLER- 
schen Geometrie zu verstehen ist 2. 


* HorvAtu, J. 1.: Phys. Rev. 80, 904 (1950). 


2 Es ist zu beachten, da8 F;, wegen der Definition (1.24) der kovarianten Ab- 
leitung auch von # abhangig ist. 
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Die Tensoren F;, und S;, sollen den Relationen 
KB = 405; (4.16a) 
und 
S;=0 (4.16b) 


gentigen, die die unmittelbaren Verallgemeinerungen der entsprechenden 
Relationen der relativistischen MAXWELL-LORENTzschen Theorien sind, 
wo s;=s,(x) den Vektor der Stromdichte bedeutet. Natiirlich kann man 
die Gl. (4.16) auch als die verallgemeinerten Feldgleichungen des elektro- 
magnetischen Feldes betrachten. 

Nach diesen Vorbereitungen vermégen wir um die geometrische 
Struktur des Raumes durch das elektromagnetische Fithrungsfeld voll- 
standig zu bestimmen, den Torsionstensor mit (4.12) identifizieren: 


Ainn=—3V, Sia Viren Shits (4.17) 


Die Gl. (4.17) zusammen mit (4.14) und (4.16) bilden die zweite Gruppe 
unserer Feldgleichungen. 


4.4. Das volistindige System der Feldgleichungen fiir Vakuum 
und die metrische Fundamentalform des Raumes. 
Nun wollen wir die’ in den vorigen Abschnitten angegebenen Feld- 
gleichungen fiir das Vakuum zusammenstellen: 


Ri,—38inR =O, (4.18 a) 
Reins =0, (4.18b) 
KF; =0, (4.18c) 
VD =0, (4.184) 
ey (4.18e) 
Ajgn = —4 (i, Sig + Vi Sen + Ve Said - (4.18 f) 
Die Gl. (4.18a) zerfallen in zwei Gruppen: 
Po rere 
und 
Ri,=0, 


wo R;, den symmetrischen und Rip den schiefsymmetrischen Anteil des 
Tensors R;, bedeutet. 

Wegen der Symmetrieeigenschaften des Tensors A;,, und der Schief- 
symmetrie des Tensors R,?,, in den Indizesy und s geben die Feld- 
gleichungen (4.18) 66 Differentialgleichungen an. 
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Nehmen wir nun die Fundamentalform der FINSLERschen Geometrie 
in der Gestalt! 


ay sk sl sm\2 
*] 
AG SP MAA. ) 


Q(x, x) = | ee ee. (4.19) 


an, wo die in allen ihren Indizes symmetrischen Tensoren 4; ;,), bzw. 0,, 
nur von x‘ abhangen. Natiirlich miissen wir annehmen, daB & fiir keine 
Richtung *' unendlich wird. 


Falls der Nenner die 6-te Potenz einer linearen Form 
(= = o, i 
ist und der Zahler die Gestalt 
#9 (ci, a8 34)? 
hat, dann wird die Grundform (4.19) eine RIEMANNsche Geometrie mit 


dem. metrischen Grundtensor c;, bestimmen. 
In anderen Fallen wollen wir annehmen, daB 


net ae 
eine positiv-definite quadratische Form ist. 


Die, Feldgleichungen geben Differentialgleichungen fiir die Kompo- 
nenten der Tensoren a;;,;,, und 6,,. Der Tensor a;;,;,, hat 56 und der 
Tensor 6,, 10 Komponenten, somit stimmt die Zahl der Gl. (4.18) mit 
der Unbekannten itiberein. 


4.5. Bemerkungen zu den Feldgleichungen. 

' a) In den Gl. (4.18) kommt in expliziter Form zum Ausdruck, daB 
die zwei wesentlichen FundamentalgréBen der Geometrie durch das 
vereinigte elektromagnetische- und Gravitationsfeld bestimmt sind. Es 
ist dabei bemerkenswert, da8 wahrend im Riemannschen Raum R,, 
allein von dem Gravitationsfeld abhangt, liefert im FINsLERschen Raum 
auch das elektromagnetische Feld einen Beitrag zu R;,. Das zeigt sich 
einerseits in dem Auftreten von R;, (der im RrEMANNschen Raum iden- 


tisch verschwindet), andererseits in der Abhangigkeit des verallgemei- 
nerten EINSTEIN-Riccischen Tensors von den x‘; was bedeutet, daB das 
Feld auf keine Art in seine Bestandteile zerfallt. 


b) Die geladenen Massenpunkte, die sich unter der Einwirkung des 
elektromagnetischen- und Gravitationsfeldes bewegen, fiihren im Frns- 
LERschen Raum, wie wir darauf in 2.3. hingewiesen haben, eine Inertial- 
bewegung aus. Ihre Weltlinien sind also geodatische Linien- (2.3) des 


1 WEGENER, J. M.: Wetens. Amsterdam. Proc. 38, 949 (1935). — Moor, A.: 
Comm. Math. Helv. 24, 188 (1950). DORR 
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Raumes, deren Differentialgleichungen, somit die Bewegungsgleichungen 
des Massenpunktes, bestimmen, die nach 2.7. durch die Variation von 
(4.17) ableitbar sind?. 
c) Der Tensor A;*, der gewissermaBen die g etrische Strukt 
A;", der gewissermaBen die geometrische Struktur des 
Raumes bestimmt?, hat bei uns eine konkrete physikalische Bedeutung. 
Das ergibt sich sofort, wenn wir die Gl. (4.18f) mit g*” iiberschieben. Es 
wird namlich nach (4.18e) 


A;=4Ain=—h Si", (4.20) 


wo 4A; offensichtlich die LorENtzsche Kraftdichte angibt®. 

d) Ist im Ausdruck (4.19) des Bogenelementes der Zahler durch den 
Nenner teilbar, dann reduziert sich &, wie wir das schon gezeigt haben, 
auf eine Form 

Si ee ae 


die evident eine RIEMANNsche Geometrie bestimmt, deren metrischer 
Grundtensor eben c;,(x) ist. Das kommt nur im Falle 


Aizn =O 


d.h. wegen (4.17) in der Abwesenheit des elektromagnetischen Feldes 
_ vor. Ob das nur in der Abwesenheit des elektromagnetischen Feldes. 
vorkommt, kann man nicht mit Sicherheit feststellen. Es ist namlich 
nach (4.17) médglich, daB A;,,—=0 ist, ohne daB die S;, identisch ver- 
schwanden. Auch in diesem Falle geht aber die FINSLERsche Geometrie 
in die RrEMANNsche iiber und die angegebene einheitliche Theorie paBt 
sich vollkommen der E1nsteINnschen allgemeinen Relativitatstheorie an. 
Die Diskussion dieses Problems wird insbesonders in dem Falle des 
materie- und ladungserfiillten Raumes interessant sein. 

e) Endlich, ohne in Einzelheiten zu gehen, wollen wir bemerken, daB, 
wenn in dem Raum Stromdichte s;(x) existiert, die Gl. (4.16a) auf die 
mégliche Verallgemeinerung der fiir Vakuum angegebenen Feldgleichun- 
gen hinweist. Um auch das Vorhandensein der Materie zu berticksich- 
tigen, kénnen wir von der Identitat (3.32) ausgehen, doch wollen 
wir darauf andersmal zuriickkommen. 


SchluBbemerkungen. 


Zum SchluB wollen wir noch kurz besprechen, wie weit die entwickelte 
Theorie die in der Einleitung angefiihrten Bedingungen von EINSTEIN 


1 Wir verzichten auf die Beriicksichtigung der Wirkung des durch den bewegten 
geladenen Massenpunkt erregten elektromagnetischen Eigenfeldes. Diese Beriick- 
sichtigung ist bei der Ableitung der Feldgleichungen fiir nicht-leeren Raum ein 
viel wichtigeres Problem, als bei den Gravitationsfeldern. a 
2IGART AN Fac 1. Cs SH29- 

3 HorvATH, J. 1: lc. 
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und die von uns zum Ziele-gesteckten Aufgaben befriedigt ? Es 14Bt sich 
unmittelbar feststellen, daB sich die Feldgleichungen (4.18) der ersten 
Ersternschen Forderung vollkommen anpassen. Offensichtlich zerfallt 
die Invariante (1.21) auf keine Weise in mehrere invariante Bestandteile. 
Es ist also auch die zweite Bedingung erfiillt und, da8 wir bei der Her- 
leitung der zweiten Gruppe der Feldgleichungen weitere von dem Varia- 
tionsprinzip fremde Uberlegungen in Betracht ziehen muBten, hangt 
einerseits mit dem von dem RiEMANNschen Raum abweichenden inneren 
Charakter der FrnsLteRschen Geometrie und anderseits mit jener von 
uns gestellten Forderung zusammen, da8 wir nach der unmittelbaren 
Verallgemeinerung der Er1nstTEINschen Gravitationstheorie geforscht 
haben. Wenn wir diese letzte Forderung nicht beriicksichtigt hatten, 
und hatten wir nicht eine, die unveranderte ErnstErNsche Theorie ent- 
haltende Verallgemeinerung entwickeln wollen, dann hatten wir das 
Variationsprinzip auch eine andere Invariante begriinden kénnen, die 
noch enger das elektromagnetische- und Gravitationsfeld zusammen- 
gefaBt hatte. Doch wollen wir uns mit dieser Méglichkeit jetzt nicht 
beschaftigen. 


Herrn Prof. Dr. O. VARGA sprechen wir fiir wertvolle Diskussionen 
unseren herzlichen Dank aus. 


Debrecen, Institut fiir Theoretische Physik der Universitat. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 131, S. 571—602 (1952). 


Die Formulierung der Erhaltungssitze 
der Energie und des Impulses 
in der allgemeinen Relativititstheorie. 


Von 


Max KOouLer, Braunschweig. 
(Eingegangen am 6. November 1951.) 


Ausgehend von der Beschreibung eines Gravitationsfeldes durch die Angabe zweier 
MaSbestimmungen auf der analytischen Raum—Zeit-Mannigfaltigkeit, gelingt eine 
tensorielle Definition der Komponenten der eigentlichen Gravitationsfelder. Die 
Tragheitskrafte werden durch Affintensoren dargestellt. Die 2. Ma8bestimmung 
entspricht dem ungekriimmten metrischen Untergrund. Der Teil II behandelt die 
eindeutige Bestimmung beider MaBbestimmungen aus der Massenverteilung. Dies 
gelingt durch Einfiihrung gewisser Zusatzbedingungen, die schon in der EINSTEIN- 
schen Integrationstheorie fiir schwache Felder Verwendung fanden. Im Teil III 
erfolgt die Formulierung der Erhaltungssatze und die Definition eines im schwachen 
Felde symmetrischen Energieimpulstensors des Gravitationsfeldes. Es existieren 
integrale Erhaltungssatze der Energie und des Impulses in beliebigen Raum- 
bereichen. Fiir die Gravitationsenergie folgt der Satz von der Tragheit der Energie. 
Im statischen Felde ist die Energiedichte stets positiv und die Komponenten des 
Spannungstensors sind analog zu den Komponenten des MAXWELLschen Spannungs- 
tensors gebaut, nur mit anderem Vorzeichen. 


Einleitung. 

Die relativistische Schwerkrafttheorie EINSTEINs ist wohl eine der 
groBten Leistungen der modernen theoretischen Physik. Ihren wesent- 
lichen Kern bilden die ErnstEtnschen Feldgleichungen, welche die vier- 
dimensionale Raumkriimmung auf die Wirkung der Materie zuriick- 
fiihren. Thr klassisches Vorbild sind in einem gewissen Umfang die Max- 
weELtschen Gleichungen des elektromagnetischen Feldes. Hinsichtlich 
ihrer Konsequenzen iibertrifft sie aber in einem prinzipiell wesentlichen 
Punkt ihr klassisches Vorbild, indem sie auch die gesamte Dynamik des 
Massenpunktes enthalt. In einem anderen wesentlichen Punkt weicht 
die bisherige Form der E1nstE1nschen Theorie jedoch entschieden von 
der MAxweEttischen Theorie ab, indem sie keine tensorielle Form der 
Erhaltungssatze der Energie und des Impulses kennt. Der eigentliche 
Energieimpulssatz driickt sich nimlich nach EINnsTEIN! durch die Glei- 
chungen aus: 


Sangh HAO. (9 31,3.574% (1) 


OXm 


1 Ernstern, A.: Ann. Phys. 49, 769 (1916). 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 131. 38 
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wo die 7,” die Komponenten des Materietensors und ¢;" die Komponenten 
des Pseudotensors des Gravitationsfeldes sind. Da die GréBen ¢;’ keine 
Tensoreigenschaft besitzen, so ]aBt sich auf diese Weise keine dem 
elektromagnetischen Felde analoge Formulierung der Erhaltungssatze 
geben. Dieser Mangel wurde friihzeitig erkannt. Wie von SCHRO- 
DINGER! gezeigt wurde, kann man im AuBenraum einer Fliissigkeitskugel 
solche Koordinaten einfiihren, daB alle ¢”’ (m,n =1, 2, 3, 4) verschwinden, 
obwohl doch hier ganz gewiB ein reales Schwerefeld vorliegt. Weiter 
hat BAUER? nachgewiesen, daB man durch bloBe Koordinatentransfor- 
mation in einer ungekriimmten vierdimensionalen Mannigfaltigkeit ge- 
wisse von Null verschiedene #’ erzeugen kann. Diese Ergebnisse sind 
mit Riicksicht auf die fehlende Tensoreigenschaft der t’ keineswegs 


m 


iiberraschend. Aus diesen Griinden hat man daher den ¢,” jegliche 
physikalische Bedeutung absprechen wollen. Wenig spater gelang jedoch 
EINSTEIN? der Nachweis, daB gewisse Raumintegrale allgemeinere (d.h. 
vom Bezugssystem unabhangige) Bedeutung haben. Es sind dies die 


Integrale: 
Lys f Ve (Gp dt) dx dxgday (w= 4525354), (2a) 


die den Bedingungen geniigen: 
= = 0. (2b) 


Diese Integrale tiber den Raumbereich eines materiellen Systems ver- 
halten sich gegeniiber Koordinatentransformationen wie die Kompo- 
nenten eines Vierervektors, aber nicht wie die Komponenten eines orts- 
gebundenen Vierervektors der RIEMANNschen Mannigfaltigkeit orts- 
abhangiger g;,, sondern wie die Komponenten eines Vierervektors der 
ungekrimmten Umgebung des felderregenden Systems, die auf ein 
karthesisches Koordinatensystem bezogen ist. Deformiert man das 
Koordinatensystem so, daB es in der Umgebung unverandert karthesisch 
bleibt, so werden die Integrale J,, von dieser Deformation nicht beriihrt. 
Sie sind also in diesem Sinne unabhangig von der Wahl des Koordi- 
natensystems im Bereich der felderregenden Massen. Man kann also 
mit einer gewissen Berechtigung z. B. das Integral I, mit der Feldenergie 
in Zusammenhang bringen. Vom physikalischen Standpunkte aus ist 
jedoch auch diese Formulierung der Erhaltungssitze noch nicht voll 
befriedigend, weil man bei der Berechnung von J, im raumlich Unend- 
lichen (in der Umgebung des Systems) die g;, der speziellen Relativitats- 
theorie voraussetzen mu8B, also eine immerhin sehr spezielle Wahl des 
Koordinatensystems. 


1 Scuropincer, E.:; Phys. Z. 19, 4 (1918). 
* Bauer, H.: Phys. Z. 19, 163 (19418). 
3 ErnstTeIn, A.: Berl. Sitzgsber. 1918, 448. 
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In engem Zusammenhange damit steht der Umstand, daB z.B. die 
Veldenergiedichte in den einzelnen Volumelementen, die proportional 
zu T;} + tj ist, nicht unabhingig ist von der oben erwahnten Deformation 
des Koordinatensystems. Dies ist auch dann z.B. der Fall, wenn jene 
Deformation nur die Maschen der drei raumlichen Koordinaten betrifft. 
Die Energie ist daher nicht lokalisierbar. Dieses Verhalten der Energie 
ist im Rahmen einer auf dem Boden klassischer Vorstellungen beruhen- 
den Theorie iiberraschend. Man wird so zu einer Energiekonzeption 
gefiihrt, welche der sonst in der Physik iiblichen, wonach die Energie 
materiellen Charakter hat, radikal entgegensteht. 


Eine weitere Eigenart der Gravitationsenergie besteht nach Ern- 
STEIN? darin, daB fiir sie allgemein der Satz von der Tragheit der Energie 
nicht mehr giiltig ist. Dieser Zug der Gravitationsenergie folgt aus der 
Unsymmetrie des Pseudotensors f¢ 


mn * 


Die sich bei dieser Sachlage aufdrangende Frage ist, ob diese Eigen- 
tiimlichkeiten der Gravitationsenergie ein Charakteristikum dieser spe- 
ziellen Energieform sind, oder ob die bisherige Formulierung des Energie- 
Impulserhaltungssatzes in der Gravitationstheorie durch eine andere er- 
setzt werden kann, in der diese Sonderstellung der Gravitationsenergie 
vermieden wird. Die folgenden Untersuchungen sollen den Nachweis 
fiihren, daB letzteres durch eine Umgestaltung der Theorie in der Tat 
méglich ist, ohne die wichtigsten Grundlagen der E1nsTEINschen Theorie 
zu verandern. 


I. Allgemeine Betrachtungen. 


§1. Die Konzeption zweter Mafbestimmungen zur Beschreibung 
eines Schwerefeldes. 


Die allgemeine Relativitatstheorie geht von der Annahme einer ab- 
strakten vierdimensionalen Mannigfaltigkeit aus, deren Punkte durch 
die 4 Weltkoordinaten %,, %2, %3, %, (GAUSSsche Parameter) bezeichnet 
werden. Den Punkten dieser Mannigfaltigkeit wird nun ein Linien- 
element: 


dst? =) g;,dx,dx, (3) 
i,k 
derart zugeordnet, daB ds? der Abstand zweier infinitesimal benachbarter 
Weltpunkte mit den Koordinaten x1, %2, %3, %4 und %+4%, %2.+4%, 
%_+dx3, %,+adx,ist. Der MaBtensor wird nun durch die Massen gemab 
den Ernsteinschen Feldgleichungen. bestimmt: 


Ri—4-R-}=—x- T} (tp Ret y2y 374) q (4) 


a EINSTEIN, Bee Pitys: Zat9,, 105 (1918). 3 a 
38* 
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Dabei ist x die E1nsTEINsche Gravitationskonstante: 
a= O70 CC® (4a) 


mit C als Newronscher Gravitationskonstanten, R? sind die gemischten 
Komponenten des Ernsternschen Kriimmungstensors, R die invariante 
Kriimmung und 6} der Einheitstensor. 

Nach EINSTEIN ist ein Gravitationsfeld durch den MaBtensor g;, 
festgelegt. In Verallgemeinerung dieser Auffassung betrachten wir ein 
Gravitationsfeld erst dann als vollstandig festgelegt, wenn 2 MaBtensoren 
bekannt sind. Wir ordnen jedem Weltpunkt der abstrakten Mannig- 
faltigkeit neben dem Linienelement (3) noch ein 2. Linienelement: 

dS* = 9) 8p 4%, dx, (5) 

i,k 

zut, Die Bedeutung dieses 2. Linienelementes (5) bestehe darin, daB es 
die Metrik angibt, die im Falle volliger Materiefreiheit giiltig ist. Nach 
den ErnsteEInschen Auffassungen, wonach die Materie die Kriimmung 
des Weltkontinuum hervorruft, wird man annehmen, daB das Linien- 
element (5) einer ungekriimmten Mannigfaltigkeit entspricht. Dafiir ist 
notwendig und hinreichend, daB die Beziehungen bestehen: 


K=O (4,0, = 4, 2,3,4)3 (6) 


wo die R7,; die Komponenten des RIEMANN-CHRISTOFFELschen Tensors 
4. Stufe des MaBtensors (5) sind. 

Zu dieser Auffassung kommt man, wenn man sich einen Raumbereich 
fernab von gravitierenden Massen vorstellt.» In guter Naherung kénnen 
wir dann annehmen, daB in einem solchen materiefreien Raumbereich 
die Raumkriimmung verschwindet. In diesen Raumbereich bringe man 
nun gravitierende Masse und versuche, ahnlich wie beim Grundproblem 
der Elektrostatik, das Gravitationsfeld dieser Massen zu finden. Als 
Randbedingung in groBem raumlichen Abstande 7 von den gravitierenden 
Massen (aber immer noch im betrachteten Raumbereich) wird man dann 
anzunehmen haben: 


him gin = Bir: (7) 


Das Grundproblem besteht nun in der Bestimmung der beiden MaB- 
bestimmungen (3) und (5) bei bekannter Materieverteilung unter den 
Randbedingungen (7). Um dieses Problem zu lésen werde angenommen, 
daB die 1. MaBbestimmung (3) den ErnsterNnschen Feldgleichungen (4) 
unterworfen sei. Es ist leicht einzusehen, daB jedoch die ErnstEInschen 

* Die Idee der Zuordnung zweier MaBbestimmungen zu einer analytischen 


Mannigfaltigkeit geht wohl auf Levi-Civita zuriick. Vgl. Levi-Civira, Der absolute 
Differentialkalkiil, S. 125ff. Berlin 1928. 
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Feldgleichungen nicht ausreichen, um beide MaBbestimmungen, die einer 
Materieverteilung entsprechen und sich auf dasselbe Koordinatensystem 
beziehen, festzulegen. Kennt man beide MaBtensoren in einem Koor- 
dinatensystem, so ist dies auch in beliebigen Koordinatensystemen der 
Fall, da beide sich infolge des Tensorcharakters simultan nach den 
Regeln der Transformation yon Tensorkomponenten 2. Stufe transfor- 
nieren beim Ubergang von einem Koordinatensystem zu einem anderen. 
Auch die Randbedingungen (7) sind wegen ihres kovarianten Charak- 
ters in allen in Frage kommenden Koordinatensystemen erfiillt, wenn 
diese in einem Bezugssystem gewiahrleistet sind. Um nun obige Be- 
hauptung einzusehen, gehe man von einem bekannten Linienelement g;, 
aus, das als Lésung der Ernsternschen Feldgleichungen einer bestimmten 
Materieverteilung entspricht. Das asymptotische Verhalten der g;, im 
raumlich Unendlichen bestimmt nun das 2. Linienelement der g;, noch 
nicht eindeutig. Jedes Linienelement, das durch eine beliebige Defor- 
mation des Koordinatensystems bei festgehaltenen asymptotischen 
g;,-Werten hervorgeht, kann nach dem bisherigen auch als zulassiger 
2;,;-MaBtensor dem MaBtensor g;, zugeordnet werden. Diese Willkir 
in der Zuordnung der beiden MaBbestimmungen (3) und (5) mége am 
Beispiel des zentralsymmetrischen, statischen Feldes naher erlautert 
werden. Das allgemeine zentralsymmetrische und statische Linienele- 
ment ist nach SCHWARZSCHILD von der Form: 


ds? = A(r)? -dr? +77 (d+ sin? -0dgy?) —V(r)?-dxi. (8a) 


_ Hierin sind A(r) und V (7) zwei beliebige-Funktionen von 7. Das zu- 
_ geordnete 2.Linienelement, das aus physikalischen Griinden ebenfalls 
zentralsymmetrisch und statisch ist, braucht als Linienelement einer 
ungekriimmten Mannigfaltigkeit nun nicht einfach von der Form zu sein: 


dst=drr+r?- (d+ sin?d- dg?) —dxt (8b) 


zu sein, sondern man kann statt 7 noch eine weitgehend beliebige Funk- 
tion von 7 als neue Variable 7 einfihren, wodurch dann das Linienelement 
(8b) die Form annimmt: 


d3* = 0'?- dr? + o(r)?- (dd? + sin? d- dg?) — dx}. (8c) 
Die Randbedingungen (7) verlangen dann allerdings: 
lim V=1, lim A =lim 9’(7) , lim.e=r. (8d) 


Bei gegebenem A (r) und V(r) geniigen noch unendlich viele g(r) den 

_ Randbedingungen (8d). Dies entspricht der oben erwahnten Willkir 
in der Zuordnung der beiden MaBtensoren. 

Da nach unserer Annahme ein Schwerefeld erst durch die Angabe 


beider MaBbestimmungen (3) und (5) physikalisch vollstandig festgelegt —__ 
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sein soll und hierzu nach: obigem die ErnsTEiNnschen Feldgleichungen 
nicht ausreichen, so muB noch ein in dieser Hinsicht erganzendes Ele- 
ment der Theorie aufgefunden werden. Dieses Kernproblem wird in 
Teil II behandelt. Bis auf weiteres setzen wir die Kenntnis beider MaB- 
bestimmungen voraus, ohne uns zundchst um deren Bestimmung zu 
kiimmern. 

Da die Randbedingungen (7) sich auf das raumlich Unendliche be- 
ziehen, so sind geschlossene Raume von der Betrachtung zunachst aus- 
geschlossen. Auf diese mit dem kosmologischen Problem eng zusammen- 
hangenden Fragen soll in einer spateren Abhandlung eingegangen werden. 


§ 2. Die physikalische Bedeutung der berden Maftensoren g;, und g;,. 

Die Bedeutung der g;,, T;*, R? usw. ist aus der E1nstTE1Nnschen Theorie 
bekannt, da wir ja die ErnsTEINschen Feldgleichungen in unveranderter 
Form iibernehmen. Die physikalische Bedeutung der Komponenten g;, 
der 2. Ma8bestimmung wird erst klar bei der Betrachtung der Dreizeiger- 
symbole der beiden MaBbestimmungen hervortreten. Vorher mége aber 
etwas weiter ausgeholt werden. Geht man vermittels einer Koordinaten- 
transformation von den Koordinaten x,, %), %3, ¥, zu den gestrichenen 
Koordinaten x,, %2, %3, x4 ttber, so transformieren sich die g;, und g;, 
als Tensorkomponenten simultan nach den Gleichungen: 


/ / 
Cie Ot pee Oe rent Xr 


yo Ox; “Oxy mm (Qos Om. *2mn- (9) 


m,n m,n 


Ox, 


Da 2 MaBtensoren zur Verfiigung stehen, so hat man 2 Méglichkeiten der 
Parallelverschiebung eines Vektors oder Tensors. Auch beim Herauf- 
oder Herunterziehen von Indizes von Tensoren mu8B man immer fest- 
legen, in bezug auf welches Linienelement dies geschehen soll. Beispiels- 
weise sind die gemischten Komponenten von g;, bezogen auf die MaB- 
bestimmung (3) bekanntlich die GréBen 6% (0 oder 1, je nachdem ob 
a= k oder 1=h): 
d= De gu. 
1 


Streng von diesem Tensor zu unterscheiden ist der gemischte Tensor: 
\2i = DB Bit. (10) 


Nun zur Berechnung der tiie Ve Tj, und I}, der beiden MaB- 
bestimmungen: 


Ogk; eee 08; 
——4 peoieae Lj 7 1 tk 
Ti a 8 Dias = 7 2d. g ( Ox; aero Ox; 


ORR; ae Oz; 
= uD vee a5 g'i( 1 i ©8ik 
ly, g tk, 7 — & Ox; grr ax; 5 
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Nun kann man leicht zeigen, daB die Differenzen: 
lop all . ; 
On = lL, — Dp (1, k,l = 4, 2, 3, 4) (14) 


die Komponenten eines gemischten Tensors 3. Stufe sind, der in den 
beiden unteren Indizes symmetrisch ist und daher allgemein 40 verschie- 
dene Komponenten haben kann. Um dies zu beweisen, betrachten wir 
einen beliebigen kovarianten Vektor mit den Komponenten P.. Seine 
kovariante Ableitung in bezug auf die MaBbestimmung (3) lautet be- 
kanntlich: 

DR= Ft —DTP, (12a) 

nik 


o xp — 


und diejenige in bezug auf die 2. MaBbestimmung: 


ass 9 Pp. = 
DePB= = — DT. (12b) 


OX, 


Bildet man die Differenz von (12a) und (12b): 


D,P—D,P=—) oie-F, (12c) 
1 L 


so steht links ein kovarianter Tensor 2. Stufe, da dies fiir die kovarianten 
Ableitungen bekanntlich der Fall ist. Folglich ist auch die rechte Seite 
von (12c) ein Tensor 2. Stufe. Da diese Gleichung fiir jeden beliebigen 
Vektor P giiltig ist, folgt nach den Regeln des Tensorkalkiils, daB die 
o!, die Komponenten eines gemischten Tensors 3. Stufe sind. 

Eine zu (12c) analoge Gleichung besteht auch fiir jeden kontra- 
varianten Vektor. Sie lautet: 


D, P'—DpP' = > bik’. (12d) 
l 


Analoge Beziehungen bestehen auch fiir Tensoren héherer Stufe. So fiir 
einen gemischten Tensor P)”: 
DEBS De Ph (ofl ok aePTYi (12) 


1 


Und schlieBlich fiir einen gemischten Tensor P/,,, 3. Stufe: 


Dz Pin — Dg Pan = > (Obj Pin — Chm Pin—Okn Pmj). (12) 

7 
Nun zur physikalischen Bedeutung der 2. MaBbestimmung. In der EIN- 
sTEINschen Theorie bilden bekanntlich die Dreizeigersymbole J), der 
4. MaBbestimmung die Rolle der Komponenten des Schwerefeldes. Sie 
sind aber keine Tensoren, sondern nur Affintensoren. Schreibt man nun 
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die Gl. (441) in der Form: 
Dh, =Tin t+ cin, (13) 


so erscheint das Dreizeigersymbol I°/, zerlegt in die Summe von einem 
tensoriellen Anteil 0}, und einem Anteil vom Charakter eines Affin- 
tensors [',. Es liegt hier nun nahe, die tensoriellen GréBen 9}, als die 
Komponenten des eigentlichen Schwerefeldes anzusehen. Dadurch ist 
dann eine tensorielle Formulierung des Schwerefeldes gewonnen. Der 
4. Anteil der rechten Seite von (13), die GréBen I),, wird durch Affin- 
tensoren dargestellt, ist daher in starkem MaBe von der speziellen Koor- 
dinatenwahl abhangig. Da die 2. MaBbestimmung einer ungekriimmten 
Mannigfaltigkeit entspricht, kann man immer solche Koordinatensysteme 
finden (karthesische), in denen alle Dreizeigersymbole I7, verschwinden. 
Man wird daher vermuten, daB die ['/, die Komponenten der durch die 
Wahl des Bezugssystems bedingten Tragheitskrafte sind. 


Sind beide MaBbestimmungen explizit bekannt, so kann man die 
soeben besprochene Trennung in eigentliche Schwerkraftkomponenten 
und Komponenten der Tragheitskrafte in eindeutiger Weise vornehmen. 

Ein spezielles Koordinatensystem, in dem die 2. MaBbestimmung die 
pseudoeuklidische Form annimmt, wo also: 


Gi. = 0 firs +k, 811 = 822 = 833 = 1, Bag = 1) (14) 
ist, werde in Zukunft ein Normalkoordinatensystem genannt. Es gibt 
unendlich viele solcher Systeme, da man durch eine LoRENTz-Transfor- 
mation stets zu einem anderen solchen System iibergehen kann. In Zu- 
kunft werden stets die auf ein Normalkoordinatensystem beziiglichen 
GréBen mit einem Stern versehen. In einem Normalkoordinatensystem 


sind die GréBen Jj, alle Null, und daher die ErnstErnschen Kompo- - 
nenten J}/, der Schwerkraft mit den tensoriellen GréBen o/, identisch. 


Die Auffassung der 9, als die eigentlichen Komponenten der Schwer- 
kraft wird durch folgende Uberlegungen gestiitzt. Im leeren Raum wer- 
den die beiden MaBbestimmungen miteinander identisch. Daher nach 
(14) die tensoriellen 9, simtlich Null. Dieses Verschwinden samtlicher 
e-GréBen findet in jedem Bezugssystem statt. Bei der EINsTEINschen 
Definition der Schwerkraftkomponenten entstehen selbst im vollstandig 
leeren Raum durch Koordinatentransformation nichtverschwindende 
Schwerkraftkomponenten. Es geniigt bekanntlich der Ubergang von 
gewohnlichen karthesischen Koordinaten im dreidimensionalen Strecken- 
raum zu Polarkoordinaten, um im leeren Raume gewisse von Null ver- 
schiedene Komponenten des Schwerefeldes zu erzeugen!. Nach unserer 


1 Laug, M. v.: Die Relativitatstheorie, 2. Aufl., Bd. 2, S. 165. Braunschweig 
1923... : 
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Auffassung sind die so entstehenden J}, keine Komponenten der Schwer- 
kraft, sondern der durch die Krummilinigkeit der Koordinaten bedingten 
Tragheitskrafte. 


Wie sich spater zeigen wird (Teil II),"ist es zweckmaBig, die Diffe- 
renzen der beiden MaBtensoren g;,—g,, als die eigentlichen Komponen- 
ten des tensoriellen Gravitationspotentials anzusehen. In der EINsTEIN- 
schen Theorie sah man die g,, als Gravitationspotentiale an. Unsere 
Formulierung hat gegeniiber der alteren den grundsatzlich bedeutungs- 
vollen Vorzug, da8 die Randbedingung im raumlich ,Unendlichen. sich 
nach (7) in kovarianter Weise durch das Verschwinden der Tensor- 
komponenten (g;,—g;,) formulieren 1aBt. 


$3. Das Bewegungsgesetz eines Massenpunktes im Schwerefeld. 


In der allgemeinen Relativitatstheorie ist die Weltlinie eines Massen- 
punktes im Schwerefeld bekanntlich eine geodatische Linie. Dieses 
Bewegungsgesetz ergibt sich bekanntlich als Folge der EINSTEINschen 
Feldgleichungen, wenigstens im statischen und stationaren Felde!. Diese 
Folgerung kann hier iibernommen werden. Um dies darzutun, gehe man 
im einfachsten Falle aus von der Formel fiir die Komponenten des Ma- 
terietensors J** eines spannungsfreien Kérpers: 


Tit — (2 y-Yiy? (i,k =1,2,3,4), (15) 


wo die natiirlich gemessene Ruhdichte und Y* die kontravarianten 
Komponenten der Vierergeschwindigkeit sind. Fir diesen Tensor be- 
steht die aus den ErnsteInschen Feldgleichungen folgende Beziehung: 


Aivt P= YD, Th =0 (22 AZQ3) 4) (16) 
k 
Die kovariante Ableitung bezieht sich auf die PRR BE der g;,- 
Weiter besteht die Beziehung: 
Div (u¥) = ED,(u)= (17) 


welche den Erhaltungssatz der Ruhmasse ausspricht. Damit folgt aus 
(15), (16) und (17) sofort: 


PVD FAG. (18) 
k 
Da weiter: 
yi= aa mit de=—dst, > » 995(19) 


1 ErnstEIn, A., u. J. GRoMMER: Sitzgsber. preuB. Akad. Wiss. 1927, 1. 
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so ]aBt sich (18) auch so: schreiben: 


CG fax; ri ax) ax, > 
Ds Ox, (= N40 kb” dt| dt mate ( 0) 
k,l 
Daraus folgt in einfacher Weise: 
d* x4 i dx, ax, nW 
ere sd aN Derr Sita fe 


Dies ist die iibliche Form der Gleichungen fiir die geodatischen Linien. 
Nun greifen wir auf die Formel (18) zuriick. In ihr ersetzen wir die ko- 
variante Ableitung D, bezogen auf die 1. MaBbestimmung nach (12d) 
durch die Ableitung D,. Es folgt dann: 


DE a os Oy ries (22) 
k 


Diese Gleichungen haben gegeniiber den Formeln (21) den Vorzug, daB 
sie nur tensorielle Gré8en enthalten, wahrend die beiden Summanden 
der linken Seite von (21) Affintensoren sind. 

Sind nun keine felderregenden Massen vorhanden, so sind die 9}, 
in allen Koordinatensystemen Null. Daher verschwindet dann die rechte 
Seite von (22). Es ist g;,=g;, und daher auch ds?=ds?. Die Gl. (22) 
werden dann identisch mit den Differentialgleichungen der geodatischen 
Linien im ungekriimmten Raum. Das sind aber gerade Linien. Ist die 
rechte Seite von (22) von Null verschieden, was der Fall ist, wenn die 
o},, nicht sémtlich verschwinden, so weichen die geodatischen Linien von 
Geraden ab. Man sieht also, daB die Existenz von Null verschiedener 
oi, fiir die vierdimensionale Kriimmung der geodatischen Linien verant- 
wortlich ist. Hierin liegt ein starkes Argument fiir die Deutung der 
TensorgréBen oj, als Komponenten der Schwerkraft. 


Die Gl. (22) kénnen auch so geschrieben werden: 


a* x; ri ax, ax, 5 aX, ax, 
dt tidakt dt ae Le Ch dz dt” 222) 
In einem Normalkoordinatensystem (§2) verschwinden alle [;', und es 
folgt: 
a? x* dx* dx* 
PRR EP ES 4 oe Lin k 1 
ae IN nt Cnr Gute (22b) 
ik 


wo der Stern die einzelnen GréBen in diesem Koordinatensystem kenn- 
zeichnet. In der Formel (22b) erscheint der kriimmungserzeugende 
Einflu8 der gj; auf die. geodatischen Linien besonders deutlich. 
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An Hand der obigen Formeln 1aBt sich sofort der Vektor der Vierer- 
beschleunigung infolge der Wirkung der eigentlichen, d.h. durch Materie 
erzeugten Gravitationskrafte angeben. Die linke und die rechte Seite 
der Formel (22) bilden je einen kontravarianten Vierervektor. Nach (22b) 
ist in einem Normalkoordinatensystem dieser Vektor identisch mit dem 
der Viererbeschleunigung. Da (22) eine Vektorgleichung ist, so bedeutet 
dann die rechte Seite in allen Bezugssystemen die Komponenten K‘ der 
Viererbeschleunigung infolge der Wirkung der eigentlichen durch die 0},;- 
GréBen beschriebenen Gravitationskrafte. Es gilt also: 


este . ad VR d x] 
* Br Pelbit dt at (23) 
k,l 


In der fritheren Formulierung der Theorie mit nur einer MaBbestimmung 
war eine solche kovariante Definition nicht méglich infolge des fehlenden 
Tensorcharakters der J};;. 


§ 4. Das Aquivalenzprinzip. 

Eine der wesentlichen Grundlagen der E1nsternschen Theorie bildet 
das Aquivalenzprinzip. Da hier die wichtigsten Elemente der EINSTEN- 
schen Theorie iibernommen wurden, so bleibt dessen iiberragende Be- 
deutung nun zu diskutieren. Bekanntlich kann man in jeder gekriimmten 
Mannigfaltigkeit lokal geodatische Bezugssysteme einfiihren, in denen 
die CHRISTOFFEL-Symbole J}/; samtlich verschwinden. Dies ist natiir- 
lich auch hier der Fall. Nur lassen sich im allgemeinen keine Koordinaten- 
systeme finden, in denen alle CHRISTOFFEL-Symbole J}, und Dj, beider 
MaBbestimmungen gleichzeitig verschwinden, da die Differenzen I}, — I}, 
ja Tensorcharakter haben. Dies ist nur im leeren Raume méglich. In 
einem geodatischen Bezugssystem verschwinden alle [)',;. Das heiBt aber 
nach (11) 

Ln Ok1 : 

In diesem Bezugssystem sind die geodatischen Linien im infinitesimalen 
Bereich geradlinig. Die Wirkung der eigentlichen Schwerkraft auf einen 
Massenpunkt ist wegtransformiert. Die durch die Transformation auf 
geodatische Koordinaten auftretenden Tragheitskrafte kompensieren 
gerade die durch die eigentliche Schwerkraft hervorgerufene Kraftwir- 
kung. DaB eine solche Kompensation fiir beliebig viele verschiedene 
Massen (mit der Einschrankung, daB das Bewegungsgesetz durch geo- 
datische Linien dargestellt wird) méglich ist, bildet die wesentliche Kon- 
sequenz der Aquivalenz von Tragheit und Schwere. 

Aus diesen Betrachtungen folgt sofort aber auch eine wichtige Ein- 
schrankung des Aquivalenzprinzips. Durch den Ubergang zu geodati- 
schen Koordinaten kénnen wir nur die Kraftwirkung des Schwerefeldes 
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auf Massenpunkte wegtransformieren, nicht das eigentliche Schwerefeld, 
dessen Komponenten die TensorgréBen ¢,; bilden. Die Moglichkeit 
des Wegtransformierens der Kraftwirkung auf beliebige Massenpunkte 
im Schwerefeld ist dadurch gegeben, daB im Bewegungsgesetz (21) nur 
die J}, auftreten, welche bloB die g;, und deren 1. Ableitungen enthalten. 
Letztere lassen sich eben in einem geodatischen System zu Null machen. 
Dies trifft aber nicht mehr fiir die hdheren Ableitungen der g;, zu, etwa 
fiir deren 2. Ableitungen. Da8 ein Schwerefeld sich lokal nicht voll- 
stindig wegtransformieren laBt, folgt auch schon daraus, daB bei Vor- 
handensein gravitierender Materie der RIEMANN-CHRISTOFFELsche Ten- 
sor 4. Stufe R;,;,, von Null verschiedene Komponenten hat, und daher 
die héheren Ableitungen der g;, auch in geodatischen Systemen nicht 
sdmtlich verschwinden. 


§ 5. Die Ernsteinschen Feldgleichungen 
ausgedriickt durch die Komponenten des Gravitationsfeldes. 

Wenn die TensorgréBen o}, das eigentliche Schwerefeld, das durch 
die Materie erzeugt wird, vollsténdig beschreiben sollen, so wird man 
erwarten, daB sich die ErnstErnschen Feldgleichungen durch diese 
GréBen und deren Differentialquotienten allein ausdriicken lassen. Dies 
ist tatsachlich der Fall. 

Man gehe aus von der bekannten Formel fiir die Komponenten des 
RIEMANN-CHRISTOFFELschen Tensors R7;,; 4. Stufe: 


é m é 


ikl = Bap eS oe Tht S(O LA—Iri Tn), (24a) 
pm Qe Gp nm FN Am Fn 
ikl = pelt ier Ba Dui t+ Cnn LG — Dn Li) « (24b) 


Die Kriimmungsgr6éBen R7,, der 2. MaBbestimmung verschwinden simt- 
lich nach (6) wegen des ungekriimmten Charakters der MaBbestim- 
mung g;,- 

In den Formeln (24a) ersetze man nun die J}/;-Symbole nach der 
Beziehung (13) durch die tensoriellen 0%; und die Jjj;. Es folgt dann 
nach bekannten Formeln fiir die kovarianten Ableitungen von gemisch- 
ten TensorgréBen 3. Stufe: 


Roi — Ry = Dz 07: — Di ori + >) (Onk* Qit— Oni Ori), (25) 


wo sich die kovarianten Ableitungen D wieder auf die 2.Ma8bestimmung — 
der g;,, beziehen. Nun sind die R7,; simtlich Null nach (6). Somit folgt: 


Rtn = Dy 01 — Di; 021 + DS (Onb O11 — Oni Qk!) . (26) 


a AG i PY we me 
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DaB diese Tensorbeziehungen richtig sind, erkennt man durch folgende 
einfache Uberlegung. Die Beziehungen (26) gelten in allen Koordinaten- 
systemen, wenn deren Richtigkeit in einem Koordinatensystem nach- 
gewiesen ist. Nun sind in einem Normalkoordinatensystem alle [,-Sym- 
bole Null, und daher die J}, mit den 0}, identisch. AuBerdem ist in einem 
solchen Bezugssystem die kovariante Differentiation D, mit der ge- 
wohnlichen 0/@x, aquivalent. Damit ist aber in einem Normalkoordi- 
natensystem die Richtigkeit der Formel (26) erwiesen, da sie mit (24a) 
identisch wird. 

Es gibt aber noch eine zweite tensorielle Darstellung der Kompo- 
nenten R?,;. Diese lautet?: 


Riki = Dz 011 —Dj 01 — > (On O11 — Oni On1) 5 (27) 


die sich von (26) dadurch unterscheidet, daB die kovarianten Ableitun- 
gen D in der MaBbestimmung der g;, auftreten. AuBerdem hat die 
Summe das entgegengesetzte Vorzeichen. Diese Formel kann man durch 
direktes Ausrechnen verifizieren, indem man nach (12f) die kovarianten 
Ableitungen D durch die Ableitungen D ersetzt. Einfacher ist aber der 
folgende Weg. Man versuche wieder die Richtigkeit der Formel (27) in 
einem speziellen Koordinatensystem nachzuweisen. Infolge des ten- 
soriellen Charakters gilt sie dann in allen Koordinatensystemen. Es 
werde ein geodatisches System in bezug auf den MaBtensor g;, gewahlt. 
Da alle [j,-Symbole verschwinden, so ist nach (13): 


Din =— in. (28a) 
Also gilt nach (24a) in diesem Bezugssystem: 
m 7) m 0 m 
i Da, T; sa Ba Chee (28b) 
Aus (24b) folgt wegen des Verschwindens der Rj»: 
re) TIM ra) nm ral Fin nm FN 
O= gy, fi— gy, tat LI nel it —L nil pi). (28c) 


Nun werde die Differenz von (28b) und (28c) gebildet, ersetze die Diffe- 
renz I}, Ij, durch 04, und die gewdhnlichen Differentiationen durch 
kovariante der 1. MaBbestimmung, was im geodatischen System erlaubt 
ist. Dann folgt 


Ryn1 = Dy 071 —Dj 061 — > (Un Ln — Ini De) « (28d) 


Hier braucht man nur noch nach (28a) die [i-Symbole durch die 0%,- 


GréBen zu ersetzen, um das gewiinschte Resultat zu erhalten. Weil die 


¥ Vet. hierzu Levi-Civita, T.: Der absolute Differentialkalkil, S. 125ff. Berlin 


1928. 
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fie Gr6éBen quadratisch auftreten, andert sich das Vorzeichen der Summe 
n (28d) nicht mehr. Den in die ErnstE1Nschen Feldgleichungen ein- 
ae verjiingten CHRISTOFFELschen Tensor R,, erhalt man nun zu: 


Rei =; Rint = (D; 0:1 —D; Obt a= Onk Oe Dis 0:1) (29a) 
oder: . 
Kav 22s OD; Our Oak 031+ Oni Oni) » (29b) 


je nachdem, ob man (26) oder (27) zugrunde legt. Damit sind die R,, 
und die invariante Kriimmung, die man durch weitere Verjiingung erhalt, 
durch die Feldkomponenten 0}, in kovarianter Weise ausgedrickt. 


Benutzt man die ErnstTrernschen Feldgleichungen in der Form: 
Ry = —% (Tyr —$T 8p)» 


und ersetzt links die KriimmungsgréBen durch (29a) oder (29b), so 
erhalt man Formulierungen der Feldgleichungen, die auf der linken Seite 
die kovarianten Ableitungen der Feldkomponenten 9, linear enthalten 
plus gewissen quadratischen Ausdriicken in diesen GréBen. Abgesehen 
von den nichtlinearen Ausdriicken in den Feldkomponenten, besitzen 
diese Gleichungen insofern eine formale Ahnlichkeit mit den MAXWELI- 
schen Gleichungen des elektromagnetischen Feldes, als diese auch die 
Differentialquotienten der Feldstarken linear enthalten. 


$6. Das Prinzip der kleinsten Wirkung. 


Nach EINSTEIN lassen sich die Feldgleichungen des Schwerefeldes 
aus einem einfachen Extremalprinzip ableiten. Es lautet bekanntlich: 


OfGHAX +x fF, dgdX =0, (30a) 
wo = 

j= \-¢ 2 g red Geranes oye A (30b) 
mit: bits 

=\—e:T,; dX =dxydxgdxgd xq. (0c) 


In dem saree ist zu integrieren tiber einen beliebigen Weltbereich. 
Variiert werden die Komponenten g;; des 1. MaBtensors derart, daB diese 
Variationen an der Oberflache des Weltbereiches verschwinden. 

Ein Schénheitsfehler dieses Variationsprinzips besteht darin, daB: 
die GréBe H//— g keine Invariante darstellt, sondern vom Bezugssystem 
abhangt. Dasselbe gilt daher von dem zu variierenden Integral f § dX- 
Das obige Extremalprinzip fiihrt trotzdem zu Tensorgleichungen, weil 
zwar nicht das zu variierende Integral invariant ist, wohl aber dessen. 
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Variation. Es gilt naimlich die Beziehung: 


Sfees Oa i . kl an) ea: an) 
df Sax => | 6 fe => axs(; Fil ax 
: ; ( OXxS (34a) 
= Dif g*! (Ry—4R- gy:) V—g aX. 
k,l 


Aus dieser Darstellung folgt sofort der invariante Charakter der Varia- 
tion, und aus dem Verschwinden der Variation die Ernstetnschen Feld- 
gleichungen: 

\-g (Ryr—4$R- 2,1) = —x By. 


Man kann sich nun fragen, ob es bei Benutzung zweier MaBbestimmun- 
gen ein invariantes Variationsprinzip gibt, das nur die o-GréBen und 
nicht deren Ableitungen enthalt. Dies ist der Fall. Es lautet: 


Of GdX +xf dT, dg dX =0, (32a) 
k,l 
F aby n om m nN 
& =|-¢ Pp ig (Oxp Onm— Oan 08 m) « (32b) 


Zu variieren sind hier ebenfalls die Komponenten £,, des MaBtensors 
bei konstant gehaltenem MaBtensor g,,;. Die GroBe & ist wegen des 
_ Tensorcharakters der o-GréBen eine skalare Dichte. Um die Richtigkeit 
des Variationsprinzips (32a) nachzuweisen, lege man ein Normalkoor- 
dinatensystem zugrunde. In einem solchen sind die Jj}, mit den oj, 
identisch. Daher nach (31a): 


bfGaX = df $AX => fg (Ry—4R Eu) |B 4X. (33) 


Da die Variation des Integrals iiber & eine Invariante ist, so gilt diese 
- Beziehung nicht nur im Normalkoordinatensystem, sondern in jedem 
Bezugssystem, und es folgen sofort wieder die E1nstE1Nschen Feldglei- 
chungen. 

Nun kann man sich fragen, was eine Variation der g,, der 2. MaB- 
bestimmung bei konstant gehaltenem 1.MaBtensor zur Folge hat. Um 
dieses Problem zu behandeln, fiihrt man zunadchst den Nachweis, daB 
die Variation von { ®dX identisch ist mit derjenigen des invarianten 
Integrals { \-g -R-dX, wo R die invariante Kriimmung der 1. Mab- 
bestimmung der g,, ist. Fiir R benutzen wir den aus (28) folgenden Aus- 
pack: sen gat 
en” > gf [Dp 0:1 — Di Okt — Omk Cit + Omi Or} - (34a) 


i,k, l,m 
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Nun fithren wir folgende Abkiirzungen ein: 


O' => 2" ob, (34b) 
kl 
y* — > g ol,, (34c) 


wo dann @' und ¥% die kontravarianten Komponenten zweier Vektoren 
sind. Nun sind die kovarianten Ableitungen der g*’ (d.h. D,g"’) Null. 
Daher kann man an Stelle von (34a) auch schreiben: 


R =Div(@— ¥) +7 (35) 
wo Div die Viererdivergenz in der 1. MaBbestimmung bedeutet. Fuhrt 
man nun das Integral tiber \-g -R aus, so laBt sich nach dem GAuss- 
schen Satze das Integral iiber die Divergenz in (35) in ein Integral tber 
die Oberflache des Weltbereiches umwandeln. Bei der Variation ver- 
schwindet dessen Beitrag, wenn man annimmt, da an der Oberflache 
des Weltbereiches nicht nur die Variationen der g;,, sondern auch deren 
Differentialquotienten verschwinden. Dann ist in der Tat die Variation 
des Integrals [ Rg - dX identisch mit derjenigen des Integrals f © dX. 
Nun dndern sich aber die Komponenten R,; des Kriimmungstensors und 
auch R nicht, wenn wir bei konstantem g;, die g;, variieren. Dies geht 
daraus hervor, daB in (29b) der MaBtensor g;, ein beliebiger Ma8tensor 
eines ungekriimmten Raumes ist. Daraus ergibt sich aber, daB die Va- 
riation der g;, in (32a) bei konstant gehaltenen g;, zu keimen neuen 
Beziehungen, sondern zu Identitaten fihrt. 


II. Vollstandige Bestimmung des schwachen Gravitationsfeldes. 


§7. Festlegung der berden MaBbestimmungen 
im Falle schwacher Gravitationsfelder. 


Die Komponenten des Gravitationsfeldes sind nach den bisherigen 
Ausfiihrungen erst festgelegt, wenn beide Ma8bestimmungen festliegen. 
Ist nur die 1. MaBbestimmung als Lésung der E1nsTEINschen Feldglei- 
chungen bekannt, so ist die Trennung in eigentliches Gravitationsfeld 
und Tragheitsfeld, wie sie in den Gl. (41) zum Ausdruck kommt, noch 
nicht vollzogen. Solange nicht ein eindeutiges Prinzip zur Berechnung 
beider MaBbestimmungen bei bekannter Materieverteilung vorliegt, haben 
die bisherigen Betrachtungen nur formalen Charakter. Aus physika- 
lischen Griinden wird man jedoch verlangen, daB eine physikalisch voll- 
standige Gravitationstheorie zu einer eindeutigen Bestimmung aller 
zur Beschreibung des Feldes notwendigen GréBen fiihrt. Die Abkiirzung: 


Vin = Siz — Bir (36) 
bezeichnet einen kovarianten Tensor 2. Stufe. 
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Der Fall des schwachen Gravitationsfeldes entspricht nun der Forde- 
rung, daB die Komponenten y;, klein sind gegeniiber den groBten Kom- 


ponenten g;, und g;,. Fiir die Feldkomponenten erhalt man die Aus- 
driicke: 


1 ni 
ga =tre t (Dy eft Di Cig D; g;5) « (37) 
7 


Die Richtigkeit dieser tensoriellen Beziehung bestiatigt man am einfach- 
sten in einem Normalkoordinatensystem, wo die kovarianten Se 
in die gewohnlichen Ableitungen tibergehen. In diesem Fall geht o/, in 
I, itber, und (37) entspricht dann der tiblichen Definition der CHRI- 
STOFFEL-Symbole. Setzt man nun in (37) g;,=2;,-+y;, und beriicksich- 
tigt, daB die dann in (37) auftretenden kovarianten Ableitungen der 
verschwinden, so folgt: 


=4>i¢" '(D Dn ¥ji + Ding —D, yin) - (37a) 
7 


Sik 


Oi 
Infolge der vorausgesetzten Kleinheit von y;, ist die Klammer klein von 
der 1. Ordnung. Daher kann man bei Beschrankung auf Glieder 1. Ord- 
nung den Faktor g’? vor der Klammer durch g”’ ersetzen. Wegen des 
Verschwindens der kovarianten Ableitungen von zg’? kénnen wir diese 
Gr6oBen in (37a) in die Klammer durch die Differentialzeichen ziehen, 
und k6nnen dann schreiben: 


Orn =4 (De yi t Diyr—DF" Dy yin), (37b) 
7 


wo: i - 
VDE Pi (37¢) 


Zur Berechnung der rabies R;, des Kriimmungstensors benutzen 
wir die Formel (29a). Bis auf Glieder hoherer als der 1. Ordnung in den 
y-GroéBen folgt: Rue (D, Mi aa D, ‘i ). (8a) 
' 7 ' 
Setzt man hier die Ausdriicke (37b) fiir die o-GréBen ein, so treten da- 
durch Vereinfachungen ein, da in einem ungekriimmten Raum (auf 
einen solchen bezieht sich der MaBtensor g;;) die Aufeinanderfolge ver- 
schiedener kovarianter Differentiationen vertauschbar ist. Damit folgt 
schleBlich: 


Rin=4[O 7:8 Du (Z Devi) — Di X (Dry), (38b) 
mit den Abkiirzungen: yt at yi—4ély, G80) 
y=a4: (384) 
7 
O =D ei D,D,. (38e) 


4,4 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 131. 39 
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Der Operator 1] ist der Wellenoperator der speziellen Relativitatstheorie 
in beliebigen Koordinaten. Der Ausdruck (38b) fiir Rj, unterscheidet 
sich von den sonst in der Literatur angegebenen durch seine Kovarianz 
gegeniiber beliebigen Koordinatentransformationen. 

Die Randbedingungen im raumlich Unendlichen lauten nach (7) eim- 
fach: 


lim y;, = 0. (39) 
Von nun an legen wir unseren Betrachtungen ein Normalkoordinaten- 
system zugrunde. Dann ist der Operator LJ in (38e) der Wellenoperator 
der speziellen Relativitatstheorie in karthesischen Koordinaten: 


e a od ie 
bee ae st 
Ont re Ox Ox Cyors (384) 


und die kovarianten Ableitungen in den Formeln (38b) gehen in die ge- 
wohnlichen Ableitungen iiber. Die Formel (38b) lautet dann: 


1 ine oypt\ a oy, 
R= >| vik ips Ox, Ox; (> Ox, 4 (388) 
1 best 
wahrend aus (36) jetzt wird: 


oie = Gin + Vins (36a) 


wo: 
Gp PP 49253). 9- Gg = 15° 6G}, = 0 CS k= 172; 9) (40) 


Der Tensor y;;, miBt die Deformation der Metrik, welche durch die 
Massen an dem pseudoeuklidischen Linienelement (40) hervorgerufen 
wird. Er entspricht einer infinitesimalen Variation der pseudoeukli- 
dischen Metrik (40). Gibt es nun ein Kriterium um zu entscheiden, wann 
diese Variation der Metrik des pseudoeuklidischen Untergrundes der 
Welt nur der Wirkung von gravitierenden Massen zuzuschreiben ist und 
keine Anteile mehr enthalt, die einer Veranderung des Koordinaten- 
systems bei der Variation entsprechen? Anteile letzterer Art miissen 
bei der Zuordnung beider MaBbestimmungen ausgeschlossen werden, da 
sonst in den nach (11) zu berechnenden tensoriellen Schwerkraftkom- 
ponenten noch Anteile der Tragheitskrafte enthalten waren. Ein solches 
Kriterium existiert in der Tat. Es lautet: Die y*, in (36a) sind den Zusatz- 
bedingungen: 

SUES BW teestinyeo 9g (41) 

Or, lana 


zu unterwerfen. Diese Bedingungen sind von der ErnsteInschen Inte- 
grationstheorie der Feldgleichungen fiir schwache Felder her bekannt. 


Formulierung der Erhaltungssatze der Energie und des Impulses. 589 
Die Feldgleichungen lauten in diesem Fall: 
7 ak ‘k 

|_| w: — — 2x T. ; (41 a) 


deren Lésung unter den Randbedingungen (39) im Unendlichen sich 
sofort mit Hilfe der retardierten Potentiale hinschreiben laBt’: 


~ See ag (42) 


Aus den so bestimmten y** berechnen sich die y* vermittels der aus 
(38c) folgenden Gleichungen: 


ye = wl*— Lot pt. (43) 


Die so bestimmte Variation der pseudoeuklidischen Grundmetrik G;,, 
ist einzig und allein bedingt durch den gravitierenden Einflu8 der Massen. 
Sie verschwindet insbesondere in einer leeren Welt, da mit T= 0 
auch y**=0. Da die Randbedingungen einen entscheidenden EinfluB 
auf die folgenden Schliisse haben, sollen sie genauer als dies durch die 
einfache Forderung (39) prazisiert werden. Das einfache Verschwinden 
von y;,, Wie es durch (39) zum Ausdruck gebracht wird, geniigt noch 
nicht, um die Giiltigkeit der Lésung (42) allgemein zu gewahrleisten. 
Aus der KtrcHHOoFFschen Beugungstheorie! weiB man, daB die allgemeine 
Integration von (41 a) auBer dem retardierten Potentialausdruck (42) noch 
ein zusdtzliches Oberflachenintegral tiber die unendlich ferne Kugel 
liefert, welches die retardierten Oberflachenwerte der Funktion und deren 
Normalableitungen enthalt. Die Randbedingungen miissen also derart 
gewadhlt werden, daB dieses Oberflachenintegral verschwindet?. Wir 
denken uns stets die Randbedingungen (39) so verscharft, daB dies gewahr- 
leistet ist, eine Annahme, ohne die auch die MAXxweELtsche Elektro- 
dynamik nicht auskommt. Da die Gleichungen: 


Dy; *=0 


unter den verscharften Randbedingungen (39) im raumlich Unendlichen 
nur die einzige stetige und stetig differenzierbare Lésung yj * = 0 zulassen, 
so kann man umgekehrt beweisen, daB jede von Null verschiedene und 
den Randbedingungen sowie den Forderungen (41) gehorchende sin- 
gularitatenfreie Variation yj * der pseudoeuklidischen Metrik G;, gemaB 
(41a) auf einen von Null verschiedenen Materietensor zuriickfiihrbar 


1 Vgl. z.B. LAvE, M. v.: Die Relativitatstheorie, 4. Aufl., Bd. 1, S. 144ff. 1921. 
2 Im statischen Falle sind die Gl. (41a) von der Form der Poisson-Gleichung. 
Hier sind nach der Potentialtheorie die Randbedingungen (39) ausreichend. All- 
gemein mu8 man, wie in der Optik, um die Eindeutigkeit der Lésung von (41a) 
zu erzwingen, die RELLICH-SOMMERFELDsche Ausstrahlungsbedingung einfihren. 


39* 
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ist. Daher fiihren alle diese Variationen auf gekriimmte Mannigfaltig- 
keiten, weil der Tensor R;,—32- giz zumindest an gewissen Stellen des 
Raumes von Null verschieden ist und damit auch der RIEMANN-CHRI- 
stToFFELsche Tensor 4. Stufe Rj; von Null verschiedene Werte besitzt. 
Alle eigentlichen Gravitationsfelder sind daher durch von Null ver- 
schiedene Werte von p* gekennzeichnet. Damit ist auch gezeigt, daB jede 
Variation der Metrik G,,, die einer infinitesimalen Koordinatentrans- 
formation entspricht, mit den Forderungen (41) unvertraglich ist, sofern 
diese den Bedingungen im Unendlichen gentgt. 

Damit ist aber eine Zuordnung der beiden Ma8bestimmungen gefun- 
den, die allen Forderungen geniigt, die wir an eine solche stellen miissen. 
Zu der 1. MaBbestimmung g7,—=G;,+yiz gehort als 2. Ma8bestimmung 
die pseudoeuklidische Metrik G;,. Das Zuordnungsprinzip liefern in 
Gemeinschaft mit Randbedingungen im raumlich Unendlichen die 
Gl. (41). Diese sind aber nur anwendbar, wenn die Grundmetrik der g;, 
einem Normalkoordinatensystem entspricht, wenn also g; poe Gigs ast 
aber nun g;, als Lésung der ErnstTE1nschen Feldgleichungen bekannt, 
so ist im allgemeinen die zugehdrige 2. MaBbestimmung nicht von der 
speziellen Form G;,, sondern davon verschieden. Wie lauten dann die 
Bedingungen (41) in diesem Fall? Man erhalt diese, wenn man bedenkt, 
daB in einem Normalkoordinatensystem die gewohnlichen Ableitungen 
mit den kovarianten Ableitungen in der 2. MaBbestimmung identisch 
werden. Man hat also in den Gl. (41) nur die gewohnlichen Ableitungen 
durch die kovarianten in der 2. MaBbestimmung zu ersetzen. Man erhalt 
so die Beziehungen: 


Days =O. (45) 


Dies sind die allgemein kovarianten Gleichungen, welche zusammen mit 
den verscharften Randbedingungen (39) die Zuordnung der beiden Mab- 
bestimmungen im schwachen Gravitationsfeld regeln. 

Man kann leicht zeigen, daB diese Gl. (45) bei gegebener 1. MaB- 
bestimmung g;, zusammen mit den Randbedingungen zu einer eindeu- 
tigen Bestimmung des 2. MaBtensors fiihren. Das 2. Linienelement ent- 
spricht einem ungekriimmten Raum. Wir nehmen an, daf das 1. Linien- 
element g;, nur wenig von der pseudoeuklidischen Metrik G;, abweicht. 
Sollte diese fiir das vorliegende g;,, nicht zutreffen, so kann man dies aber 
durch eine Koordinatentransformation erreichen. Dann ist das 2. Linien- 
element von der Form: 


' be Bp 
Sip al Gi, + a ? a (46) 


wo die (g;, — g;,) im raumlich Unendlichen den Randbedingungen unter- 
liegen. Weil das Linienelement nur wenig von der pseudoeuklidischen 
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Metrik G;, abweicht, kann man in (45) in geniigender Naherung die 
kovarianten Ableitungen durch die gewéhnlichen ersetzen. Geht man 
nun mit dem Ausdruck (46) in die Beziehungen (45) ein, so findet 
man die Gleichungen: 
er 
ug WY: = ~ , 
1sz (w obei Sin Gig + Vir) , (47) 


ccaed Cx] 
L 


Sep 


wo die y;’ gemaB (38c) aus den y;! zu berechnen sind. 
Differenziert man die Gl. (47) nach x, und die Gl. (47) fiir den Index k 
nach x;, so folgt durch Addition: 


af DE 5 aan t ee al 
r Cs; OSk Re ee Ce ay 

— lyin — (SE + Se] = 4 22 se \+ee(> ft )\-Ove. 
CX, OX; OX, \ Lal OX] OX; \ LJ Ox] 


N 
l L 


Die rechte Seite dieser Gleichung ist aus dem gegebenen 1. Linienelement 
berechenbar, also als bekannt anzusehen. Weil der Klammerausdruck 
der linken Seite in (48) im raumlich Unendlichen den Randbedingungen 
gehorcht, laBt sich diese Gleichung wieder mit Hilfe des retardierten 
Potentials eindeutig lésen. Damit sind die Klammerausdriicke eindeutig 
gefunden und nach (46) auch die g;, der 2. MaBbestimmung, was zu 
zeigen war. 


§ 8. Gravitationswellen. 


Die Ausbreitung von Gravitationswellen im leeren Raum ist ein- 
gehend von EINSTEIN! und spater auch von EDDINGTON? untersucht 
worden. Hier sollen nur einige Fragen im Anschlu8 an EDDINGTON 
beriihrt werden, insbesondere das verschiedenartige Verhalten der eigent- 
lichen Gravitationswellen und der Tragheitswellen, die in engem Zu- 
sammenhange mit den Uberlegungen des vorangehenden Paragraphen 
stehen. 

Die Ausbreitung von Gravitationswellen im materiefreien Raum wird 
beherrscht von den Feldgleichungen R;, = 0. Diese lauten nach (38b) bei 
Zugrundelegung eines quasikarthesischen Koordinatensystems, in dem 
beide MaBbestimmungen nur wenig von der pseudoeuklidischen Form 


abweichen : ey! b ay! 
f b Vee 
UO Y¥in— Ox, (> sar) Ox; (> i Fak (49) 


1 


Wir untersuchen spezielle Wellenvorginge (ebene Wellen), die nur von 
x, und x, abhangen, bei denen also: 
Vin = Nip (%,—V +t) (50) 
1 Einstein, A.: Sitzgsber. preuB. Akad. Wiss. 1918, 154. 
2 EpprncTon, A.: Relativitatstheorie in mathematischer Behandlung, S. 187 ff. 
Berlin 1925. , ‘ 


(48) 
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ist, wo t=~,/c, die h;,-Funktionen eines Argumentes sind und V die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Feldes miBt. 

Geht man mit dem Ansatz (50) in die Feldgleichungen (49) ein, so 
erhalt man nach EDDINGTON zwei grundsatzlich verschiedene Wellenarten. 
Die einen pflanzen sich mit Lichtgeschwindigkeit fort; ihr MaBtensor 
entspricht einem gekriimmten Raum. Sie entsprechen daher eigentlichen 
Gravitationswellen. Die anderen breiten sich mit ,,Denkgeschwindig- 
keit aus. Ihre Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist nicht konstant und 
kann grundsatzlich sowohl beliebig groBe (auch gréBere als c) als auch 
beliebig kleine Werte haben. Der RIEMANN-CHRISTOFFELsche Tensor 
4. Stufe verschwindet fiir diese Wellenart, weshalb es sich um Tragheits- 
wellen handelt, die durch die besondere Wahl des Bezugssystems be- 
dingt sind. Diese Ergebnisse erhalt man, wenn die Forderungen (41) 
des vorangehenden Paragraphen nicht eingefiihrt werden. Nimmt man 
diese aber zu den Feldgleichungen (49) noch hinzu, so pflanzen sich alle 
Wellen mit Lichtgeschwindigkeit fort. Dies ergibt sich daraus, daB die 
Feldgleichungen (49) in diesem Falle lauten: 


Ll yi, = 0. (51) 


Nun ist es moglich, daB Tragheitswellen durch die Kontrolle geschliipft 
sind und sich auch mit Lichtgeschwindigkeit nun ausbreiten. Da8 hier 
eine vollstandige Ausmerzung der Tragheitswellen nicht gelingt, ist 
darauf zuriickzufiihren, daB die ebene Welle (50) die Randbedingungen 
im Unendlichen nicht erfiillt. 


$9. Statische Felder. 


Bei einer statischen Anordnung der Massen ist im Normalkoordi- 
natensystem das 1. Linienelement gegeben durch: 


dst= (1-24): (dt + daht ae) —(1+2%) dat, (52a) 


wo das NewrTonsche Potential der Massenverteilung ist. Letzteres ist 
definiert durch: 


A® = 42C pu. (52b) 


Hierin ist « die Massendichte und C die gewodhnliche Gravitationskon- 
stante, A der raumliche LapLracE-Operator. 
Die zugeordnete 2. MaBbestimmung ist nach §7 die pseudoeukli- 
dische Metrik: 
ast =dxi4+ dxt- dxt—dxi. (52c) 


Damit sind alle GrundgréBen des schwachen statischen Feldes bestimmt. 
Fur das weitere sind die GréBen p** [definiert durch (38c)] wesentlich. 


a 


—_ 


ee = 
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Fiir sie findet man: 


pr” = pr? = pt* — 0; yet —O mit i+k= 1,2,3,4. | 
yy * = 4D | (53) 
ex 


i 2 
c 


III. Der Energie-Impulssatz im schwachen Gravitationsfeld. 
$10. Definition des Energie-Impulstensors des Gravitationsfeldes 
aus den Erhaltungssdtzen. 
Nach EINSTEIN bestehen in jedem Koordinatensystem die Beziehun- 
gen (1), worin die GréBen ¢” gegeben sind durch: 


ko 
1,7,k,1 


lesions “= [°: pie Ul lth) 
(54) 


ia 5! e(V—es"!) (re pa) j 


Diese Gréf8en sind Affintensoren. Wir wenden nun die Gl. (1) in einem 
Normalkoordinatensystem an. Bezeichnen wir die GréBen im Normal- 
koordinatensystem durch einen Stern, so ist also: 


8 as 
Dosey re teenat Ler Pa (55) 
Die GréBen ¢*” seien identisch mit den entsprechenden GréBen in (54). 
Die Gl. (55) lassen sich nun zu einer tensoriellen Gleichung erweitern. 
Man ersetze die gewohnlichen Ableitungen durch die kovarianten in der 
2. MaBbestimmung. Es entsteht so die kovariante Formulierung: 


YD, |/£ (ar + )| =0. (56) 


Diese Beziehung hat kovarianten Charakter, weil das Verhaltnis Vele 
der beiden Determinanten der MaBtensoren g;, und g;, invariant ist 
gegeniiber Koordinatentransformationen und die #’ gemischte Tensor- 
komponenten sein sollen. Die Komponenten dieses Tensors sind durch 
Umrechnung aus den Werten ¢*” im Normalkoordinatensystem nach 
den gewohnlichen Transformationsformeln zu bestimmen. Nach (56) ist 
der Tensor Vlg (Tn” + tn) divergenzfrei in der 2. MaBbestimmung, also 
in einer ungekriimmten Mannigfaltigkeit. 

Zu dem gewiinschten Ausdruck fiir die Tensorkomponenten tu, kommt 
man am elegantesten, wenn man in (54) die J-GréBen durch die g-GréBen 
ersetzt. Die Gl. (54) definieren im Normalkoordinatensystem ie? LES 
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ist in diesem Koordinatensystem ¢;”"=#’. Weiter benutzen wir die aus 
der Differentialgeometrie bekannten Beziehungen?: 


ye) ly ght l ; ih ; =| 

if E vee: ) = = (hh Mowe gts Lice ley (57) 
/—— 2: nn 7 

Mit diesen Beziehungen gehen wir in die Gl. (54) ein. Dadurch wird ¢*” 

eine homogene quadratische Funktion der [-Symbole. Dann ersetzen 

wir die [-Symbole durch die entsprechenden o-Symbole und erhalten 

dann nach leichten Umformungen: 


fit = — (er > g" (ei Qi — Ok; Ohi) — 
Oe fils } | (58) 

— Ze Oni — 8" on — 8 in) (kr — OF Den] 

7,k,1 i 

Dies ist nun ein Tensor mit folgenden Eigenschaften: 

a) Er geht in einem Normalkoordinatensystem in den EINSTEINschen 
Affintensor tiber, 

b) er befriedigt die Divergenzbeziehung (56) deshalb, weil dies in 
einem Normalkoordinatensystem sicher der Fall ist, 

c) er ist eine homogene quadratische Funktion der tensoriellen Feld- 
komponenten des Gravitationsfeldes. 

In der Divergenzbeziehung (56) kénnte man nun die physikalisch 
zweckmaBige Formulierung der Energie-Impulserhaltungssatze erblicken. 
Dazu ist man geneigt, weil integrale Erhaltungssatze existieren. In 
einem Normalkoordinatensystem lauten die Gl. (56) ja: 

= aan” +i”) 


OX%m 


== 0, (59) 
m 

wo die Tf” und t*™ bzw. die Dichten der Tensoren 7,*” und (*™ sind. 
Aus diesen Gleichungen folgen sofort Integralsitze durch Integration 
liber beliebige Raumbereiche, wie man dies von der speziellen Relativi- 
tatstheorie her gewohnt ist. Nur daf hier gegeniiber jenem Fall als neue 
Energieart die Gravitationsenergie, reprasentiert durch den Tensor 2”, 
hinzukommt. Dies war auch schon in EINsTEINs Formulierung der Er- 
haltungssatze der Fall. Hier haben aber die Komponenten ¢” Tensor- 
charakter. Dadurch ist die Energie im Gravitationsfeld in vollkommener 
Analogie zum elektromagnetischen Felde lokalisierbar. 

Fiigt man zum Tensor ¢”", den wir aus der Divergenzbeziehung (56) 
heraus definiert haben, noch einen weiteren divergenzfreien Tensor To 
hinzu, der also den Bedingungen gehorcht: 


x.())=0 © 


* Vgl. etwa Wry1, H.: Raum—Zeit-Materie, 4. Aufl., S. 120. Berlin 1921. 
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so kann man grundsitzlich mit gleichem Recht auch den Tensor ttn 
als Energie-Impulstensor des Gravitationsfeldes betrachten. Wenn ein 
den Bedingungen (60) gehorchender Tensor T, existiert, so ist also die 
Definition des Energie-Impulstensors aus den Erhaltungssatzen heraus 
nicht eindeutig. In diesem Falle miiBten physikalische Argumente zur 
Entscheidung zwischen den verschiedenen Méglichkeiten herangezogen 
werden. Zunichst soll gezeigt werden, da8 im Falle des schwachen Gra- 
vitationsfeldes, wo wir die o-GréBen bei gegebener Massenanordnung 
bestimmen kénnen, der Energie-Impulstensor in seinen kontravarianten 
Komponenten ¢,,,, nichtsymmetrisch ist, wie dies fiir die Komponenten 
Tj,» des Materietensors der Fall ist. Um dies nachzuweisen, wird 2” 
nach Formel (58) bestimmt. Weil wir dabei ein Normalkoordinaten- 
system zugrunde legen werden, geniigen hierzu auch die Formeln (54). 
Im Hinblick auf die Untersuchung der Symmetrieeigenschaft der <” 
gentgt es, nur den Fall m== x zu betrachten. Die direkte Ausrechnung 
liefert unter Benutzung der Bezeichnungen des § 7: 


A ak - 
NS Vg vin ee evel aye ay ) (61) 
a? Lil dx, ox, at OE ee ee ag ee Pe, 
kyl 
An der Bauart dieser Formel erkennt man sofort, da8 der Tensor ¢,,,, im 
allgemeinen Falle unsymmetrisch ist, und zwar wegen der Unsymmetrie 


in dem 1. Glied von (61). Die beiden anderen Glieder sind symmetrisch. 
Wir haben die Unsymmetrie von ?,,,, in einem Normalkoordinatensystem 
erkannt. Da die Symmetrieeigenschaft eines Tensors unabhangig ist 
vom Bezugssystem, so ist die gewonnene Feststcllung tiber die Symmetrie 
ebenfalls unabhangig vom Bezugssystem. Was bedeutet nun eine Un- 
symmetrie im Energie-Impulstensor? Die wichtigste physikalische 
Konsequenz diirften die Abweichungen vom Satz der Tragheit der 
Energie sein!. Dieser Satz folgt in der Relativitatstheorie aus der Sym- 
metrie derjenigen Komponenten des Energie-Impulstensors, die einen 
Index 4 tragen. Es taucht nun die Frage auf, ob die aus der Formulie- 
rung (58) des Energie-Impulstensors des Gravitationsfeldes sich ergeben- 
den Abweichungen vom Satz von der Tragheit der Energie im Wesen 
der Gravitationsenergie liegen, oder ob dieses vom elektromagnetischen 
Felde verschiedene Verhalten nur eine Folge einer unrichtigen Wahl der 
i” ist. Tatsachlich gibt es noch andere Definitionsmdglichkeiten des 
Energie-Impulstensors. Dies folgt daraus, daB sich ein Tensor T, angeben 
laBt, welcher den Forderungen (60) gehorcht. Seine Komponenten in 
einem Normalkoordinatensystem lauten im schwachen Gravitationsfeld?: 
auth at 1 gp aut Oot) 
Ane ea ee MA LEE (62) 


LISA UE WIV. Ve > le Clem foLus 
2 Dieser Affintensor wurde zuerst angegeben von W. Pavtt, Phys. Z. 20,25 (1919). 
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Das Bestehen der Bedingungen (60) setzt die Giiltigkeit der Beziehungen 
(41) voraus. Die Wurzel unter dem Differentialzeichen in (60) kann man 
in geniigender Naherung durch 1 ersetzen. Der Ansatz (62) bezieht sich 
auf ein Normalkoordinatensystem. In einem beliebigen Koordinaten- 
system findet man die Tensorkomponenten, indem man in (62) die ge- 
wohnlichen Ableitungen durch die entsprechenden kovarianten in der 
2. MaBbestimmung ersetzt. Der Tensor 1; hat mit dem durch (58) 
definierten Tensor die Eigenschaft gemeinsam, daB in einem Normal- 
koordinatensystem seine Komponenten homogene quadratische Funk- 
tionen der Ableitungen der Komponenten des 1. MaBtensors sind. In 
einem beliebigen Koordinatensystem sind beide homogene quadratische 
Funktionen der tensoriellen o-GréBen. Fiir #7’ ist dies schon erwahnt. 
Um dies auch fiir 7?’ zu beweisen, ersetzen wir zunachst in (62) nach den 
Formeln (43) die y*, durch die ys, und y*. In der bekannten differen- 
tialgeometrischen Beziehung: 


Fe EG Ths + 8,70) (63) 
kann man im Normalkoordinatensystem die g;, linkerhand durch die 
y*, ersetzen. Die Ableitungen der yi, und auch von y* sind dann 
lineare, homogene Funktionen der J-Symbole. Damit werden die tx” 
homogene quadratische Funktionen der J-Symbole. Den kovarianten 
Ausdruck fiir die 77’ erhalt man nun durch Ersatz der J-Symbole durch 
die entsprechenden 9-Symbole. Die t;” werden dann homogene, quadra- 
tische Funktionen der o-Symbole, was zu zeigen war. 

Nun berechnen wir explizit die t*™ nach (62) im schwachen Gravita- 
tionsfeld. Man erhalt schlieBlich (m == n): 
Oyt*!  Ovim 
BCs ie aa falda 

j, k,l 


(64) 


Dieser Tensor ist allgemein ebenfalls unsymmetrisch wie ¢,,,,.. Nun suchen 
wir diejenige Linearkombination von ¢,,,, und T,,,, auf, bei welcher die 
unsymmetrischen Anteile sich herausheben. Dies ist in dem Tensor 
Onn=tnn+Tmn Ger Fall. Dieser Tensor ist also im schwachen Gravi- 
tationsfeld symmetrisch. Es liegt daher nahe, diesen Tensor @,,,, als 
Energie-Impulstensor des schwachen Gravitationsfeldes zu betrachten. 
Allgemein erhalt man fiir die Komponenten dieses Tensors 1 im Normal- 
koordinatensystem: 


1/1 Ow* Oy* dy*ti oi; 
ey pea ( Ree ee ATE a 
4 mn ith — 2 2 G Beas OF G Om: we oe 
4,9; (65) 
Mere whi 1 dy* au 


O%y. Bay 2. Da wed a 
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Genau diese Form seines Affintensors des Gravitationsfeldes hatte Ern- 
STEIN in seiner beriihmten Arbeit zur Ausbreitung von Gravitations- 
wellent auf andere Weise abgeleitet, um die Energiestro6mungsverhalt- 
nisse in diesen Wellen zu untersuchen. 

Im elektromagnetischen Felde ist bekanntlich stets die Spur des 
Energie-Impulstensors gleich Null. Dies ist im Gravitationsfelde nicht 
der Fall. Man erhalt namlich aus (65): 


eT eS A De A BA (66) 
ey ae Ce Ox re ie ere» See ah 
i,j,k, 1 

Die rechte Seite ist im allgemeinen Falle von Null verschieden. Uber- 
sichtlich wird die rechte Seite von (66) im Falle des statischen Feldes, 
der im folgenden Paragraphen eingehend behandelt wird. Aus (65) und 
(66) folgt: 

0 =20{=—2u, (67) 
wo w die Energiedichte des Gravitationsfeldes ist. Wie sich im nachsten 


Paragraphen zeigen wird, ist im statischen Felde die Gravitationsenergie- 
dichte stets positiv, daher die Spur @ stets negativ. 


§ 11. Anwendung auf statische Gravitationsfelder. 
Wir gehen dabei aus von den Linienelementen (52a) und (52c) fiir 
schwache, statische Felder. Die Bestimmung der [-Symbole und damit 
auch der o-GréBen liefert: 


eee : 1 o@ 
Os——w az, = 1:2,3), Oise = Oia = Ga,’ 6 
; 1 a®@ 1 o®@ é 
a on: Lr deter (¢ ++ k = 1, 2,3). 
Mit diesen Ausdriicken findet man: 
ni Tie wae 2 
H= > ge (oi ;0:,— 04; 0);) = a lerad OP (69) 


1,9, k, 1 
und schlieBlich fiir die Komponenten des Energie-Impulstensors @,,,, 
mit Hilfe der Ausdriicke (53) nach (65): 


1 oD =o® 


e ; ray 
GRO” ae Sea iae 3) 


(ae rad D ?- 6” + 


Oe e 05, Ox4 = —w=— : grad D?. 
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Die drei raumlichen Komponenten O%,, liefern die mechanischen Span- 
nungsgréBen im Gravitationsfelde. Der raumliche Tensor Oren stellt das 


1 Erystern, A.: Sitzgsber. preuB. Akad. Wiss. 1918, 154. 
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Analogon zum MAXWELLschen Spannungstensor dar. Seine Kompo- 
nenten sind hier DruckgréBen: Sind sie positiv, so entsprechen sie einem 
Druck und bei negativen Werten einem Zug. Legt man die x-Achse in 
die Richtung des Potentialgradienten, so folgt: 


—y* * —y* iyi Ue ye ees 
OF, = w, OF, = OF, = 07,=0, OF, = 63, —w. 


In Richtung der Kraftlinien herrscht also ein Druck und senkrecht dazu 
ein Zug je vom Betrage der Energiedichte. Im elektromagnetischen , 
Felde herrscht umgekehrt in Richtung der Kraftlinien ein Zug und senk- 
recht ein Druck auch je vom Betrage der Energiedichte. 

Die Energiedichte ist stets positiv. Wahrend im elektromagnetischen 
Falle die Spur des Energie-Impulstensors verschwindet, ist dies hier 
wegen des anderen Vorzeichens der SpannungsgréBen nicht der Fall. 
Man liest aus (70) die Beziehung (67) des vorhergehenden Paragraphen ab. 

Samtliche Komponenten des Energie-Impulstensors kénnen im sta- 
tischen Feld nur verschwinden, wenn das Gravitationspotential konstant 
ist, d.h. aber, wenn kein Feld vorhanden ist. Daher entfallt jetzt der 
in der Einleitung erwahnte klassische Einwand von SCHRODINGER gegen 
das Verschwinden samtlicher Komponenten des ErnsTerNschen Affin- 
tensors im AuBenrauin einer Fliissigkeitskugel. Die SCHRODINGERSchen 
Berechnungen der Komponenten 1; beziehen sich auf eine anders als 
hier gewahlte 2. MaBbestimmung, auBerdem ist der hier definierte Ener- 
gie-Impulstensor von dem urspriinglichen ErnsTEInschen ty verschieden, 
der den Betrachtungen SCHRODINGERs zugrunde liegt. 

Die Spannungskomponenten O% ,(m, n=1, 2,3), die also den raum- 
lichen Spannungszustand im statischen Gravitationsfeld bestimmen, 
leiten sich bis auf das Vorzeichen in vollstandig gleicher Weise aus dem 
Potential ® ab, wie die MAXWELtschen Spannungen aus dem elektro- 
statischen Potential. Die Energiedichte verschwindet tiberall nur im 
verschwindenden Gravitationsfeld. 


Zusammenfassung. 


Die Formulierung der Erhaltungssatze war in der allgemeinen Rela- 
tivitatstheorie bisher zwar mathematisch korrekt, physikalisch aber 
nicht voll befriedigend gelungen. Die vorliegende Untersuchung stellt 
einen Versuch zur Loésung dieses Grundlagenproblems im Fall des 
schwachen Gravitationsfeldes dar. Sie gibt in vieler Hinsicht eine Kon- 
kretisierung tiberragender Gedanken EINSTEINs. Es zeigt sich, daB der 
geniale Schépfer der Relativitatstheorie in allen entscheidenden Fragen 
stets das physikalisch Wesentliche herausstellte. 

Ausgehend von der Vorstellung, daB ein Schwerefeld erst durch die 
Kenntnis zweier MaBbestimmungen g;, und g;, auf der vierdimensio- 
nalen analytischen Mannigfaltigkeit der Welt vollstandig beschreibbar 


se 
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ist, wird gewissermaBen eine Deformationstheorie der Raum—Zcit- 
Metrik entwickelt, ahnlich der Elastizititstheorie, wo die Deformation 
eines Kontinuum durch Differenzbildungen zwischen 2 Zustinden eines 
Medium gekennzeichnet wird. Die 1. Ma8bestimmung der g,, bestimmt 
die eigentliche Metrik des Raum—Zeit-Kontinuum, die durch Deformation 
der 2. MaBbestimmung der g;, infolge der gravitierenden Wirkung der 
Massen entsteht. Diese Deformation wird durch die Ernsternschen 
Feldgleichungen geregelt, deren fundamentale Bedeutung also vollkom- 
men erhalten bleibt (§§ 1 und 2). Durch die Existenz zweier MaBbestim- 
mungen hat man die Méglichkeit kovariante Beziehungen zu bilden in 
weit hoherem Umfang, als dies bei der bisherigen Formulierung der Theo- 
rie der Fall war. So iibernimmt der Tensor y;,—= g;,—g;, die Rolle des 
Tensors des Gravitationspotentials, und die Differenzen der CHRISTOFFEL- 
Symbole Jy, —7, der beiden MaBbestimmungen sind die Komponenten 
eines gemischten Tensors 3. Stufe 0/,. Letzteren TensorgréBen wird die 
Bedeutung der Komponenten des eigentlichen Gravitationsfeldes zu- 
geschrieben, wahrend der Affintensor /1), die Rolle der Komponenten 
der Tragheitskrafte ttbernimmt. Der Affintensorcharakter dieser letzte- 
ren GroBen bringt wohl in klarster Form die starke Abhangigkeit der 
Tragheitskrafte vom Bezugssystem zum Ausdruck, wahrend der Tensor- 
charakter der 9, der physikalischen Realitaét der an die Materie gebun- 
denen, eigentlichen Schwerefelder entspricht. Die 2. MaBbestimmung 
soll als MaBtensor des metrischen Untergrundes, einem ungekriimmten 
Raum entsprechen, dessen RIEMANN-CHRISTOFFELScher Tensor 4. Stufe 
R; 1 also in samtlichen Komponenten verschwindet. Durch geeignete 
Koordinatentransformationen (Ubergang zu Normalkoordinatensyste- 
men) 1a8t sich immer erreichen, daB die 2. MaBbestimmung pseudo- 
euklidisch wird, wo dann also samtliche Komponenten 7), der Tragheits- 
krafte verschwinden und die J, mit den 0}, identisch werden. Bei 
Kenntnis beider Ma8bestimmungen ist also eine eindeutige Trennung des 
Feldes in das eigentliche Gravitationsfeld und das Feld der Tragheits- 
krafte mdglich. 

Da das Bewegungsgesetz der geodatischen Linien nach EINSTEIN 
eine direkte Folge der ErnstE1nschen Feldgleichungen ist, gilt es auch 
in der neuen Fassung der Theorie. Damit kénnen sdmtliche wichtigen 
Folgerungen der Theorie (Perihelbewegung der Planetenbahnen, iiber 
Ausbreitung von Lichtwellen, Rotverschiebung der Spektrallinien usw.) 
sofort tibernommen werden (§ 3). Das Aquivalenzprinzip erfahrt insofern 
eine Modifikation, als durch die Wahl eines lokal geodatischen Koor- 
dinatensystems nicht das eigentliche Schwerefeld wegtransformiert wird, 
sondern es werden durch den Ubergang zum geodatischen System solche 
Tragheitskrafte eingefithrt, daB sie die Kraftwirkungen des eigentlichen 
Schwerefeldes auf den Massenpunkt kompensieren. Daf dies méglich 
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ist, hiangt damit zusammen, daB die Kraftwirkungen des eigentlichen 
Schwerefeldes nur von den 1. Ableitungen der Komponenten der beiden 
MaBtensoren abhingen (§ 4). Die héheren Ableitungen lassen sich wegen 
des kovarianten Charakters der Kriimmungsgr6Ben niemals durch ge- 
eignete Koordinatenwahl gleichzeitig alle zu Null machen. Der Ablauf 
der physikalischen Vorginge (z.B. in einem Atom) wird durch die Exi- 
stenz des eigentlichen Schwerefeldes auch in geodatischen Systemen 
nur so geringfiigig beeinfluBt werden, daB die Grundannahme EINSTEINs, 
wonach im geodatischen System das Schwerefeld nicht mehr wirksam 
sei, in hohem MaBe gerechtfertigt erscheint (vgl. hierzu A. EDDINGTON, 
laeit 53243 4)9 

Im § 5 wird gezeigt, daB die E1NsTEINschen Feldgleichungen, welche 
die Deformation der Metrik durch die Massen regeln, in kovarianter Weise 
so formuliert werden, daB in ihnen nur die eigentlichen Schwerkraft- 
komponenten oj, und deren kovariante Ableitungen in den beiden MaB- 
bestimmungen auftreten. Nach ErNsTEIN kann man ferner die Feld- 
gleichungen durch Variation aus einem Wirkungsprinzip finden. Hier 
gibt es ein analoges Prinzip dessen Wirkungsfunktion invarianten Cha- 
rakter hat und eine homogene, quadratische Funktion der Tensorkompo- 
nenten 0), des eigentlichen Gravitationsfeldes ist (§ 6). 

Bisher war die Kenntnis beider MaBbestimmungen vorausgesetzt. 
Von einer Theorie wird man verlangen, daB sie zu einer vollstandigen 
Bestimmung aller FeldgrdBen fiihrt, hier also zu einer solchen Bestim- 
mung beider MaBbestimmungen. Dieses Kernproblem wird im Teil II 
fiir den Fall des schwachen Gravitationsfeldes gelést. Das Wirkungs- 
prinzip fiihrt in der derzeitigen Form zu keiner Festlegung beider MaB- 
tensoren. Dies kann also nur durch neue, zusatzliche Bedingungen er- 
reicht werden. Wenn sich derartige Zusatzbedingungen fiir die beiden 
MaBtensoren auffinden lassen, daB unter Hinzunahme geeigneter Rand- 
bedingungen im raumlich Unendlichen keine von der pseudoeuklidischen 
Metrik verschiedene singularitatenfreie Lésungen der homogenen, 
Inearen Differentialgleichungen R;,;,,—0 (fiir schwache Felder!) exi- 
stieren, so besitzen die linearisierten E1NsTEINschen Feldgleichungen 
(inhomogene Differentialgleichungen) nur von Null verschiedene Lé- 
sungen, die gekriimmten Mannigfaltigkeiten entsprechen. Es sind dies 
also eigentliche Gravitationsfelder, die man sich durch geeignete Massen- 
anordnung erzeugt denken kann. Solchen Lésungen hat man daher als 
2. MaBbestimmung die pseudoeuklidische Metrik mit konstanten g,,- 
Komponenten zuzuordnen (da die Tragheitskrafte verschwinden). Der- 
artige kovariante Zusatzbedingungen lassen sich in der Tat angeben 
[Gl. (45)]. Da unter diesen Zusatzbedingungen die Feldgleichungen bei 
vorhandener Materie durch retardierte Potentiale (wie bei E1nsTEIN) . 
gelést werden, kommen als Randbedingungen im raéumlich Unendlichen 
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diejenigen in Frage, welche die Anwendung dieser auch in der Elektro- 
dynamik iiblichen Integrationsmethoden der inhomogenen Wellen- 
gleichung mit Hilfe retardierter Potentiale gewiahrleisten. So ist es 
moglich, beide Ma8bestimmungen bei bekannter Materieverteilung oder 
bekannter 1. MaBbestimmung beide MaBbestimmungen in eindeutiger 
Weise zu finden. 

In Teil HI wird die Formulierung des Energie-Impulserhaltungs- 
satzes im schwachen Gravitationsfelde vorgenommen. Es gelingt in ein- 
facher Weise, eine tensorielle Formulierung der differentiellen Erhaltungs- 
satze zu finden, in welcher ein dem E1nsteinschen Pseudotensor analoger 
Tensor #;’ die Rolle des Energie-Impulstensors des Gravitationsfeldes 
ubernimmt. Weil die Erhaltungssatze sich als verschwindende Divergenz 
eines Tensors 2. Stufe in der 2. MaBbestimmung (Divergenz bezieht sich 
darauf), die einem ungekriimmten Raum entspricht, ergeben, so ist die 
Formulierung von integralen Erhaltungssatzen in beliebigen Raum- 
bereichen méglich. Dies in voller Analogie zur speziellen Relativitats- 
theorie mit dem einen Unterschied jedoch, daB hier als neue Energieart 
die Gravitationsenergie hinzukommt. Der aus dem ErNsTEeiNschen 
Pseudotensor hervorgehende Energie-Impulstensor ¢;’ hat aber die be- 
fremdende Eigenschaft unsymmetrisch zu sein, wodurch z.B. der Satz 
von der Tragheit der Energie nicht auf die Gravitationsenergie zu tiber- 
tragen ware. Nun zeigt es sich aber, daB der ErnstTEeINsche Pseudo- 
tensor unter den Zusatzbedingungen (45) nicht eindeutig ist. Es exi- 
stiert ein weiterer divergenzfreier Pseudotensor, der, wie der EINSTEIN- 
sche Pseudotensor, eine homogene, quadratische Funktion der 1. Ab- 
leitungen des 1. MaBtensors ist. Ihm 1aBt sich ein ebenfalls unsymmetri- 
scher Tensor zuordnen. Er fiihrt durch Linearkombination mit dem 
Tensor ¢” zu einem symmetrischen Tensor @,,,,,, der nun als neuer Energie- 
Impulstensor des Schwerefeldes auch z.B. die Giiltigkeit des Satzes von 
der Tragheit der Gravitationsenergie zur Folge hat. Die Komponenten 
dieses Tensors sind ebenfalls homogene, quadratische Funktionen der 
tensoriellen Feldkomponenten 0}, , in vollkommener Analogie zur Elektro- 
dynamik im Vakuum, wo auch die Komponenten des Energie-Impuls- 
tensors homogene, quadratische Funktionen der Komponenten des Feld- 
sechservektors sind. 

Zam Unterschied gegeniiber der MAxwettischen Theorie verschwin- 
det die Spur des Energie-Impulstensors @% des Schwereteldes nicht. 

Die Anwendung auf statische Felder (§ 11) zeigt, daB der raéumliche 
_ Spannungstensor in vollkommener Analogie zum Maxwettschen Span- 

nungstensor aufgebaut ist. (nur mit entgegengesetztem Vorzeichen). In 
Richtung der Feldlinien hat man einen Druck und senkrecht dazu einen 
Zug vom Betrage der Energiedichte. Diese Energiedichte im Schwere- 
feld ist proportional zum Quadrat des Gradienten des Newronschen 
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Gravitationspotentiales und besitzt stets positive Werte. Sie ver- 
schwindet nur bei verschwindendem Gravitationsfeld. 

Die bisherigen Untersuchungen bezogen sich auf das schwache Gra-_ 
vitationsfeld. Sie zeigen, da8 man eine widerspruchsfreie Formulierung 
der Gravitationstheorie angeben kann (zumindest der schwachen Felder), 
welche die Erhaltungssatze in einer mehr gewohnten Fassung liefert. 

Probleme des starken Feldes bleiben einer spateren Abhandlung vor- 
behalten. Die Integrationstheorie von EINSTEIN fiir das schwache Gra-_ 
vitationsfeld, die letzten Endes auch auf den Zusatzbedingungen (45) 
fuBt, erhalt durch diese Untersuchungen eine tiefere physikalische Be- 
deutung. 


a 


_ 


Herrn Prof. M. v. Lave danke ich fiir Ne ie und An- 
regungen bei diesen Untersuchungen. : ; 


Braunschweig, Lehrstuhl fiir Theoretische Physik der Technischen 
Hochschule. 
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Bestimmung der radialenTem peraturverteilung von 
Hg-Hoéchstdruckbégen aus den Kuppenstrahldichten 
selbstumgekehrter Linien. 


Von 
WILHELM GOING, Hannover. 
Mit 5 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 10. Oktober 1951.) 


Unter Anwendung einer von H. Bartets entwickelten TemperaturmeBmethode, 
welche aus den Kuppenstrahldichten von in Selbstumkehr erscheinenden Spektral- 
linien die Temperatur bestimmt, wird die radiale Temperaturverteilung in Queck- 
silberhéchstdruckbégen der Osramtype HBO 200 gemessen. In der Bogenachse 
ergibt die Temperaturmessung fiir die untersuchten Lampen den Mittelwert 
8000 [°K]. Die Genauigkeit der Temperaturangabe fiir jede Einzellampe betragt 
+ 200°. Fiir die Absolutmessung der Strahldichte findet als Vergleichsnormal ein 
Kohlennormalbogen Anwendung, iiber den ausfiihrlich referiert wird. 


$1. Etnleitung und Problemstellung. 


In der vorliegenden Arbeit soll iiber Temperaturmessungen an 
Quecksilberhéchstdruckentladungen berichtet werden. Die Temperatur 
wird hierbei nach einem von H. BarTELs1!;? angegebenen Verfahren aus 
Intensitatsmessungen an Spektrallinien erschlossen®, die in Selbst- 
umkehr erscheinen. Die Grundlagen fiir dieses MeBverfahren ergeben 
sich im wesentlichen aus Arbeiten von H. BARTELS*»®, in denen die 
Theorie der Linienemission aus inhomogenen Schichten entwickelt 
wurde. Die Methode erfordert Selbstumkehr in Linien, bei denen auch 
der untere Term wesentlich hdher liegt als der Grundzustand des Atoms. 
Sie findet ihr eigentliches Anwendungsgebiet in Bereichen, in denen 
andere spektroskopische Verfahren wegen der starken Absorption inner- 
halb der Lichtquelle keine zuverladssigen Messungen gestatten, unter 
Bedingungen also, wie sie z.B. in den vom Verfasser ktirzlich unter- 
suchten HochdruckstoBentladungen®.? herrschen. Bei der Hoéchst- 
drucklampe HBO 200 sind die Voraussetzungen fiir die Anwendung der 
Methode an einer Reihe von Linien auch schon unter normalen statio- 
ndren Betriebsbedingungen gegeben. Es liegt deshalb nahe, die Methode 


1 Bartets, H.: Z. Physik 127, 243 (1950). Im folgenden mit BI zitiert. 

2 Bartets, H.: Z. Physik 128, 546 (1950). Im folgenden mit BII zitiert. 

3 BarTEts, H., u. W. Gorne: Naturwiss. 36, 279 (1949). 

4 Bartets, H.: Z. Physik 125, 597 (1949). Im folgenden mit UT zitiert. 

5 BarTEts, H.: Z. Physik 126, 108 (1949). Im folgenden mit U II zitiert. 
8 Gone, W.: Naturwiss. 24, 588 (1950). 

7 Gérnc, W.: Phys. Verh. 3, 52 (1951). 
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zunichst an dieser Lampe zu erproben, zumal hier noch eine Vergleichs- 
moglichkeit mit anderen Messungen gegeben ist. Denn unter vergleich- 
baren Bedingungen konnte P. Scuutz! an der Hg-Linie A= 5770 A, die 
unter diesen Betriebsbedingungen noch kaum absorbiert wird, nach 
einem ganz anderen Verfahren die Achsentemperatur der Saule be- 
stimmen. 

In §2 wird ein kurzer Uberblick iiber die theoretischen Ansatze ge- 
geben, soweit sie zur Auswertung bereitgestellt werden miissen. In 
§3 bis §5 werden die experimentellen Grundlagen des MeBverfahrens 
behandelt und in §6 die Ergebnisse mitgeteilt und diskutiert. 


§ 2. Methode der Temperaturmessung. 


In den schon erwahnten Arbeiten von H. BARTELS ist eine sehr ein- 
gehende Darstellung und theoretische Begriindung des benutzten Tem- 
peraturmeBverfahrens gegeben worden. Es soll daher in diesem Zu- 
sammenhange nur noch einmal kurz das wesentliche der Methode dar- 
gestellt werden. 

Wir kénnen uns auf Beobachtungsstrahlen beschranken, die in einer 
zur Bogenachse senkrechten Ebene liegen (v = Abstand des Strahles 
von der Achse). Auf den einzelnen Beobachtungsstrahlen sei die Tem- 
peraturverteilung symmetrisch und T,,(v) die jeweilige Maximaltem- 
peratur. Es sei ferner 


die Ergiebigkeit (e¢, bzw. # = Emissions- bzw. Absorptionskoeffizient). 
Dann lassen sich die Kuppenstrahldichten J,, einer Umkehrkontur ? 
auf jedem Beobachtungsstrahl darstellen durch 


Ty 5 = Jy(Tin) *-M + Ymax (6) « (1) 


Dabei ist J,(T,,)-M der auf dem Beobachtungsstrahl tiber dem opti- 
schen MaBstab* gewonnene Mittelwert der Ergiebigkeit und p ein Para- 
meter, der die relative Verteilung der Ergiebigkeit langs des Strahles 
kennzeichnet. Die Funktion Y,,,x (p) | ist durch die BARTELssche Theorie 
fest gegeben. Sie bestimmt als Funktion von # die Maximalwerte einer 
Kurvenschar, deren physikalische Bedeutung und formale Darstellung 


1 Scnutz, P.: Ann. Phys. 3, 280 (1948). 

2 Rs seien die Maxima, die in einer Umkehrkontur das Minimum flankieren, — 
als Umkehrkuppen und die in ihnen emittierten Strahldichten als Kuppenstrahl- 
dichten J, bezeichnet. 

3 Dabei ist der Absorptionskoeffizient im optischen Wegelement dt=x- dl 
auf die jeweilige Frequenzlage », der Umkehrkuppe zu beziehen. 

+ Fiir die Funktion Ymax(p) ergibt sich in sehr weitgehender Naherung: 


Ymax(p) = 2+ e714 (1 —2+e71) p? = 0,736 + 0,264 p?. 
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in UI und spateren Arbeiten eingehend behandelt wird und auf die 
hier deshalb nicht naher eingegangen sei. Wie in UI und UII gezeigt 
wird, wachst A», — der Frequenzabstand der Kuppen von der Linien- 
mitte — nach Einsetzen der Umkehr (A », = 0) mit wachsender Schicht- 
dicke? monoton an. Wenn die Linienform innerhalb der Bogensaule 
nicht variiert, so sind, wie schon in UI gezeigt wird, M und # von 
Ay, unabhangig, hat also auch die Schichtdicke nach Einsetzen der 
Umkehr keinen Einflu8 auf die Kuppenstrahldichte. Wenn aber die 
Linienform innerhalb der Bogensdule variiert, so werden M und p von 
Ay, abhangig und nahern sich erst mit wachsendem Ay, frequenzunab- 
hangigen Grenzwerten M,, und ,,, erreicht also auch die Selbstumkehr 
erst mit wachsender Schichtdicke ein Stadium, in dem die Kuppenstrahl- 
dichten nicht mehr von der Schichtdicke abhangen. Die Auswertung der 
Kuppenstrahldichten zur Temperaturmessung, wie sie in BI und BII 
entwickelt wird, setzt Verhaltnisse voraus, unter denen die Schichtdicke 
keinen EinfluB auf die Kuppenstrahldichten hat. Da8 diese Voraussetzung 
bei der vorliegenden Messung ausreichend erfiillt ist, wird nachtraglich 
in § 6 gezeigt. 

Die GréBen M,, und #,, sind auf jeden Beobachtungsstrahl von der 
jeweiligen Maximaltemperatur T,,, der relativen Temperturverteilung 
und der Linienform abhangig. Diese Zusammenhange sind in B II (5) 
und BII (6) formuliert und werden dort eingehend diskutiert. Bei 
Linien, deren unterer Term wesentlich hoher liegt als der Grundzustand 
des Atoms, sind M,, und #,, in erster Naherung schon durch den Verlauf 
der Temperaturverteilung im Punkt T=T,, bestimmt?. Ist die Kriim- 
mung in diesem Punkte endlich, so lassen sich die Ausdriicke M,, und 
px in dieser Naherung durch die Grenzwerte 


alae 

Moe= [oe] 2) 
O;, 
0; 

poe = Laretg | 6) 
1-235 


ersetzen. Die Linienform wirkt sich hier nur in einem Unterschied 
zwischen ElektronenstoBverbreiterung und anderen Verbreiterungs- 


1 Es sei ZW die Zahl der absorbierenden Zustande je Volumeneinheit. Unter 
Schichtdicke schlechthin sei hier wie bei BARTELS verstanden: Oszillatorenstarke 
multipliziert mit dem Integral von Z iiber den Beobachtungsstrahl. 

2 Die Moglichkeit, die Kuppenstrahldichten in eine eindeutige Beziehung zur 
Maximaltemperatur zu bringen, ist bei den Resonanzlinien des neutralen Atoms 
nicht gegeben. Deshalb kommen diese Resonanzlinien fiir die Anwendung der 
Methode nicht in Frage. 


40* 
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ursachen aus. Im ersten Falle (ElektronenstoBverbreiterung) ist zu 
setzen 


pat 
O14 — e(Vas+4%) ’ 4) 


in allen anderen Fallen 
J yi ey (5) 


Dabei ist V, bzw. V; die Anregungsspannung des oberen bzw. des unteren 
Linienterms und V; die Ionisierungsspannung. Die Naherung durch 
Grenzwerte (2) und (3) setzt voraus, daB 0; ,<<1.. Die Maximaltempe- 
ratur 7;,, die in (2) und (3) herausfallt, sowie die Abweichungen von 
einem rein parabolischen Verlauf der Temperaturverteilung pital Mee bs 
und die Auswirkungen spezieller Linienformen treten in M,, und £, 
in Gliedern auf, die den Grenzwerten additiv beizufiigen sind und mit 
OQ, , in erster und hoherer Ordnung verschwinden. Wir werden uns bei 
der Auswertung zundchst mit der durch die Grenzwerte M,,¢ und pug 
gegebenen Naherung begniigen und erst nachtraglich in §6 die relativ 
kleinen Fehler in einer zweiten Lésung korrigieren. 

Aus der Strahlungstheorie ergibt sich, daB sich die Ergiebigkeit 
durch die WrENsche Naherung darstellen la8t, wenn der Anteil der 
erzwungenen Emission! vernachlassigt werden kann. 


hy 


dim (v) ae -s ERAS ie (6) 


Beschreiben wir nun J,, durch eine Ersatztemperatur Ty (v), die durch 
die WieENsche Funktion definiert ist, 


hy 
he — 
eit Sa (6) 
so folgt aus (1) mit (6) und (8) 
T,,(v) = ee (9) 


ke pee 


Ymmax Goll 


Aus diesem kurzen heme iiber die Theorie der Temperatur- 
messung-an selbstumgekehrten Linien ist also zu ersehen, daB zur Be- 
stimmung der radialen Temperaturverteilung nur die Messung der 
Kuppenstrahldichten auf verschiedenen parallelen Beobachtungs- 
strahlen erforderlich ist. Dann kann nach (8) die Ersatztemperatur 
berechnet werden, wahrend aus Gl. (9) sich die maximale Temperatur 


1 Wie Messungen von Temperaturverteilungen in QuecksilberstoBentladungen 


ergaben, mu bei Temperaturen etwa ab 10000° K die erzwungene Emission 
beriicksichtigt werden. 
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auf jedem Beobachtungsstrahl ergibt. Es ist dann stets 


Z(%) =[T(r)] =», (10) 


womit dann auch die radiale Temperaturverteilung bekannt ist?. 

Nach tiefen Temperaturen ist die Anwendung des MeBverfahrens 
durch die Bedingung begrenzt, daB in der zur Messung benutzten Linie 
die Schichtdicke noch so groB sein muB, daB ihre Kuppenstrahldichte 
unabhangig von der jeweiligen Schichtdicke ist. Nach hohen T. empera- 
turen ist die Anwendung des Verfahrens bis zu einem Ionisierungsgrad 
von etwa 10% ohne Sonderkorrekturen zulassig. Im vorliegenden Falle 
wird diese Grenze nicht annihernd erreicht, weil der Ionisierungsgrad 
unter den gegebenen Bedingungen um etwa eine Gré8enordnung klei- 
WETVASt. 

$3. Experimentelle MeBanordnung. 

Gemessen wurde, wie schon eingangs erwahnt, an den von der Firma 
Osram Studiengesellschaft? entwickelten Quecksilberhéchstdrucklampen 
Type HBO 200+. Die von der mit Gleichstrom betriebenen Lampe auf- 
genommene Leistung wurde bei Messungen immer auf 200 W eingestellt. 

Zur spektralen Intensitatsmessung wurde ein Dreiprismenspektro- 
graph (Prismensatz nach FORSTERLING) von ZeiB benutzt, dessen nor- 
males Kameraobjektiv durch ein sehr langbrennweitiges Objektiv 
(f = 450 cm) ersetzt wurde, um zur Hebung der Photometriergenauig- 
keit auf der photographischen Platte eine moglichst hohe spektrale 
Dispersion zu erhalten. Die HBO 200 wurde stark vergréBert in die 
Ebene des Spektrographenspaltes abgebildet. Durch meBbares Ver- 
schieben der Lampe konnte jeder Bildpunkt des Bogens in die Spalt- 
6ffnung justiert werden. Auf diese Weise wurden die Linienkonturen 
auf jedem gewiinschten Beobachtungsstrahl, wie es zur Bestimmung 
der radialen Temperaturverteilung erforderlich ist, aufgenommen. Die 
zur Strahldichtebestimmung in den Linienkonturen notwendigen Inten- 
sitatsmarken wurden in bekannter Weise durch sehr genau tiberpriifte 
und fein abgestufte Blendenabschwachung erhalten. AuBerdem wurde 
der hierfiir erforderliche Blendensatz dazu benutzt, um auch auf den 
von der Bogenachse weiter entfernten Beobachtungsstrahlen trotz 
der wesentlich geringeren Strahldichten bei gleichen Belichtungszeiten 


1 Ist die Temperaturverteilung im Bogen axialsymmetrisch, gilt (10) fiir die 
radiale Verteilung in jeder Richtung. Ist jedoch, wie sich spater herausstellen wird, 
nur die oben formulierte Symmetriebedingung (symmetrische Verteilung auf den 
einzelnen Beobachtungsstrahlen) erfiillt, gilt (10) nur fiir die zur Beobachtungs- 
richtung senkrechte Ebene. 

2 Fiir die Uberlassung von Héchstdrucklampen bin ich der Firma Osram-— 
Studiengesellschaft, Berlin zu groBem Danke verpflichtet. 

+ Beschreibung der Lampe bei R. Rompe, W.THOuURET und W. WEIZEL 


[Z. Physik 122, 1 (1944)]. 
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immer nur Schwarzungen zu erhalten, die im linearen Teil der 
Schwarzungskurve liegen. Photometriert wurden alle Spektralaufnahmen 
mit Hilfe eines groBen vollautomatischen Zeissschen Registrierphoto- 
meters. 

Zur Temperaturmessung herangezogen wurden im wesentlichen die 
drei Linien 12=4047A (28P,—23S,); A= 4358 A (23P,—2S,) und 
A=5461 A (2°P,—23S)). 

Der relative Verlauf der Konturen von aus Hg-Héchstdrucklampen 
emittierten Linien ist bereits eingehend von R. Rompe und P. ScHULZ 

untersucht!. Wir kénnen das Ergebnis, soweit 
5A es hier fiir die Auswertung von Belang ist, von 
dort iibernehmen. RoMPE und SCHULZ zeigen, 
daB die Konturen aller auf dem */), .-Termen 
endenden Linien die gleichen charakteristischen 
pene b  Eigenschaften haben und kénnen aus ihren Er- 
gebnissen folgern, daB die Verbreiterung dieser 
Linien im wesentlichen durch die Verbreiterung 
pag c der °F, ,-Terme bedingt ist. Damit scheiden 
fiir die hier zur Messung herangezogenen Linien 
_ Starkeffekte und ElektronenstoBverbreiterung 
eo loses “ als Verbreiterungsursachen aus?. 
aa In Fig. 4 sind Photometerkurven der Kon- 
he hese aes arta turen der Linie 4047 reproduziert, wie diese 
aufgenommen auf parallelenBe- auf von der Bogenachse verschieden weit ent- 
obachtungsstrahlen. (v = Ab- 
stand des Beobachtungsstrahles  fernten Beobachtungsstrahlen erhalten wurden. 
Wetec oe o mom) Die absoluten Kuppenstrahldichten der einzel- 
¢ ¥=0,53; dv=0, nen Aufnahmen sind selbstverstandlich stark 
verschieden und wurden, wie bereits erwahnt, bei 
den Spektralaufnahmen mittels geeigneter Blendenverhiltnisse auf etwa 
gleiche Schwarzungen reduziert. Man erkennt an diesen Registrier- 
kurven, daB die Selbstumkehr mit wachsendem Achsenabstand immer 
geringer wird und daB bereits in etwa 1,4 mm Abstand von der Bogen- 
achse keine Selbstumkehr mehr vorhanden ist. Es wird in §6 gezeigt, 
da8 hier die Voraussetzungen fiir die Anwendung des Verfahrens bis 
zum, Verschwinden der Umkehr gegeben sind. 


[ 


rE 


§ 4. Uber das zur Strahidichtemessung benutzte Strahlungsnormal. 


Zur Temperaturbestimmung aus den Linienkonturen selbstumge- 
kehrter Linien ist die Kenntnis der absoluten Kuppenstrahldichten 


* Romer, R., u. P. Scnurz: Z. Physik 108, 654 (1938); 110, 223 (1938). 
2 In dem hier untersuchten Triplett 2 *Po.1,2 —2*S, ist auch fiir den Ausgangs- 


term eine merkliche Beeinflussung durch ElektronenstoBverbreiterung mit Sicher- 
heit auszuschlieBen. 


ae 
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notwendig. Um nun die Kuppenstrahldichten genau messen zu kénnen, 
ist ein Strahlungsnormal erforderlich, dessen Strahldichte wenigstens 
in dem Frequenzbereich der zur Temperaturmessung verwandten Queck- 
silberlinien die gleiche GréBenordnung wie die Strahlung der HBO 200 
besitzen soll. Da die Kuppenstrahldichten der selbstumgekehrten 
Linien in der HBO 200 etwa einer schwarzen Strahldichte bei 7000° K 
entsprechen, wird als Vergleichsnormal zweckmaBigerweise die Anoden- 
kraterstrahlung eines Reinstgraphitbogens herangezogen. Die Bedin- 
gungen, unter denen der Anodenkrater eines Kohlenbogens als Eichnormal, 
insbesondere fiir Pyrometer verwendet werden kann, wurden in eingehen- 
der Weise von CHANEY, HAMISTER und Gass! untersucht. Unter An- 
wendung dieser Ergebnisse wurde nun von H. G. Mac PHERson? ein fiir 
Eichzwecke besonders gut reproduzierbares Kohlenstrahlungsnormal an- 
gegeben, dessen schwarze Temperatur und Absorptionsvermégen bei 
definierten Brennvorschriften sehr genau bestimmt werden konnten. 
Die Elektroden dieses Normalbogens* bestehen aus spektroskopisch 
reinem Graphit (Anode 6,35 mm @, Kathode 3,17mm @) und bilden 
miteinander einen Winkel von 90°. Der von Mac PHERSON angegebene 
Wert von 3820° K +15° fiir die schwarze Temperatur bei 6530 A im 
Zentrum des Anodenkraters ist ein Mittelwert aus drei unabhangigen 
Messungen des National Bureau of Standards, der General Electric und 
der United Carbon Company. Das Emissionsvermégen ¢ des Anoden- 
kraters wird von MAc PHERSON zu 0,77 angegeben, und zwar ist nach 
seinen Messungen ¢ innerhalb des Wellenlangenbereiches von 2600 bis 
7000 A konstant. In dem Bereich von 3500 bis 4300 A ist zwar das 
Kontinuum des Anodenkraters von Banden iiberlagert, jedoch kann, wie 
eigene Messungen ergaben, das Kontinuum bei geniigend groBer Dispersion 
auch in diesem Frequenzbereich gut von den Banden getrennt werden. 

Durch Verwendung eines derartigen Bogens mit geeichten Reinst- 
graphitstaben der United Carbon Company stand nun ein neuer Eich- 
punkt fiir ein Mikropyrometer zur Verfiigung. Damit war die Méglich- 
keit gegeben, auf einfache Weise schwarze Temperaturen, die nicht 
wesentlich von 3820° K abweichen, mit fast der gleichen Genauigkeit 
zu messen, wie bei den amerikanischen Prazisionsmessungen. Auf diese 
Art wurden die Kratertemperaturen von in Deutschland von den Rings-_ 
dorffwerken* und friiher auch von Siemens-Plania hergestellten, be- 
sonders gereinigten Spezialkohlen ermittelt. 

1 CHANEY, HamiIsTER u. Grass: Trans. Electrochem. Soc. 67, 107 (1935). 

2 Mac PHeErson, H.G.: J. Opt. Soc. Amer. 30, 189 (1940). 

3 Herrn Mac PHERSON von der United Carbon Company USA sei auch an 
dieser Stelle fiir die Zurverfiigungstellung derartiger geeichter Reinstgraphitstabe 


gedankt. , 
4 Den Ringsdorffwerken in Mehlem a. Rh. bin ich fiir die Spezialanfertigung 


und Zurverfiigungstellung derartiger besonders gereinigter Kohlen auBerst dankbar. 
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Tabelle 1. Betriebsdaten fiiv verschiedene Normalbégen. 


7 3 Bogen- Schwarze oe pakad Wahre 
Nr. eps? a ea Tyee: es stromstarke ae rf pepe 
cg on A=6650A | A=6530A 
6,35 © 3,17 © 11 3817 3820 3995 
1 special Graphite Spectroscopic 
Electrodes United Carbon Comp. 
USA 
10,5@ Siemens | 4,0@ Ringsdorff} 12—14 3842 > 00 — 3990 
2] Plania ARG! Azur S/EK 
¥ a a 
, | 6@ Ringsdorff |4,0@ Ringsdorff 7—7,5 3817 — 3995 
i Azur S/EK Azur S/EK 
4 4 @ Ringsdorff |4,0@ Ringsdorff 5—5,5 3812 —=- 3990 
Azur S/EK Azur S/EK 


Da derartige Kohlenbogennormale fiir die Strahldichtemessungen bei 
sehr hohen Temperaturen von Bedeutung sind, so diirften die in der 
Tabelle 1 angegebenen Betriebsdaten fiir die im Rahmen dieser Arbeit 
untersuchten Normalbégen, deren Kratertemperaturen durch Vergleich 
mit dem Mac Puersonschen Normalbogen Nr. 1 genau bestimmt wurden, 
auch fiir andere Untersuchungen von Interesse sein. 

Messungen der Abhangigkeit der schwarzen Temperaturen vom 
Bogenstrom ergab fiir Normalbogen 2 im Gegensatz zu anderen Mes- 
sungen®, da® die tberhaupt maximal erreichbare Kratertemperatur 
beim ruhig brennenden Bogen bereits wesentlich vor dem Einsetzen des 
Zischens erreicht wurde. Erhéht man die Stromstirke, bei welcher diese 
maximale Temferatur erreicht wird, weiter, so fallt die Kratertemperatur 
bis zum Beginn des ,,Zischens‘‘ wieder etwas ab. Dieser Effekt wurde 
auch bei Normalbogen 3 und 4 beobachtet. 

Die Strahldichtebestimmung der zur Temperaturmessung benutzten 
Linienkonturen wurde nun so vorgenommen, da8 auf eine photographische 
Platte mit gleichen Belichtungszeiten folgende Spektren gedruckt wurden: 

1. Die Linienkonturen auf etwa 20 verschiedenen parallelen Be- 
obachtungsstrahlen durch die HBO 200. 

2. Intensitétsmarken mit Hilfe fein abgestufter Blenden und HBO 200. 

3. Kontinuum der Anodenkraterstrahlung des Normalbogens. 


$5. Einflup der Wandung des Entladungsgefifes 
auf die Messung der absoluten Strahldichte. 
Da die Bestimmung der Bogentemperatur eine energetische Messung 
der Kuppenstrahldichte erfordert, ist fiir eine genaue Auswertung der 


1 Wird seit 1945 nicht mehr hergestellt. 
* PaTZELT u. BALDEWEIN: Wiss, Verdéff. Siemens-Werk 21, 213 (1943) 
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Spektralaufnahmen die Kenntnis der frequenzabhangigen Verluste der 
GefaBwandung der verwendeten Hochdrucklampe unbedingt notwendig. 
Nur dann ist aus dem photometrisch gemessenen Wert fiir die Kuppen- 
strahldichte die wirklich von dem Bogen emittierte Strahldichte anzu- 
geben, deren genaue Kenntnis fiir die Temperaturbestimmung erforder- 
lich ist. Die aus dem Bogen auf die Vorderwand der HBO auftreffende 
Strahlung wird zu einem Bruchteil teils in der Wand absorbiert, teils 
an ihr reflektiert. Wiirde man annehmen, daB unter den vorliegenden 
Verhaltnissen die Bogensiule der Quecksilberhéchstdrucklampe noch 
optisch diinn ist, so miiBte bei der 
Auswertung der Strahldichtemes- 
sungen auch noch der Anteil der von 
der Riickwandung in die Beobach- 
tungsrichtung reflektierten Strah- a | 

lung beriicksichtigt werden. Imvor- > | ie eee 
liegenden Falle kénnen wir jedoch gy Bese Se ode 
wenigstens bei der Messung der Kup- 

penstrahldichte den Anteil der Re- Sea aq EO EE 
Wellenlange 


08 


flexion an der Riickwand vernach- 

lassigen, da die Schicht fiir den Fig. 2. Wellenlangenabhangigkeit der Durchlassig- 

Frequenzbereich der Linie um das keit D einer Wandung des Lampenkolbens der 
x a F HBO 200. a4 Fir eine neue Lampe; 6 nach 

Kuppenmaximum bereits als optisch lingerer Betriebsdauer. 

dick angesehen werden kann. 

Wir erfassen die Verluste durch Messung der Durchlissigkeit. Es 
wurde die relative Intensitat eines sehr eng begrenzten Strahlenbiindels, 
das durch die Mitte der HBO verlief, mittels Photozelle gemessen. Aus 
einer weiteren Intensitatsmessung nach Entfernen der HBO ergibt sich 
dann ohne weiteres die Durchlissigkeit D’ der beiden Wandungen. 
Unter Annahme gleicher Schwachung an Vorder- und Riickwand ist: 


Dea VD 


Die Wellenlangenabhangigkeit der Durchlassigkeit konnte durch Ein- 
bringen von Interferenzfiltern verschiedener Wellenlangenbereiche in den 
Strahlengang erhalten werden. In Fig.2 ist 1—D fiir eine neue Lampe 
sowie fiir die gleiche Lampe nach langerer Betriebsdauer dargestellt . 
Es ist daraus zu ersehen, daB nach mehrstiindigem Betrieb die Durch- 
lassigkeit wesentlich abnehmen kann. Aus diesem Grunde mu8 also 
auch bei jeder Inbetriebnahme der HBO die Absorption der Lampe 


wieder gemessen werden, da anderenfalls betrachtliche Fehler bei der Be- 
rechnung der Temperatur aus der Kuppenstrahldichte entstehen konnen. 


1 Im zweiten Fall wurden auch einige Messungen im UV durchgefiihrt. Da 


fiir diesen Spektralbereich Interferenzfilter nicht zur Verfiigung stehen, wurde hier 


die Durchlassigkeit durch photographische Photometrie ermittelt. 
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86. Ergebnisse der Messungen und deren Diskussion. 


Der Gang der Auswertung der Spektralaufnahmen ergibt sich auf 
Grund fritheren Darlegungen ohne weiteres. Unter Beriicksichtigung der 
jeweilig gemessenen Durchlassigkeit der HBO und durch Vergleich mit 
dem Kohlenbogen-Strahlungsnormal kann aus den Photometerkurven 
der selbstumgekehrten Linien, wie diese in Fig.1 dargestellt sind, mittels 
Schwirzungskurve der Strahldichteverlauf in Abhangigkeit von der 
Wellenlinge errechnet werden. In Fig.3 sei als Beispiel hierfiir der Strahl- 
dichteverlauf der Linie A= 4047 A, wie dieser auf einem Beobachtungs- 


— Be nee ea strahl durch die Bogenmitte ge- 
ae | messen wurde, dargestellt. Fiir 
SE 
=! 806 
Of GE = [X08 
S S| £5 | | 
S O4- 06 | 
<< ~ 7 \ 

BaF § | . 
5 S ge 
rs s Lasial 
Eas 
& C 
ge Ll, = 9 | 

-15 -10 -5 Ag +5 +10 +15 +20 +25A+30 <= 0% 10 Q5 O 05 {0mmis 

Wellenlangenaiferenz Abstand v von der Bogenachse 
Fig. 3. Strahldichteverlauf der Quecksilberlinie Fig. 4. Radialer Verlauf der Kuppenstrahl- 
2=4047 A. (Beobachtungsstrahl durch dichte der Linie A = 4358 A. (v=Abstand des Be- 
die Bogenachse.) obachtungsstrahles von der Bogenachse in mm.) 


die Linien 4358 und 5461 wurde ein ahnlicher Verlauf gemessen. Von 
einer genauen Diskussion der Linienkonturen und deren Abhangigkeit 
von der Schichtdicke sei hier abgesehen, da diese Fragen in groéBerem 
Zusammenhang behandelt werden sollen. Im Rahmen dieser Arbeit 
interessieren nur die absoluten Werte fiir die Kuppenstrahldichten auf 
den einzelnen parallelen Beobachtungsstrahlen. 


In Fig. 4 ist als Beispiel fiir eime der untersuchten Quecksilberhéchst- 
drucklampen die Kuppenstrahldichte fiir die Linie A= 4358 A als Funk- 
tion des Abstandes v zwischen Bogenachse und Beobachtungsstrahl dar- 
gestellt. Fiir die Kuppenstrahldichten kann nach Gl. (8) leicht deren 
Ersatztemperatur eingefiihrt werden. Aus den Ersatztemperaturen er- 
geben sich mit (9) fiir jeden Beobachtungsstrahl die Maximaltempe- 
raturen. Die fiir diese Rechnung bendtigten GréBen sind in Tabelle 2 
zusammengestellt. M,,¢ und #.,,¢ sind mit Berufung auf die schon in 


Tabelle 2. Werte fiir die zuv Temperaturbestimmung erforderlichen Parameter. 


4047 4,66 7,69 0,778 0,74 0,874 
4358 4,86 7,69 0,795 0,76 0,88 3 
5461 5,43 7,69 0.840 0,82 0,898 7 


: 


ee eee 
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§ 3 gegebene Begriindung unter der Annahme berechnet, daB Elektronen- 
stoBverbreiterung keinen wesentlichen Einflu8 auf die Linienform hat. 
Die radiale Temperaturverteilung der Héchstdrucksiule wurde in 
der Mitte zwischen beiden Elektroden gemessen, und zwar an den Linien 
4047, 4358 und 5461 an zwei Lampen (I und II). Fig. 5 gibt fiir I die 
jeweils an den einzelnen Linien gemessenen Temperaturen und den 
Ausgleich der Einzelmessungen durch eine glatte Kurve. Denn bei den 
Messungen an den einzelnen Linien des Tripletts 2 3Py.1,2—23S, sind die 
Abweichungen offenbar nicht sy- 
stematischer Natur und nur _ be- a 
dingt durch die zufalligen Fehler 
der photographischen Intensitats- 
messung und durch kleine Schwan- 
kungen der Bogenachse wahrend 
der Aufnahmereihen, die sichin der 
Zuordnung der gemessenen Kup- 
penstrahldichten zum _ Strahlab- 
stand auswirken. Die unabhangig 
an den beiden Lampen gemessenen 
Temperaturverteilungskurven las- 
sen sich ohne merkliche Abwei- 
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Abstand v von der Bogenachse 


Fig. 5. Radiale Temperaturverteilung in einer 
HBO 200. (v = Abstand des Beobachtungsstrahles 
von der Bogenachse in mm.) Die gestrichelten 


chung miteinander zur Deckung 
bringen. Beide Kurven zeigen die 
gleiche Asymmetrie (in dem Kur- 
venbild links etwas steilerer Abfall 


Kurven stellen den wirklich vorhandenen Tempe- 

raturverlauf dar, wobei diese Werte sich bereits nach 

nur einem Iterationsschritt des oben erlauterten 

Auswerteverfahrens ergeben. Gemessen an 3 Linien 
der Testlampe I. 


als rechts). Diese Asymmetrie ist 
auf den Ziindstift zuriickzufiihren, der in der Bildebene links angebracht 
ist und dessen Spitze etwa 1,3mm von der Bogenachse entfernt ist. 
Die rechnerische Auswertung der Kuppenstrahldichten setzt in der 
hier zugrunde gelegten ersten Naherung (s. §2) eine parabolische Tem- 
peraturverteilung auf den einzelnen Beobachtungsstrahlen und sehr 
kleine O-Werte voraus. Sie 14Bt sich durch eine zweite Naherung 
wesentlich verbessern. In Anlehnung an ein von BarTELs diskutiertes 
Iterationsverfahren werden zundchst fiir v=0 die Werte M,, und £, 
nach den in BII (5) und BII (6) formulierten Ausdriicken unmittelbar 
durch numerische Integration aus der in erster Naherung gewonnenen 
Temperaturverteilung ermittelt und mit den so berechneten Werten 
die Achsentemperatur TJ, nach (9) erneut bestimmt. Bei Durchfihrung 
dieser Rechnung? ergibt sich fiir die Temperatur in der Bogenachse eine 


1 Zur Durchfiihrung der Rechnung mu8 streng genommen Radialsymmetrie 
vorausgesetzt werden. Es zeigte sich jedoch, daB die beiden nicht ganz symme- 
trischen Seiten des Temperaturabfalles auf eine nahezu gleiche Korrektur fihrten. 
Fiir v =0 wurde das Mittel zugrunde gelegt. Die Korrektur wurde an der Linie 
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Korrektur von + 230°. Aus der von BARTELS entwickelten Theorie 
und den dort durchgerechneten Fallen ist zu ersehen, daB die Korrektur 
mit wachsendem Abstand von der Achse annahernd quadratisch mit 
der Temperatur abnimmt. Bringen wir an der Ausgleichskurve in 
Fig. 5 entsprechende Korrekturen an, so erhalten wir den dort ge- 
strichelt eingezeichneten Temperaturverlauf. Die Unsicherheit dieser 
zweiten Naherung ist im wesentlichen dadurch bedingt, daB iiber den 
Ausschlu8 der ElektronenstoBverbreiterung hinaus keine prazisen An- 
gaben tiber die Linienformen gemacht werden kénnent.. Diese Unsicher- 
heit ist hier héchstens auf -+-100° zu veranschlagen, wie numerische 
Rechnungen unter Beriicksichtigung verschiedener Méglichkeiten er- 
gaben. Fiihrt man an der gestrichelten Kurve einen weiteren Iterations- 
schritt durch, so wird die weitere Temperaturkorrektion negativ, aber 
so klein, daB sie weit innerhalb der Fehlergrenzen liegen, die sich aus 
der Unbestimmtheit der Linienform ergeben. Es ist also die gestrichelte 
Temperaturverteilung als endgiiltiges MeBergebnis zu betrachten. 

Aufer den Abweichungen, die durch die Linienform bedingt sind, 
wirken sich Fehler des benutzten Strahlungsnormals systematisch im 
Resultat aus. Eine Abschatzung auf Grund der Angaben von Mac 
PHERSON ergibt, daB sie mit + 80° fiir die Achsentemperatur der HBO 
sicher ausreichend beriicksichtigt sind?. Da die zufalligen Fehler, von 
denen bereits die Rede war, bei der Mittelbildung weitgehend heraus- 
fallen, wird der Fehler des Temperaturverlaufs in der zweiten Naherung 
+ 200° nicht tibersteigen. Diese Abschatzung bezieht sich auf die Tem- 
peratur in der Achse. Mit fallender Temperatur wird der Fehler kleiner. 
Fiir 6000° ergibt sich aus den oben diskutierten Fehlerquellen nur noch 
ein Fehler von +120°. Trotzdem wollen wir unter vorsichtiger Beriick- 
sichtigung einer noch zu besprechenden Fehlerquelle die Fehlergrenze 
fiir alle Messungen auf -+ 200° festsetzen. 

Die Auswertung der Kuppenstrahldichten zur Messung der Tem- 
peratur setzt voraus, daB die auf die jeweils absorbierenden Zustande 


2°F— 2S, berechnet. Die Unterschiede fiir die anderen Linien sind hier belang- 
los. Zur formalen Durchfiihrung der Rechnung wurde aus Griinden der Einfachheit 
Resonanzverbreiterung zugrunde gelegt, obgleich in diesem Falle Resonanz- 
verbreiterung wahrscheinlich nur geringen Anteil an der Linienform hat. Es laBt 
sich aber iibersehen, daB® das Ergebnis fiir andere in Frage kommenden Linienformen 
nicht wesentlich anders werden kann. Eventuell mdégliche Abweichungen sind in 
der Fehlergrenze beriicksichtigt. : 

* Von den beiden Kuppenstrahldichten einer Umkehrkontur war die nach rot 
gelegene etwas kleiner. Das ist im allgemeinen zu erwarten, wenn eine asymmetri- 
sche Linienform 6rtlich nicht konstant ist (s. U II). Der Auswertung wurde das 
Mittel beider Strahldichten zugrunde gelegt. Fiir die Temperaturen waren die 
Unterschiede belanglos. 


* Dabei ist ein Fehler von + 2% im relativen Emissionsvermégen der Kohle 
mit einbezogen. 


EN 
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bezogene Schichtdicke keinen EinfluB auf die Kuppenstrahldichte hat. 
Die in UI und UII entwickelte Theorie der Selbstumkehr zeigt, daB 
diese Voraussetzungen unter den gegebenen Verhaltnissen auf Be- 
obachtungsstrahlen, die durch die Achse gehen, sicher erfiillt ist, und 
daB auf Strahlen, auf denen die Selbstumkehr weniger ausgepragt ist, 
eventuelle Fehler schon in der obigen Fehlergrenze ausreichend beriick- 
sichtigt sind. 

Wahrend bei Grtlich konstanter Linienform M und p in Formel (1) fiir alle 


Frequenzlagen der Kuppen, also auch fiir alle Schichtdicken den gleichen Wert 
haben, sind M und # bei variabler Linienform nach Einsatz der Umkehr zunachst 


_ Funktionen des Frequenzabstandes Ay, und nahern sich erst mit wachsendem 


Ay; konstanten Grenzwerten, wird also auch I,,, erst mit wachsender Schichtdicke 
von der Schichtdicke unabhangig. Das MaB, in dem sich die Variabilitat der Linien- 
form in einer Frequenzabhiangigkeit von M und  auswirkt, ist durch die Tem- 
peraturabhangigkeit der Linienform bedingt. Erheblich wird die durch eine értlich 
variable Linienform bedingte Frequenzabhangigkeit von M und f nur, wie leicht 
aus den Formeln in UII abzulesen ist, wenn die Temperaturabhangigkeit der 
Linienform, dargestellt etwa durch die Temperaturabhangigkeit der Halbwerts- 
breite, von gleicher Gré8enordnung ist, wie die Temperaturabhangigkeit der Dichte 
der absorbierenden Zustande. Dieser Fall liegt bei ElektronenstoBverbreiterung 
vor. Wenn dagegen, wie bei anderen Verbreiterungsursachen, die Linienformen 
nur mit einer niederen Potenz von T variiert, so ist die dadurch induzierte Fre- 
quenzabhangigkeit yon Mund # nur geringfiigig, was man auch leicht verifizieren 
kann, wenn man unter Zugrundelegung der gemessenen Temperaturverteilung 
passend gewahlte Beispiele numerisch durchrechnet. Aus dieser Sachlage folgt 
zunachst, daB der Frequenzverlauf der Kontur im wesentlichen — wie bei kon- 
stanter Linienform — durch die in UI naher diskutierte Funktion Y (, T)) be- 
stimmt ist. Aus den dort in Fig. 2 wiedergegebenen Kurven 1aBt sich aber leicht 
entnehmen, daB bei p ~ 0,8 und einem Intensitatsverhaltnis 1:4 zwischen Minimum 
und Kuppe, wie es etwa den auf dem Achsenstrahl gemessenen Umkehrkonturen 
entsprach, die mittlere Halbwertsbreite unter allen Umstanden ganz erheblich 
kleiner ist als der Kuppenabstand. Damit ist aber nach U II gesichert, daB M und p 
fiir die Messung der Achsentemperatur die konstanten Werte Moo und foo bereits 
erreicht haben. Etwas komplizierter liegen die Verhaltnisse bei den niedrigeren 
Temperaturen, bei denen bis kurz vor Aussetzen der Selbstumkehr gemessen 
wurde, bei denen also das hier eventuell schon frequenzabhangige M (A y,) durch 
Meo ersetzt wurde. Aber auch hier zeigt numerische Durchrechnung, daB bei 
den kleinsten noch gemessenen Temperaturen nur ein zusatzlicher Fehler von 
+ 50° auftreten kann, so da mit einer Fehlergrenze von + 200° der Gesamtfehler 


ausreichend begrenzt wird. 


Wahrend die Temperaturverteilung nur an zwei Lampenexemplaren 
gemessen wurde, liegen Messungen der Achsentemperatur an zwei weiteren 
Lampen vor. In Tabelle 3 sind die an den vier Lampen durchgefiihrten 
Messungen der Achsentemperatur zusammengestellt und zwar gesondert 
fiir die einzelnen Linien, die jeweils zur Messung herangezogen wurden. 
Tabelle 3 zeigt, daB die an verschiedenen Linien der gleichen Lampe 
gemessenen Temperaturen sehr gut miteinander iibereinstimmen und 
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daB sich auch die Achsentemperaturen der einzelnen Lampenindividuen 
nicht merklich voneinander unterscheiden!. 


Tabelle 3. Achsentemperaturen fiir verschiedene Testlampen HBO 200. 


Mittelwert 


Temperatur [°K] gemessen an Linie 


HBO 200 


4047 A | $358A..ioalomls $464 A [°K] 


Nr i 7910 7910 7960 7930 
Iba, A 8100 8050 8020 8060 
ING 8020 8010 7960 8000 
Nr. IV 8000 8010 8010 


Im Mittel ergibt sich als Achsentemperatur 8000° K; nach obiger 
Abschatzung kann der fiir jede Einzellampe angegebene Temperatur- 
wert noch mit einem systematischen Fehler von + 200° behaftet sein. 

Bei dem Aufbau der Methode wird vorausgesetzt, daB innerhalb der 
Saule 6rtliches Temperaturgleichgewicht herrscht, d.h., daB sich an 
jedem Ort die Verteilung der Energie auf die Einzelsysteme mit aus- 
reichender Naherung durch eine — Ortlich verschiedene — einheitliche 
Temperatur darstellen 148t. Im Prinzip besteht die Mdglichkeit, die 
Berechtigung dieser Voraussetzung nachtraglich an den MeBresultaten 
zu kontrollieren. Ist die Voraussetzung nicht erfiillt, so muB die formale 
Durchfithrung des Auswerteverfahrens an verschiedenen Linien auf ab- 
weichende Temperaturwerte fiihren. Dabei ist allerdings zu beachten, 
daB die Temperatur nur insofern merklich in die Kuppenstrahldichten 
eingeht, als sie die Verteilung der Anregungszustande beschreibt, daB 
also die Kuppenstrahldichten gegen eine Diskrepanz zwischen An- 
regungstemperatur und Translationstemperatur sehr unempfindlich sind. 
Es ware also Gleichheit der an verschiedenen Linien gemessenen Tem- 
peratur beweisend nur fiir eine einheitliche Anregungstemperatur?. Bei 

1 Die zufalligen Fehler sind bei der Messung der Achsentemperatur wesentlich 
kleiner als bei Messungen im Temperaturabfall, weil sich die durch kleine Schwan- 
kungen der Sdulenlage bedingten Grtlichen Zuordnungsfehler im Temperatur- 
maximum nicht sehr stark auswirken. Auch den Messungen an III und IV wurde 
die aus der Temperaturverteilung von I und II ermittelte Korrektur hinzugefiigt, 
weil bei der nahe vélligen Koinzidenz der Temperaturverteilung von I und II an- 


genommen werden darf, daB auch die Temperaturverteilungen in III und IV im 
wesentlichen den gleichen Verlauf haben. 

2 Da dies Verfahren im wesentlichen nur die Anregungstemperatur erfaBt,. 
hier aber sehr prazise Aussagen liefert, wire eine Erganzung durch die Methoden, 
welche die Temperatur aus der Dichte erschlieBen, also umgekehrt nur die Trans- 
lationstemperatur der Atome messen, sehr fruchtbar. Der hier benutzte Bogen 
ist dazu allerdings aus technischen Griinden wenig geeignet. So ist auch die Me- 
thode von ENGEL und STEENBECK [Wiss. Veréff. Siemens-Werk 10, 155 (1931)],. 
bei der aus der Réntgenstrahlabsorption die Temperatur erschlossen wird, und 
nach der O. Kocu [Z. Physik 126, 507 (1949)] Messungen der Gastemperatur- 
bei niedrigeren Drucken ausgefiihrt hat, fiir die HBO 200 und Ahnliche Héchst- 
druckbégen nicht brauchbar, da diese Methode aus experimentellen Griinden nur 
zur Anwendung in wesentlich ausgedehnteren Entladungen geeignet ist. 


a oe 


Bestimmung der radialen Temperaturverteilung. 617 


der vorliegenden Messung, die sich einstweilen nur auf Linien im sicht- 
baren Spektralbereich beschrankt, ist die Variation der Terme nicht 
groB genug, um eine einheitliche Anregungstemperatur fiir die Terme 
des Bogenspektrums zu erweisen. Man darf aber aus theoretischen 
Griinden annehmen, daB die Abweichungen von der Fiktion eines ért- 
lichen Temperaturgleichgewichts unter den gegebenen Bedingungen 
(stationarer Betrieb, hohe Dichte) nur sehr gering sind. 


Wie bereits eingangs erwahnt wurde, hat P. ScHurz! die Temperatur 
von Hg-Hochdruckbégen nach einem véllig anderen Verfahren gemessen. 
Seine Methode beruht auf Untersuchungen von R. Rompe und P.Scuutz?, 
in denen unter anderem gezeigt wird, daB sich in der Linie 2 1P, —33D, 
(5770) die Verbreiterung des unteren Terms auf Resonanzverbreiterung 
zuruckfihren la8t, wahrend fiir die Verbreiterung des 3 °D,-Terms 
ElektronenstoBverbreiterung verantwortlich zu machen ist. Aus der 
Verbreiterung der Linie 5770 kann nun der Anteil des 3 *D,-Terms iso- 
liert werden und ScHuLz berechnet aus ihm mit Hilfe der UNséLpDschen 
Forme] fiir die ElektronenstoBbreite und der SAHA-EGGERTschen. Glei- 
chung die Temperatur. Er miBt auf diesem Wege sowohl bei 35 at 
wie bei 80 at 7300° K. Der Unterschied dieses Wertes mit dem in der 
vorliegenden Arbeit gemessenen Achsentemperatur betragt etwa 700° 
und liegt weit iber der hier anzunehmenden Fehlergrenze. Leider werden 
von SCHULZ keine Fehlergrenzen angegeben. Wenn auch die theore- 
tischen Voraussetzungen, die bei ScHULz in die Auswertung eingehen, 
differenzierter sind als bei BARTELS, so ist doch anzunehmen, daB die 
Abweichung wenigstens zum Teil reell ist. Sie kann natiirlich durch die 
abweichenden Lampenformen und etwas andere Betriebsbedingungen 
hervorgerufen sein. Doch wiirde sich der beobachtete Unterschied 
schon durch die MeBmethode erklaren lassen. Bei ElektronenstoB- 
verbreiterung ist die Halbwertsbreite stark von der Temperatur abhangig. 
ScHULz miBt die Halbwertsbreite an der Kontur der Linie, in der sich 
die Emission verschieden heiBer Zonen tiberlagert. Er erhalt also aus 
der Kontur eine Halbwertsbreite, welche nicht der Achsentemperatur 
zugeordnet ist sondern einer niedrigeren Temperatur, die allerdings die 
Achsentemperatur nicht sehr viel unterschreiten kann, da bei der Uber- 
lagerung in der Kontur die raschabfallenden Besetzungszahlen des 
oberen Terms als Gewichte eingehen. 


Theoretisch ist die Temperaturverteilung in einer Héchstdruckent- 
ladung als Lésung der ELenBAas-HELieRschen Differentialgleichung zu- 
erst von WEIZEL und Scumitz3, spater — unter verbesserten Annahmen 


1 Scuutz, P.: Z. Physik 114, 435 (1939). — Ann. Phys. 3, 280 (1948). 
2 Romps, R., u. P. Scuutz: Z. Physik 108, 654 (1938); 110, 223 (1938). 
3 WEIZEL, W., u. G. Scumitz: Phys. Z. 44, 383 (1943). 
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iiber das Warmeleitvermégen — von Kocu, LESEMANN und WALTHER? 
berechnet. Ein Vergleich mit den berechneten Kurven ist leider nicht 
méglich, da in beiden Fallen Wandstabilisierung angenommen wird, 
die in der HBO 200 sicher nicht realisiert ist. 

Die Durchfithrung der Messungen hat gezeigt, daB sich Temperaturen 
bis 8000 [°K] aus den Kuppenstrahldichten mit eimem Fehler von 
héchstens + 200° bestimmen lassen. Die Fehlergrenze lieBe sich bei 
genauerer Kenntnis der Linienform noch merklich herabsetzen. Es laBt 
sich wtbersehen, da die Unsicherheit bei Messungen. bis zu 10000° 
kaum groBer wird?. Dariiber hinaus wirken sich in der Beziehung zwi- 
schen Kuppenstrahldichte und Temperatur in steigendem MaB die Ver- 
armung der neutralen Atome durch Ionisation und die erzwungenen 
Ubergange aus. Beide Effekte lassen sich, wie demnachst an StoB- 
entladungen® gezeigt werden soll, bei der Auswertung rechnerisch be- 
riicksichtigen, so daB sich die Temperaturmessung auch in stark ab- 
sorbierenden Hoéchstdruckbégen weit tiber 10000° hinaus fortsetzen laBt. 


Herrn Prof. Dr. H. BARTELS sei auch an dieser Stelle fiir zahlreiche 
Diskussionen und fiir die groBziigige Zurverfiigungstellung der Instituts- 
mittel aufrichtig gedankt. Mein Dank gilt ferner der’ Notgemeinschaft 
der Deutschen Wissenschaft, welche diese Arbeiten in apparativer Hin- 
sicht unterstiitzte. 


Hannover, Physikalisches Institut der Technischen Hochschule. 
Oktober 1951. 


' Kocu, O., K.-J. Lrs—emann u. A. WALTHER: Z. Physik 127, 153 (1949). 
* Diese Angabe gilt natiirlich nur fiir Hg-Hochdruckbégen. 
8 Gornc, W.: Phys. Verh. 3, 52 (1951). 
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Die thermische Dimpfung 
elastischer Schwingungen™. 
Von 
E. SCHREUER. 

Mit 3 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 9. Dezember 1951.) 


Die thermische Dampfung elastischer Schwingungen beruht bekanntlich auf dem 
irreversiblen Ausgleich 6rtlicher Ubertemperaturen, die durch den thermoelasti- 
schen Effekt bewirkt werden. Fiir scherungsfreie elastische Schwingungen l4Bt 
sich der Deformationsvorgang durch Volumvariationen darstellen und die Schwin- 
gungsamplitude formal einer Variation des inneren allseitigen Druckes zuordnen. 
Die thermische Dampfung der Schwingung l48t sich dann elementar berechnen 
und wird mit bereits vorliegenden, auf anderem Wege gewonnenen Ergebnissen 
verglichen. 


Die Dampfung periodischer Bewegungen — seien es frei abklingende 
Eigenschwingungen fester Kérper oder gedampfte erzwungene Schwin- 
gungen — wird durch auBere und innere Vorgange bewirkt. Der Anteil, 
den innere Vorgange an der Gesamtdampfung besitzen, 1aBt sich im 
Grunde immer auf die gleiche Weise beschreiben: Es handelt sich um 
Ausgleichsvorgange im beanspruchten Material, um einen irreversiblen 
Transport von bestimmten Gr6é8en tiber ein von der Schwingung selbst 
verursachtes Zustandsgefalle. Da Vorgange dieser Art einen charak- 
teristischen Zeitbedarf haben, ist die Dampfung, die sie bewirken, nicht 
nur immer frequenzabhangig, sondern dies auch in einer Weise, die Riick- 
schliisse auf die Natur des Ausgleichsvorgangs zulaBt. 

Zu den ausgleichsfahigen Zustandsgr6Ben gehért in erster Linie die 
durch thermoelastische Effekte erzeugte 6rtliche Ubertemperatur, deren 
irreversibler Ausgleich die sog. thermische Dampfung bewirkt. Diese ist 
als Bestandteil der ,,klassischen‘‘ Dampfung seit langem in der Akustik 
der Kompressionswellen geldufig. Ihr quantitativer Einflu8 auf die 
Eigenschwingungen fester K6rper ist aber erst in jiingster Zeit ein- 
gehender untersucht worden?. 

Die Rechnungen sind dabei im wesentlichen so gefiihrt, daB die Inte- 
gration der Bewegungsgleichung die Gleichung einer gedampften Schwin- 
gung ergibt, deren charakteristisches Glied auf Frequenzabhangigkeit 


* Die Ergebnisse dieser Untersuchung wurden bei der Tagung des Verbandes 
Deutscher Physikalischer Gesellschaften im September 1951 in Karlsruhe vor- 


getragen. : 
1 Vgl. z.B. die zusammenfassende Darstellung von K. BENNEWITz in Fiat 


Reviews Bd. VIII, Teil 1, S. 179. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 131. : 41 
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und Gr6Be des logarithmischen Dekrementes ausgewertet werden kann. 
Die Bewegungsgleichung selbst ist eine Differentialgleichung dritter Ord- 
gung. PAsLER! hat gezeigt, daB dies tiir alle thermisch gedampften 
elastischen Schwinger zutrifft, unabhangig von ihrer besonderen Gestalt. 
Sie wird dadurch gewonnen, da8 man die riickstellende Kraft ansetzt 
als Summe einer zeitlosen, rein elastischen Direktionskraft und einer der 
Deformation proportionalen jedoch mit bestimmter Relaxationszeit ver- 
klingenden quasielastischen Kraft. Damit ist ganz allgemein die Wirk- 
samkeit des akzidentellen Gradienten einer Zustandsgr6Be beschrieben, 
tiber den irreversibel der Transport von Energie (Warmeleitung), Masse 
(Diffusion), oder Impuls (Reibung) mit jeweils charakteristischem Zeit- 
bedarf erfolgen mag. 

Aus diesen Ansatzen ergibt sich grundsatzlich fiir die Dampfung ein 
ausgesprochener Dispersionsverlauf mit einem von Materialkonstanten 
abhangigen Maximum. In dem besonders iibersichtlichen Fall der 
Warmeleitung hat CL. ZENER? in offenbarer Ubereinstimmung mit 
BENNEwI1z und Rotcer? fiir das logarithmische Dampfungsdekrement 
transversal schwingender Stabe abgeleitet: 


ae ee Se Cp— Cy Ais ark 
A =r j aS Te yERG (1) 
ke ee 
Cy, C, spezifische Warmen; w = Kreisfrequenz; 4 = Poissonsche Zahl. 
Diese Funktion wird iiber einer logarithmischen Frequenzachse dar- 


gestellt durch eine symmetrische Glockenkurve mit einem Maximum 


che EA a. ape 
“4 ee 2 o*Cy d (1a) 


k=Q@yax; J=thermisches Arbeitsaequiv; T= absolute Temperatur ; 
6 = linearer Ausdehnungskoeffizient; E = isothermischer Elastizitats- 
modul; 9 = Dichte. 

Das gleiche Ergebnis wurde von PAsLER! erhalten und auf andere 
einfache Schwingungsformen erweitert (fiir die sich charakteristische, 
von « abhangige Zusatzfaktoren ergaben). ? 

Durch Versuche an schwingenden Staben konnten BaNNEwrrz oi 
_RO6TGER das Ergebnis (1) qualitativ und offensichtlich auch quantitativ 
sehr befriedigend bestatigen. : 

Im folgenden soll nun gezeigt werden, daB das charakteristische 
Verhalten der thermischen Dampfung auch auf andere, sehr einfache 


1 PASLER, M.: Ann. Phys. 4, 14 (1949). 

* ZENER, Ci.: Phys. Rev. 52, 230 (1937). 

* Bennewi7z, K., u. H. R6tGER: Phys. Z. 37, 578 (1936); 39, $35 hago 
* PASLER, M.: Z. Physik 122, 357 (1947); 124, 105. (1947). 
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und allgemeine Weise abgeleitet werden kann, wenn die Energiefluk- 
tuation des Schwingungsvorganges betrachtet wird. Sinngem4B ist dabei 
nicht nur die auBere in den Schwingungsvorgang investierte Arbeit zu 
beriicksichtigen, sondern auch die innere Arbeit, die unter Mitwirkung 
des Binnendrucks geleistet und in der akzidentellen Warmeténung des 
beanspruchten Materials erfaBbar wird. 

Offenbar kann die Berechnung der thermischen Dampfung sinnvoll 
nur fiir scherungsfreie Schwingungsvorginge durchgefiihrt werden. 
Denn der elastothermische Effekt, die Erzeugung von értlicher Uber- 
oder Untertemperatur, ist an eine Volumvariation gebunden; er tritt 
bei reiner Scherungsdeformation, die wesentlich volumkonstant verlauft, 
nicht auf. Schwingungen, die Anteile an Scherungsenergie enthalten, 
mussen wegen der unterschiedlichen Dampfung der Energiekomponenten 
ihre zeitliche Erscheinungsform andern und scheiden daher fiir die Be- 
rechung einer einheitlichen Dampfung aus. 

Dagegen ist es fiir den elastothermischen Effekt belanglos, ob die aus- 
16sende Volumvariation durch eine einseitige oder eine allseitige Material- 
beanspruchung bewirkt wird. Nach einer von W.THomson (LorD KE1L- 
VIN) rein thermodynamisch abgeleiteten Beziehung ergibt sich bei adia- 
batischen Vorgangen fiir die akzidentelle Temperaturerhéhung 


AGL . . x ' iA . . ty (2) 


a = kubischer, 6 = linearer Ausdehnungskoeffizient; C, = spezifische 
Warme bei konstantem Druck bzw. konstanter Spannung. 

Die Temperaturerhéhung bzw. auch die entsprechende Warmeténung 
wird in beiden angezogenen Fallen gleich, wenn die unter dem allseitigen 
Druck A?# oder unter dem einseitigen Zug Ao entstehende Volumvaria- 
tion gleichen Betrag und gleiches Vorzeichen aufweist. 

Nun ist es bekanntlich méglich, scherungsfreie elastische Deforma- 
tionen (z. B. bei radialen Dehnungsschwingungen von Kugel und Zylinder, 
bei Biegungsschwingungen von Staben) allein durch Volumvariationen 
zu beschreiben. Es muB8 daher gestattet sein, die gesamte Schwin- 
gungsenergie als Kompressionsenergie aufzufassen und die Schwingungs- 
amplitude der Variationsamplitude eines fiktiven allseitigen Druckes 
proportional zu setzen. Voraussetzung dabei ist natiirlich, daB die fak- 
tische Deformationsarbeit durch die fiktive Kompressionsarbeit nicht 
nur in ihrer Gesamtheit richtig wiedergegeben wird, sondern auch in 
ihrer richtigen Verteilung auf die 4uBere und die innere Arbeit. Wie an 
den Arbeitsintegralen fiir die Grenzfalle der rein allseitigen und der 
rein einseitigen Deformation leicht gezeigt werden kann, ist die Erfiillung 
dieser Bedingung durch aia Wahl der SS ea Nasal 
immer méoglich. . 
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Damit haben wir auf elementar-anschauliche Weise die elastische 
Schwingung in Begriffen der Thermodynamik beschrieben, deren wich- 
tigste ArbeitsgroBen ja Volum, Druck und Temperatur heiBen. Nach 
dieser formalen Reduktion laBt sich die thermische Dampfung elementar 
und mit der Beobachtung tibereinstimmend berechnen. 

Wir erlautern den Vorgang an Hand der Abb. 1, indem wir die Arbeits- 
bilanz fiir einen in bestimmter Weise geleiteten Beanspruchungsvorgang 
aufstellen. 

Bei einer adiabatischen Drucksteigerung um A, d.h. von fy auf £ 
(A > B) erhalt man die Volumverminderung Av und wendet den Arbeits- 


betrag | A| = fp (v) dv auf. Zugleich ist die Temperatur um den Betrag A, 


den die THomson-Gleichung gibt, angestiegen. Wird nach Ausfihrung 
des Druckhubes ein vollstandiger Ausgleich 
der Temperatur mit der Umgebung herbei- 
gefiihrt, so sinkt das bereits komprimierte 
Volum um den weiteren Betrag AAvxv,- 
a:Ad (B+C). Dabei wird am Volum zusatz- 
lich die Arbeit A, A = (p) + Af) A Av geleistet. 

Bei einer nun folgenden adiabatischen Ent- 
Bits ee ee lastung (CD) wird der Betrag |A| wieder- 

diagramm. gewonnen; die Temperatur ist um den Be- 

trag A unter Umgebungsniveau gesunken. 

Beim Ausgleich nimmt das Volum um A Av wieder zu (D> A) und das 

Volum leistet die Arbeit 4,4 =f,):A4Av nach auBen. Es ergibt sich, 

da bei diesem Zyklus adiabatischer Arbeitsgange mit zwischengeschal- 

teten Ausgleichszeiten der maximal denkbare Arbeitsbetrag 4f-AAv 

irreversibel in Warme umgewandelt wurde. Er entspricht der um- 
laufenen Flache. 

Fir Arbeitszyklen mit harmonisch-periodischem Verlauf wird dieser 
maximale Dampfungsbetrag nicht erreicht. Die im #—v-Diagramm 
umlaufene Flache wird zur Ellipse, deren Achsenverhiltnis und -neigung 
von der Frequenz des Zyklus abhangt; sie verlauft jedoch stets innerhalb 
des Parallelogramms ABCD. Ihr Inhalt wird maximal, wenn die 
Relaxationszeit des Temperaturausgleichs gleich der Periodendauer des 
Zyklus wird. Sie entartet zur Isothermen AC fiir sehr kleine, zur Adia- 
baten AB (im stationaren Fall A’ B’) fiir sehr hohe Frequenzen. 

Wir wollen den Inhalt der Ellipse, d.h. den Fehlbetrag je Arbeits- 
zyklus fiir harmonisch-periodische Vorgange berechnen und gehen dazu 
aus von dem Arbeitsintegral 


A =[p(o) dv = af birhai chard Senay 6) 


x» = Kompressibilitat;- vy, py —Anfangswerte von Druck: und: Volum. 


a 
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Wir wollen es iiber eine Periode des Druckverlaufs erstrecken und 
setzen dazu 
wu ile . ‘. : d 
P=f() =f)+Aphp:sinat; P= w-Apcosat. 
¢ 
Damit wird: 


22/@ 


AA = —fx-u9(b)9 + Apsinwt)wApcosat:dt (4) 
0 


zu der beim Lauf iiber eine Periode des Drucks gewonnenen bzw. ver- 
lorenen Arbeit. Das Integral verschwindet nur fiir zeitlich konstante 
Kompressibilitat, d.h. in den Grenzfallen adiabatischer oder isothermer 
Zustandsanderung. Die beiden Grenzfalle der Kompressibilitat lassen 
sich definieren durch die Gleichungen 


—Av = xisoth*Up- AP (5) 


und 


—(Av+AAd) = x2a° vA. (5a) 


Dabei entspricht A44v dem Zusatzvolum, das durch die THomMsonsche 
Ubertemperatur [Gl. (2)] und den Ausdehnungskoeffizienten bestimmt 
ist: 


AAvmita- auld ee 
Q°Cp 
Unter der Annahme, daB die akzidentelle Temperaturerhéhung, und mit 
ihr das Zusatzvolum nach einem einfachen Exponentialgesetz verschwin- 
den, 1aBt sich eine zeitabhangige ,,polytrope Kompressibilitat‘ definieren 
durch: 
*polytr — “isoth (4 has Fh rin ee))) - (6) 


xe oc? 
Oe Cy * Xisoth 
vertraute ER OC Rens GréBe; sie dntspricht dem Ausdruck 


Darin erweist sich die Materialkonstante K = als eine wohl- 


Cp — C. pt S v + 
os 


k ist eine zunachst unbestimmt bleibende Relaxationskonstante, in der 
Material- und Anordnungseinfltisse sich mengen. ¢) kennzeichnet den 
Zeitpunkt des Beanspruchungsbeginnes. Setzen wir f)=0 und fuhren 
(6) in (4) ein, so bleibt dies Integral exakt losbar und es ergibt sich: 


2ak 
Hea lebs “ellgaid bniin RS thats A A) tn 
= Fe ieombera dises Ko ea 
eos 


+ Vel. z.B. Eucken: Handbuch der Experimentalphysik, Bd. VIII/1, S. 208. 
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Der Ausdruck (7) darf als Gesamtbetrag der Verlustarbeit je Periode 
angesehen werden. 

Zur Ermittlung der Dampfungskonstanten setzen wir die Verlust- 
arbeit ins Verhaltnis zum Gesamtbetrag der in die Schwingung inve- 
stierten und wahrend einer Periode umgesetzten Arbeit, also zu: 


at i Ap 
| A | = furrg p dp =p: 9% Ap + v9-x-——. 
by 
In diesem Falle diirfen wir ohne merklichen Fehler % = x,;,.4, setzen, 


d.h., die Arbeit als verlustfrei ansehen. Damit wird die Dampfungs- 
konstante: 


FV ie anew ee 
“vay: hse Ap (8) 
| pret 


Der Exponentialausdruck in der Klammer von (8) ist durch den Ein- 
schwingvorgang bedingt, da nur iiber die erste Periode der Schwingung 
integriert wurde. Der Subtrahend 
verschwindet fiir den ,,stationa- 
ren‘ Zustand, d.h. nachdem die 
dampfungserzeugende Phasen- 
verschiebung zwischen Druck- 
und Verdichtungswelle sich ein- 
gespielt hat?. 
Das hier errechnete Damp- 
fungsmaB ist im Gegensatz zu 
A Boe den bisher tiber die thermische 
v8.2. trail ioe Pare eS, und fir Dampfung vorliegenden Rech- 
nungen vom Druck A# bzw. all- 
gemein von der Amplitude der Beanspruchung abhangig. Fiir Ap<2p, 
erreicht die Dampfung den Grenzwert F, fiir Ap > 2p, dagegen den 
Grenzwert F,/2. 
Beide Dampfungsausdriicke sind, wie Fig. 2 zeigt, in charakteristi- 
scher Weise frequenzabhingig. Die Lage dieser Kurven auf der Skale 
hangt von der RelaxationsgréBe k ab, nicht jedoch ihre Form und Hohe. 


1 Bei der hier gewahlten Formulierung des Dampfungsproblems ist die zeitliche 
Anderung der akzidentellen Ubertemperatur iibersetzt in eine (einmalige) zeitliche 
Anderung der wirksamen Kompressibilitat. Das hat zur Folge, da8 der realiter 
in einer Periode auftretende Arbeitsverlust auf den Zeitraum des Abklingens der 
e-Funktion verteilt ist. Wir diirfen daher das stationar gewordene A A/| A| defi- 


n 
: AA a 
nieren durch 2 4] (n + 00), wobei >) A A,, gegeben ist durch das Integral (4), 
1 
1 


A 2% 
wenn dessen Grenzen von 0 bis n+ ~~ erstreckt werden. 
o 
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Die Funktion F (giiltig fiir sehr kleine Amplituden) erreicht ein Maxi- 
ae a 


mum 0,5 bei einem Verhaltnis ” —4. Funktion F, (groBe 


p WW 
Amplituden) erreicht das gleiche Maximum, jedoch erst im Grenzfall 
k 
w 


Schliissel 


> 0. Fiir endliche Amplituden verteilt sich die Dampfung nach dem 


ap aU At (t—@) AS 3 mE 
aia 
auf beide Grenzfunktionen. Dabei ist zu berticksichtigen, daB sowohl 
die Héhe als auch die Frequenz des Dampfungsmaximums amplituden- 
abhangig werden. Diese Abhangigkeit ist in Fig. 3 dargestellt. 

Die allgemeine Giiltigkeit der abgeleiteten Beziehung ist in mehr- 
facher Weise einzuschranken. 

1. Der Ausgleich der akzidentellen drtlichen Ubertemperatur ge- 
schieht im allgemeinen nach einem komplizierteren als dem angenom- 
menen einfachen Exponentialgesetz. Dies darf nur als erste Naherung 
gelten. Die Dampfungskurve wird 
im realen Falle einen flacheren ? 
als den hier errechneten Verlauf gg 
nehmen. 

2. Die erhaltene Form der 4% 

Frequenzabhangigkeitist bedingt  g¢ 7... 
durch die Konstanz der Rela- 


xationsgr6Be k, die die Schnellig- << 

keit des Warmeaustausches re- bor “7 40 - =H 
gelt. In dieser Konstanten steckt — 

implizite der raumliche Abstand Fig. 3. GréBe und Frequenz der Maximaldampfung 
zwischen Quelle und Senke des in Abhangigkeit von der Amplitude. 


akzidenteHen Warmeflusses. Die- 

ser aber wird frequenzabhangig, wenn die der Frequenz entsprechende 
elastische Wellenlange den Schwingerabmessungen vergleichbar wird 
oder sie unterschreitet. 

3. Die GréBe f, ist nicht mit dem 4uBeren (atmospharischen) Druck 
gleich zu setzen, sondern entspricht der Summe des duBeren und des 
sog. Binnendruckes. Dieser durch vAN DER Waatssche Krafte bewirkte 
Druck erreicht bei Fliissigkeiten und Festkérpern Werte, gegen die der 
Atmospharendruck vernachlassigt werden kann. In der Praxis wird man 
daher mit sehr kleinen relativen Amplituden 4/2) rechnen und sich 
auf die Funktion -, beschranken diirfen. 

Driickt man nun die Dampfung im ORY Sateen MaB des loga- 


2 
rithmischen Dekrementes aus, so eel tahoe 4 : ew ln ae ; ) — 2A. Unter 
Wn 
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Beriicksichtigung der unter 1 bis 3 genannten Einschrankungen gilt 
daher fiir die thermische Dampfung die Beziehung 


1 Cp —Cy 4 
home PEEL LE (9) 
k o 
mit dem Maximum 
1 ‘T+ 
Clas = J —— Re Mmax - (9a) 


4 0° Cp Hicoth 

Bei der vorliegenden Ableitung der thermischen Dampfung wird 
kein Bezug genommen auf eine bestimmte radumliche Form des Schwin- 
gers oder des Beanspruchungsvorganges. Der errechnete Zusammenhang 
wird daher mit den oben erwahnten Einschrankungen fir beliebige Arten 
der scherungsfreien Schwingungsformen und fiir beliebiges Schwinger- 
material giiltig sein, dessen jeweilige elastische und thermische Eigen- 
schaften in den Konstanten des Dampfungsausdruckes zur Geltung 
kommen. Es muB daher erwartet werden, daB der erhaltene Dampfungs- 
ausdruck iibereinstimmt mit denjenigen, die fiir spezielle Schwingungs- 
formen auf anderem Wege errechnet wurden sowie mit Messungen an 
Schwingern, die den gemachten Voraussetzungen geniigen. 

Wir vergleichen zundchst die Messungen. Hier kommen in erster 
Linie die sorgfaltigen Messungen von BENNEWITz und ROTGER (a. a. O.) 
an transversal schwingenden Staben in Betracht, bei denen der EinfluB 
der 4uBeren Dampfung teils experimentell, teils rechnerisch bis auf un- 


wesentliche Reste beseitigt ist. 

Stellt man die GréBe po eevee 

Konstanten zusammen, so Selb sich fiir die untersuchten Stoffe die 

Tabelle 1. Sie enthalt ferner die aus diesem Wert berechneten, in der 

konventionellen Form des Amplitudendekrementes {A =In ot) aus- 
n+1 


gedriickte thermische Maximaldimpfung A,,,,. Die nachste Spalte ent- 
halt, in das gleiche MaB umgerechnet, die experimentell erhaltenen 
Maximalwerte der inneren Dampfung; sie werden in der letzten Spalte 
mit den theoretischen verglichen. 


aus Tabellenwerten der in (9a) genannten 


Tabelle 1. 
=—C A..: 2 Pi 

St pa ll cca | max X 10 max §emessen 

off Ehicoretisch: gemessen gee ne Saal 
Aluminium .... 
Messing. > 9. Stead. 
Silber Oe ste me vs 
Stablyat oss gee as 
INeusil beter. sents 
Glas eer Seen eed 
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Dieser Vergleich ergibt eine gute Ubereinstimmung; er entspricht 
zugleich der Erwartung, daB in den Fallen, in denen offenbar thermische 
Dampfung allein vorliegt, die experimentelle Dampfung den theoreti- 
schen Wert nicht ganz zu erreichen vermag. Damit ist die eingangs ge- 
stellte Aufgabe erfiillt und die thermische Dampfung in befriedigender 
Ubereinstimmung mit der Erfahrung elementar abgeleitet. 

Bei dem Vergleich mit den bisher vorliegenden Theorien der ther- 
mischen Dampfung ergibt sich jedoch eine eigentiimliche Diskrepanz, 
die sofort sichtbar wird, wenn man den Quotienten aus den Dampfungs- 
2 3 
call 


ausdriicken bildet. Er ergibt sich zu 1—2u), d.h. zahlenmaBig 


zwar nahe der Einheit, aber von einer Materialkonstanten abhangig. 
Nun hat schon PAsLER? darauf hingewiesen, da8 ein Dampfungsausdruck, 
der wie (1a) nur eine einzige Elastizitatszahl (F) aufweise, nicht fiir einen 
schwingenden Ko6rper gelten kénne, der bekanntlich durch zwei derartige 
Zahlen (E und uw) charakterisiert sei. In der Tat ]aBt sich bei naherer 
Priifung der bisher vorliegenden Rechnungen nicht nur nachweisen, daB 
die Gl. (1) bzw. (1a) unrichtig ist, sondern auch, daB die bisher vermutete 
Ubereinstimmung der verschiedenen Autoren in Wirklichkeit nicht be- 
steht. 
Ci. ZENER gibt fiir die Dampfung die Form an: 


Ole 1—2u Cp—Cy 1 
3 Co ta ped 
oO k 


: (10) 


v 


worin die tatsachlich abgeleitete GrdBe eras aus nicht erdrterten 


Cy 


p = . 
Griinden durch die nur wenig abweichende GréBe ee ersetzt ist. 


Q-1 ist die in der amerikanischen Literatur meist fiir unsere GroBe A A/|A| 
iibliche Bezeichnung. Nun definiert aber ZENER das logarithmische 
Dekrement A abweichend von der Regel durch Q-!=A/z, wahrend die 
konventionelle Definition Q~-1=2.A ergibt. Die scheinbare Uberein- 
stimmung mit (1) entfallt, wenn man / im Sinne der anderen Autoren 
konventionell definiert ; (10) deckt die MeBresultate nicht mehr. Dagegen 
deckt (10) die MeBergebnisse, wenn man darin ein Versehen korrigiert, 
das ZENER bei einer thermodynamischen Umformung unterlaufen ist. 
Die fragliche Form (ZENER a. a. O., S. 234) lautet: 


oT Olxx DF or )e4 oe) sltapy 
— (ont oT en (1 2 11) ClogV /Q “al Olga EP (11) 


Dabei bedeuten X,Y,Z, die einseitigen, zur raumlichen Dehnung dV/ V 
fithrenden Spannungen; ¢,,, é,,, €,, sind die entsprechenden relativen 


1 PAsteR, M.: Ann. Phys. 4, 14 (1949). 
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Dimensionsiinderungen. Der Index Q=const symbolisiert eine adiaba- 
tische Zustandsanderung, der Index /7 die Konstanthaltung der Span- 
nungen Y, und Z,, wenn X, betatigt wird. Index P bedeutet Konstanz 
des allseitigen Drucks. Nun gilt 


dV av a, 
IF lyezeo =! —2m) Cex V eb gay rea: 
Daher wird aus (11) tatsachlich: 
er Bex x aT 4 /@logV 
nipsne lea aes (1 —2y) Gise Fett 3 | oT )pl ta} 
.s uti soa t! ie 
we é log ro oT ) ; 


—2u 


Es entfallt somit der Faktor +?“ im Zenerschen Endresultat (10) und 


me 
dieses deckt sich nunmehr vollkommen mit unserer Ableitung (9). 
Die ZENERSche Beziehung (141) wird nun durch PASLER ausdriicklich 


zitiert und in die Rechnung itibernommen; auch in seinem Resultat ist 
daher der Faktor 8 zu streichen. 


Bei BENNEWITz und ROTGER endlich ist der Dampfungsausdruck in 
einem dem Endresultat vorausgehenden Stadium der Ableitung gegeben 
durch 
hel B 

E 


isoth 1 


. 12 
isoth wo zs ( ) 


Driickt man hier die Moduln EF nach der Elastizitiatstheorie durch Kom- 
pressibilitat x und Porsson-Konstante uw aus, so ergibt sich mit Hilfe 


der bekannten Beziehung ge die Dampfung zu 
7 0 ad 
Cp = Cy 1 
‘ Gav ado tage One 
ko 


Dieses und das gleichlautende korrigierte PAsLERsche Resultat weicht 
von unserem Ergebnis (und von den experimentellen Daten) im wesent- 
lichen um den Faktor 2% ab. Die Herkunft dieses Faktors konnte aus 
den veréffentlichten Angaben nicht ermittelt werden. Jedoch laBt sich 
nach einer FuBnote der Arbeit ! vermuten, daB er von einer abweichenden 
Definition der Relaxationszeit herriihrt. 


1 BENNEWITZ, K., u. H. ROTGER: Phys. Z. 39, 835 (1938). 
Karlsruhe, Physikalisches Institut der Technischen Hochschule. 


? 
7 
f 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 131, S. 6290662 (1952). 


Die spontane Lichtemission 
in der unitéren Quantenelektrodynamik *. 


Von 
G. SUSSMANN, Berlin. 
Mit 1 Figur im Text. 


(Eingegangen am 11. Januar 1952.) 


Es werden fiir die von G. Lupwic vorgeschlagene Quantisierung der WHEELER- 

FEYNMANSchen Elektrodynamik an Hand eines einfachen Absorbermodells die 

Ernsternschen Koeffizienten berechnet und als mit den iiblichen Werten iiber- 

einstimmend gefunden. Zu diesem Zwecke wurde das vom Absorber ausgehende 

Strahlungsfeld bestimmt, und zwar in erster Naherung der Diracschen Stérungs- 

rechnung. Ferner werden diejenigen Elektronenzustande angegeben, in denen mit 
Sicherheit bestimmte ,,Lichtquanten‘‘ vorhanden sind. 


I. Unitare Quantenelektrodynamik 
mit fest vorgegebenen Potentialen. 


Die unitare Quantenelektrodynamik von G. Lupwic! stellt eine der 
naherliegenden Moglichkeiten dar, die neue WHEELER-FEYNMANSche 
unitare Elektrodynamik? in die Quantentheorie zu tbertragen. 


1. Unitare Elektrodynamtk. 


Der Grundgedanke einer solchen Theorie ist es, eine der Fernwirkungs- 
auftassung gemaBe Beschreibung der Bewegung elektrisch geladener 
Partikel zu geben: Die einzig ,,realen“‘ physikalischen Objekte sind die 
materiellen; das Licht (d.h. allgemeiner: das elektromagnetische Feld) 
ist eine bloBe Hilfsvorstellung zur Erklarung gewisser Experimente, die 
an der Materie gemacht werden, nicht aber eine besondere Gr6éBe mit 
eigenen Freiheitsgraden. Natiirlich werden die Fernwirkungen nicht als 
momentane gedacht, da das ja den Erfahrungen tiber die Endlichkeit 
der Lichtgeschwindigkeit (praziser: der speziellen Relativitatstheorie) 
widersprechen wiirde. Genau gesagt: die Fernwirkungen werden so 
eingerichtet, wie es die Maxwettische Theorie des Elektromagnetismus 
verlangt, d.h. gleich den Wirkungen des von den Ladungen und Strémen 
ausgehend gedachten elektromagnetischen ,,Feldes“ der FARADAYschen 
Nahewirkungsvorstellung. In ihren experimentell nachpriifbaren Kon- 
sequenzen stimmt die WHEELFR-FEYNMANSche Elektrodynamik mit der 


* Dissertation Berlin, Freie Universitat. 
1 Lupwic, G.: Z. Naturforschg. 5a, 637 (1950). 
2 WHEELER, J. A., u. R. P. FEYNMAN: Rev. Mod. Phys. 17, 157 (1945); 


425 (1945). 
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alten MAXWELL-LorENTzschen, die sich bekanntlich glanzend bewahrt 
hat, iiberein. In den Grundlagen bestehen aber zwei miteinander zu- 
sammenhangende wichtige Unterschiede. 

Der erste von ihnen stellt einen bedeutenden Fortschritt der unitaren 
Theorie gegeniiber der ,,dualistischen“ dar: es verschwinden die bekannten 
Schwierigkeiten der Elektronentheorie, die mit der Selbstkraft und der 
Struktur des Elektrons zusammenhangen. Eine Riickwirkung des Elek- 
trons auf sich selbst kann es ja in einer Fernwirkungstheorie nicht geben ; 
und es kann das Elektron als strenger Massenpunkt aufgefaBt werden, 
ohne daB eine unendliche elektromagnetische Selbstenergie zu befiirchten 
ware. Wie soll dann aber die Tatsache zu erklaren sein, daB ein emittie- 
rendes Elektron kinetische Energie verliert ? WHEELER und FEYNMAN 
geben darauf folgende Antwort: Gabe es nur ez Atom in der Welt, so 
kénnte auch kein ,,Licht‘‘ existieren, da dieses ja nur eine Hilfsgr6Be ist 
zur Beschreibung des Energieaustausches zwischen mindestens zwei Ato- 
men. Wie sollte es auch beobachtet werden? Je mehr Atome es in der 
Welt also gibt, desto gréBer ist die emittierte Strahlungsleistung. Die 
Atome, die diese Energie wieder absorbieren, kénnen dann auch dafiir 
verantwortlich gemacht werden, daB das emittierende Elektron gebremst 
wird, In der unitaren Elektrodynamik kommt die ,,Strahlungsbremsung“‘ 
des Elektrons demnach erst mittelbar, auf dem Umwege iiber die Gesamt- 
heit aller anderen Atome, die ,,Absorber“‘ genannt wird, zustande. Nimmt 
man den Absorber als ,,vollstandig“ an (d.h. so dicht und ausgedehnt, 
daB er imstande ist, das ganze emittierte Feld zu absorbieren, so daB 
der AuBenraum stets feldfrei bleibt), so ergibt sich in der klassischen 
Theorie nach WHEELER und FEyNMAN fiir die GréBe dieser ,,Strahlungs- 
dampfung“ genau der bendtigte alte Wert, aber erfreulicherweise ohne 
die von der Elektronenstruktur abhangigen Zusatzbetrage. Aufgabe 
dieser Dissertation ist es nun, zu zeigen, daB die Ergebnisse der beiden 
entsprechenden guantentheoretischen Rechnungen auch tibereinstimmen. 
Die GroBe der Strahlungsdémpfung korrespondiert namlich mit der 
Wahrscheinlichkeit fiir den spontanen Ubergang eines angeregten Elek- 
trons in einen energetisch tiefer liegenden Atomterm bei gleichzeitiger 
Aussendung eines entsprechenden Lichtquants. Vorwegnehmend sei das 
Ergebnis mitgeteilt: es kommt der gewiinschte EINsTErNsche Wert 
heraus. Dariiber hinaus besteht nun die Hoffnung, da8B auch in der 
Quantentheorie die Selbstenergiedivergenzen des Elektrons durch die 
Riickkehr zur Fernwirkungsauffassung zum Verschwinden gebracht 
werden kénnen. Dieses Problem liegt aber auBerhalb des Rahmens 
dieser Arbeit. 

Wir hatten gesehen, daf es in der WHEELER-FEYNMANSchen Elektro- 
dynamik zur Erklarung der Strahlungsdampfung nétig ist, anzunehmen, 
daB die absorbierenden Atome auf das emittierende einwirken. Das 
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bedeutet aber, daB es das gibt, daB Wirkungen zeitlich vor ihren Ursachen 
hegen. Damit kommen wir nun zu dem anderen Punkt, in dem sich 
die beiden klassischen Theorien unterscheiden: Ist die Bewegung aller 
Elektronen zu jedem Zeitpunkt gegeben, so muB in der Fernwirkungs- 
theorie damit auch das elektromagnetische Feld eindeutig bestimmt 
sein; denn eine Freiheit in der Wahl der homogenen Léosung der MAx- 
WELIschen Gleichungen soll es ja hier (im Gegensatz zur Feldwirkungs- 
theorie) nicht geben. Die rein retardierte Lésung der inhomogenen Glei- 
chungen kann dieses Feld aus dem oben angefiihrten Grunde sicher 
nicht sein, ebenso wenig natiirlich die rein avancierte. Die ndchst ein- 
fache Méglichkeit ist die symmetrische: das halb retardierte und halb 
avancierte Feld. Dieser Ansatz ist in der Tat in der WHEELER-FEYN- 
MANSchen Elektrodynamik zugrunde gelegt und hat zum Ziel gefiihrt. 
Die Theorie ist demnach in ihren mathematischen Grundlagen véllig 
symmetrisch in bezug auf die Zeitrichtung. DaB die zu beobachtenden 
Phanomene (besonders gerade die Lichtemission) diese Symmetrie trotz- 
dem durchaus vermissen lassen, ist lediglich eine Folge der vorkommen- 
den Anfangsbedingungen und Fragestellungen, die durchweg so be- 
schaffen sind, daB in ihnen die Vergangenheit eine ganz andere Rolle 
spielt als die Zukunft. Die Dinge liegen hier genau so wie in der statisti- 
schen Mechanik: Man kann eben keine Experimente ,,von der Zukunft 
her“ machen, um die ,,Wirkungen in die Vergangenheit hinein‘ zu er- 
fragen. DaB das so ist, liegt aber an der ,,Zeit selbst“ und nicht etwa 
an den mechanischen bzw. elektrodynamischen Gesetzen ,,in der Zeit“. 
Aus dem zeitsymmetrischen Ansatz folgt erstens, da Prozesse wie ;,spon- 
tane Absorption“ von Licht usw. keineswegs naturwidrig sind und zwei- 
tens, daB die deterministische Frageweise im Prinzip auBer Kraft gesetzt 
ist, da die zu den verschiedensten Zeitpunkten liegenden Ereignisse viel 
zu stark miteinander ,,verfilzt‘‘ sind. Es gelingt auch hier erst mit Hilfe 
des Absorbers, nach dem Gesetz der groBen Zahl, den Anschlu8 an die 
alte Theorie und damit auch an die iiblichen Erfahrungen zu gewinnen. 

Nun sollen diese Ideen auch fiir die Quantentheorie fruchtbar ge- 
macht werden. Da gibt es zunachst grundsatzlich zwei verschiedene 
Méglichkeiten. Entweder man geht von einer klassischen Partikel- 
theorie der Elektronen, wie es die WHEELER-FEYNMANSche (ebenso wie 
die LorENtzsche) ist, aus und quantisiert sie; so macht es H. J. GROENE- 
woLp1. Oder man nimmt als klassische Ausgangstheorie die dem Wellen- 
bild der Materie gemaBe Drracsche Theorie des Elektrons und stellt 
dann Vertauschungsrelationen auf; dieser Weg wird in der Lupwicschen 
Elektrodynamik beschritten. Auf die Quantisierung mit Léchertheorie. 
gehen wir hier nicht ein. 


1 GROENEWOLD, H. J.: Proc. Kon. nederl. Akad. Wetensch. 51, 1 (1948); 
52, 133, 226, 610 (1949); 53, 414 (1950). 
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2. Die Grundgleichungen. 

Aus dem obigen ergibt sich, daB die einzige Grundvariable, mit der 
wir es zu tun haben werden, der (als HILBERT-Raum-Operator aufgefaBte) 
DrraAcsche Spinor p(x) ist. Der Operator A, des elektromagnetischen 
Viererpotentials ist eine bloBe Abkiirzung fiir ein bestimmtes Funktional 
von y, und zwar ist es das vom Viererstrom 


Iu = Op ay (1) 
emittierte ,,symmetrische Potential‘‘! 
A,(*) = f atx! 8((x—))j,(#). (2) 


Neben diesem so definierten Operatorfeld soll es noch ein die Krafte 
der Atomkerne, auBerer angelegter elder usw. beschreibendes fest vor- 


gegebenes numerisches Potentialfeld A u(x) geben. Dann muB die Be- 
wegungsgleichung fiir unsere Feldvariable y folgendermaBen lauten: 


{mt yn ge —t2 7, (4, +4,)} p = 0: (3) 


Es ist die DirAc-Gleichung, jedoch in Verbindung mit (2), (1) zu lesen, 
d.h. als Integro-Differentialgleichung. 

Bei der Aufstellung von Vertauschungsrelationen st68t man nun zu- 
nachst auf folgende Schwierigkeit: Im Gegensatz zu der Elektrodynamik 
von HEISENBERG und Pauli kann die Vertauschbarkeit von y mit A a 
nicht mehr vorausgesetzt werden. Dieser Unterschied riihrt daher, daB 
das (mit y nicht immer vertauschbare) ,, Wakuumpotential‘ (ein Bestand- 
teil des alten A,,, der den homogenen MAXwELtschen Gleichungen geniigt) 
weggefallen ist. Daraus folgt zweierlei: Erstens, daB es auf die Reihen- 
folge der Faktoren A, und y ankommt; aus spater ersichtlichen Griinden 
wollen wir uns auf die in (3) gewahlte Reihenfolge festlegen. Zweitens 
wird der Beweis der Vertraglichkeit der kanonischen HEISENBERGSchen 
Vertauschungsrelationen fiir y mit den Bewegungsgleichungen hinfallig. 
Daher muB8 in diesem Punkte jetzt anders vorgegangen werden: Wir 
stellen fir einen Spinor wy, der der ,,homogenen‘‘ Drrac-Gleichung 


é Part SLR, 
(mt ange 88 Yn Ap) = 0. (4) 
geniigt, die (verallgemeinerte) ScHwINGERsche Vertauschungsrelation 2 
(p(x) yr (x)]4 = S(x—a!) (5) 


Lh ory ey; Re SL EO: e = 40/137,0. Mit p* ist der zu yp 
hermetisch adjungierte Operator bezeichnet: Ti. ") 


Rep =— (y+ y*) =Im(iy) . (8) = {64-9 + 00-4 yf. 


2 SCHWINGER, J.: Phys. Rev. 74, 1439 (1948). 


t 


Ee Gwe + 8. 
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auf; hierbei ist die Funktion S” durch folgende Gleichungen eindeutig 
definiert : 


| PMN weaR ayy , | 
m —- Vu Ly —béVu Aj] > (x) = 0 und > (Ge 9) = 0 (tr) A (6) 
xy 


Die Verallgemeinerung besteht in der Einfiihrung des Zahlenfeldes A, 
Wir wollen uns namlich im allgemeinsten Fall unser auBeres Potential 
feld A, gemaB der Gleichung 

Ayes Ant be (7) 
als aus zwei Bestandteilen bestehend denken, von denen der zweite stets 
mit in die ,,homogene“‘ DirAc-Gleichung aufgenommen wird, wahrend 
der erste in der ,,Inhomogenitat‘‘ neben dem A,, stehen bleibt. Durch 


die Gln. (4) und (5) ist zusammen mit der Feststellung der Existenz 
eines Vakuumvektors @, der Eigenschaft 


p(x) ®D,=0 (8) 


nach BECKER und LEIBFRIED! die Wirkungsweise des Operators yw voll- 
standig gegeben. Er vernichtet ein Elektron, wahrend »* eines erzeugt. 
Nun kommt es darauf an, unseren Feldspinor y mit dem soeben 
definierten Operator y zu verkniipfen. Das geschieht durch die Integral- 
gleichung . 
p(x) = p(x) + 12 fdtx' Ko(x—x') y,{A,(*') +An(©)} p(x’), — (9) 
in der die Funktion Kj wie folgt festgelegt ist?: 
Ko(x) = 52 S(#)B. (10) 


Man sieht leicht, daB dieses Kj eine GREENsche Funktion der Dirac- 
Gleichung ist, daB also 


(+ Yu gq-—42 Yu An) Ko(x) = 8(4) (14) 


gilt? (und zwar ist es die in bezug auf die Zeitrichtung symmetrische 


GREENsche Funktion), woraus sich sofort ergibt, daB jedes y, das der 
Gl. (9) geniigt, auch die geforderte Bewegungsgleichung (3) befriedigt. 
Die Integralgleichung (9) fassen wir als eine (eindeutige) Vorschrift zur 
Bestimmung des Operators y (die Kenntnis von » vorausgesetzt) auf. 


. Hee R., u. G. LEIBFRIED: Z. Physik 125, 347 (1949). 
2 eA HU = sgn t. 
i @e(t). 


é 3 f qu ” ans " 
: as a get te At) ROC) 28 Bt, rape )P 
1 


= = B25) S(t, 0) B = 4(0) 5(r)- 
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Selbstverstandlich befinden wir uns hier im HEISENBERG-Bild, d.h., 
wir sehen den Zustandsvektor y des jeweils betrachteten Systems als 
zeitlich konstant an. Ein Ubergang zum SCHRODINGERschen oder zum 
Scuwincerschen Bild ist voraussichtlich nutzlos, wenn nicht gar itber- 
haupt unmoglich. 


3. Die wichtigsten Observablen. 

Wenn das obige Schema tiberhaupt einen Sinn haben soll, muB es 
moglich sein, GréBen zu bilden, die mit den gemachten Erfahrungen 
verglichen werden kénnen; y selbst ist ja nicht meBbar. Im Falle des 
Stromvektors ist das durch Gl. (1) bereits geschehen. DaB diese Defi- 
nition méglich ist, liegt daran, daB auch hier wieder aus (3) die Kon- 
tinuitatsgleichung ait 


0 (12) 


hergeleitet werden kann (eine Vertauschung von A, mit y braucht nam- 
lich nicht vorgenommen zu werden). Daher gibt es auch einen Ladungs- 


operator A a) ax, du (13) 
rt 
der von der Zeitflache? ¢,=¢(r), fiir die er definiert ist, nicht abhangt: 
6Q 
cia 0 (14) 


(ScHwincERsche Variationsableitung). 

Ein Energieimpulstensor kann nicht definiert werden. Das ist nicht 
verwunderlich, da in einer Fernwirkungstheorie die Energie und der 
Impuls nicht lokalisierbar zu sein braucht?. Ein zeitlich konscanter 
Vierervektor mit den richtigen Hermitizitatseigenschaften ist aber vor- 
handen?: 


1 Q 
G, =+ [ary Par wae 
t 


ty co (15) 
ee r,) ~ 
—38( [—J )tevrenlae at Aah, 
und es gilt 
dG, 
Otr =0. (16) 


1 Von SCHWINGER (s. FuBnote 2, S. 632) wird sie mit o bezeichnet. 

2 Das braucht kein Widerspruch gegen die allgemeine Relativitatstheorie zu 
sein, da man es dort mit kosmischen Dimensionen zu tun hat. 

8 Vgl. Ktmmet, H.: Z. Naturforschg. 5a, 642 (1950). Die Herleitung geht, 
wie K. Just bemerkt hat, glatter, wenn man von R. P. FEynMAN [Phys. Rev. 
74, 939 (1948)], Gl. (19) ausgeht. 
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Man kénnte auch in (15) das Glied A, weglassen, da man wegen der 
Unabgeschlossenheit des Systems aut den Erhaltungssatz (16) ver- 


zichten kann. Wichtig ist nur, daB fiir abgeschlossene Systeme (A, =) 
der Ausdruck (15) konstant bleibt. Er stimmt iibrigens korrespondenz- 
maBig genau mit dem von WHEELER-FEYNMAN iiberein!, Wic he ist 
ferner, daB in (15) ebenso wie in (9) die Erzeugungsoperatoren w* stets 
ganz links stehen, und zwar vor zwei Vernichtungsoperatoren yp. Das 
gilt natiirlich nur, solange [gemaB (8)] keine Léchertheorie gemacht 
wird. 

Aus dem Spinor p lassen sich allem Anschein nach (unmittelbar) 
keinerlei observable GréBen ableiten?. Insbesondere darf y nicht als zu 
irgendeinem Zeitpunkt mit y identisch aufgefaBt werden3. 

Mit Hilfe der Potentiale (2) ae man natirlich (ebenso wie bei den 


auBeren Feldern: F,, —A,,, if\, vet F’ ») die Feldstarken 
plat 
Fiy= Ox, Ox, (17) 


definieren. Eine Theorie der Eichtransformation existiert noch nicht, 
ist wohl auch entbehrlich. 

DaB diese Elektrodynamik alle Probleme, bei denen das Licht keine 
Rolle spielt (also z.B.: Bau der Atome und Molekiile, StoB von Elek- 
tronen an Materie, Elektronenstrahlinterferenzen, metallische Leitfahig- 
keit usw.), ebenso meistert wie die alte, ist sofort klar. Vollig unklar 
ist aber zundchst, wie die Wechselwirkung von Elektronen mit Licht- 
quanten beschrieben werden soll. Um auch sulchen Prozessen beikommen 
zu kénnen, wird nun nach dem Vorgang von WHEELER und FEYNMAN 
der Absorber eingefiihrt. 


II. Das verwendete Absorbermodell. 


Damit rein rechnerische Schwierigkeiten médglichst vermieden wer- 
den, wollen wir unseren Uberlegungen ein besonders einfaches Modell 
des Absorbers zugrunde legen. Wir werden iiber die Lage, Gro8e und 
den Bau der Atome, aus denen er besteht, Annahmen machen, die zwar 
mit der Wirklichkeit zum Teil sicher nicht tibereinstimmen, die aber 
doch erlaubt sind, weil uns hier nur das Typische des Funktionierens 
eines solchen Absorbers interessiert. Die wesentlichen Elemente dieses 
Mechanismus sind die durch das elektromagnetische Feld erzwungenen 


Elektronenschwingungen innerhalb der Atome. 


1 Siehe FuBnote 2, S. 629. 

2 Vermutlich existiert auch keine unitére Transformation, die p in p iiberfiihrt. 
Die von H. Kiimmet dariiber angestellten Untersuchungen (vgl. Kime, H.: Diss, 
oe Universitat Berlin 1952) haben noch zu keinem endgiiltigen Ergebnis gefiihrt. 

3 p(x) gleicht keinem der Yanc-FELpMannschen (s. FuBnote 1, S. 639) y(¥%, 0). 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 131. : 42 
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4. Die réumliche Struktur des Modells. 

Wir wollen uns die einzelnen Absorberatome durchnumeriert denken 
und der laufenden Nummer die Bezeichnung x geben; x= 0, 1, 2,3,.... 
Die Orte ihrer Zentren (der Atomkerne), die wir als im Raume statistisch 
verteilt annehmen wollen, seien mit r* bezeichnet. In jedem Atom moge 
sich nur je ein Elektron befinden, das von den anderen Atomen durch 
dazwischen liegende unendlich hohe Potentialwande hermetisch abge- 
schlossen sei, so daB es ein Hiniiberspringen in ein anderes Atom (durch 
Ionisation oder unmittelbar als Tunneleffekt) nicht geben kann. Da- 
durch, daB wir die Atome so in isolierte Kasten sperren, wird erreicht, 
daB sie sich gegenseitig nicht ,,iiberlappen“, d.h., daB die einzelnen 
Elektronenwellen voneinander raumlich sauber getrennt sind, was zur 
Folge hat, daB in diesem Modell die Elektronen faktisch unterscheidbar 
sind. Das soll natiirlich nicht heiBen, daB ihre prinzipielle Vertausch- 
barkeit aufgehoben ist, sondern nur, daB es nicht nétig ist, mit anti- 
symmetrischen Zustandsfunktionen zu rechnen. Das Spektrum ist dis- 
kret. Die hauptsachlich vorkommenden Wellenlangen 2z/ seien groB 
gegen die Atomdurchmesser und klein gegen die Atomabstande. Bei 
der Berechnung des Absorptionskoeffizienten y werden wir tuber die 
Atome raumlich mitteln miissen; dann sind die Atomabstande als klein 
gegen die Langenelemente zu denken. SchlieBlich soll die Ausdehnung R 
des ganzen Absorbers groB sein gegen die Reichweite 1/y der elektro- 
magnetischen Wirkungen. Wir setzen demnach die Giiltigkeit folgender 
GroBenordnungsbeziehungen voraus: 


dK <DKdnK<R. (18) 


Die erste, (18a), ist Aquivalent der Annahme, daB die Geschwindigkeit 
der Elektronen klein gegen die Lichtgeschwindigkeit ist (v<< 1), so daB 
also in nichtrelativistischer Naherung gerechnet werden darf. 


Wir fiihren folgende Begriffe ein, die wir spater bendtigen werden: 


p*(t) sh d*x g(t, t)(t—r*); S*() = $"() = f Bilt, t). (49) 


Hierin bedeutet p* das Dipolmoment des x-ten Atoms und %* den dazu- 
gehérigen ,,Stromvektor‘!, auf den es bei der Berechnung der Aus- 
strahlung des Atoms hauptsiachlich ankommt. Nach Voraussetzung ist 
der Operator fiir die Elektronenladung innerhalb des x-ten Atoms ein- 


1 Es sei 
O fiir x ¢ Kasten x 
5,_( == 


1 fiir r€ Kastenx, 
und 


LErt(e) = f Pr d,(v) f(r). 
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fach gleich der Zahl é, 
OMe aot o (tit) = 6% (20) 
Die Aufspaltung der a4uBeren Felder in ihre beiden Bestandteile ist fol- 


gendermaBen vorzunehmen: 4,, soll diejenigen Felder bezeichnen, die 
die einzelnen Atome zusammenhalten und die verschiedenen Elektronen 


voneinander isolieren. a bedeute das (von den Elektronen abgeschirmte) 
statische CouLoMB-Feld der ,,jeweils anderen‘‘ Atomkerne (wogegen das 


CouLoMB-Feld des eigenen Atoms in Aj, stehen soll), also 


GUNG i feels Rd ee (21) 


4n Zo [r—1*| 
Wichtig ist noch, daB auch A’ als zeitlich konstant vorausgesetzt wird, 
oa, 
A, =0. (22) 


Wir wollen uns namlich vorstellen, es ware uns gelungen, fiir alle 
Atome samtliche Eigenfunktionen u*% des Drracschen Eigenwertproblems 


(mB + 2% F — Bay A) 5 (0) = of ws) (23) 


aufzusuchen, sie (im Entartungsfalle) zu orthogonalisieren und auf 1 zu 
normieren. Das ergibt ein vollstandiges Orthonormalsystem von Raum- 
und Spinindexfunktionen: 


fru Ws = See One und = Sk(t)- we (er) = dev’). (24) 

Die Eigenwerte w* sind natiirlich die Energieterme (n= 1, 2, 3,... die 
Termnummer), aus welchen die Bonrschen Atomfrequenzen 

Onn = Wi, Oey (25) 


folgen. Die Matrixelemente eines auf ortsabhangige Spinoren wirkenden 
Operators P sind wie tiblich durch 


Pro fob rainy (26) 
definiert. Sie beziehen sich eindeutig auf nur ein Atom. (Im Fall x’==x 
gibt es wegen u*= 6, u* stets 0.) Fiir spater stellen wir noch fest, daB 
(wie bekannt) die Beziehung 

Oey 7 tO nn’ Cnn’ mit Ln’ > (v at ioe, = tan $i Onn’ i (27) 


erfiillt ist}. 


hess fa) ~) an 
1j aa — —@ = 
i|mp-+ 7% ar Fy Ay t| a, 
Sy Pe H od 6 eile Weta are 
also dit (wx Onn” Ty!’ n’ — Tan’ On" n? Wy) = Kin n/ 


n’ 
42* 
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5. Die in der Atomen induzierten Strime. 

Um die Wirkungen des elektromagnetischen Feldes auf die Absorber- 
atome ausrechnen zu kénnen, entwickeln wir den Diracschen Spinor 
nach den soeben eingefiihrten Orthogonalfunktionen: 

w(t, 2) = Swe (r) e FR! cht). (28) 
Entsprechend verfahren wir mit y, mit dem einen Unterschied natiirlich, 
da® nun (da » der homogenen Gleichung genigt) die Entwicklungs- 
koeffizienten zeitlich konstant sind, 
ou tan “uF. d cn 
Cy = @ n' { drp(t) up , ERT n—0-+ (29) 
Die Vertauschungsrelationen nehmen hier in der Energiedarstellung (ge 
meint ist natiirlich die ungestérte Energie), da nach der Vollstandigkeits- 
relation (24b) 
S"(x— x!) = Qe FRO h(x) as (1) (30) 


an 


ist, die einfache Gestalt 


[ek Ls = Baw parte Ue ely = [ee Ge = (1) 
an. Im folgenden wird es vor allem darauf ankommen, die Zeitabhangig- 
keit der c-Operatoren und ihren Zusammenhang mit den c zu ermitteln. 
Das geschieht mit Hilfe der in die Energiedarstellung transformierten 


fundamentalen Integralgleichung 
(32) 


Man erhalt sie durch Einsetzen von (28), (29) in (40), (9) und anschlieBen- 
den Koeffizientenvergleich. Jedes Atom hat sein eigenes Gleichungs- 
system, gelést von dem der anderen, wenn man davon absieht, daB 
natiirlich das Stérfeld : ae 

ma Ay =A, + Ap (33) 


oa Mebane beets 
1 o=(m+%, x <izy, a) 9 
‘ u 


(7 


aE. as 
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vom Zustand der anderen Atome abhangt. Die einzige Naherung, die 
in (32) steckt, besteht in der Annahme, daB dieses Feld im Bereich des 
Atoms nur wenig veranderlich ist. Wegen (18a, b) ist diese Annahme fiir 
(21) ebenso wie fiir den aus den anderen Atomen herriihrenden Bestand- 
teil von A, gewiB erfiillt. Und der aus dem eigenen Atom stammende 
stark ortsabhangige A,-Bestandteil (der fiir die Wechselwirkung der 
Elektronen innerhalb eines Atoms verantwortlich ist; Breitsche Glei- 
chung) kann véllig weggelassen werden, weil in jedem Atom nur ein 
Elektron vorhanden ist. Die Operatoren c¥*c*c* geben namlich (in 
Anwendung auf Vektoren y, die solche ,,Einelektronenzustande“ be- 
deuten) den Nullvektor, sobald x’ =~ wird; daB die y ebenso wie die py 
je ein Elektron vernichten, sieht man am schnellsten durch Iteration der 
Integralgleichung. In (32) muBte, wie bekannt (und zwar, weil in unserer 
nichtrelativistischen Naherung ~ > || ist), beim Skalarpotential um 
einen Schritt genauer gerechnet werden als beim Vektorpotential. 

In der nun folgenden Stérungsrechnung gehen wir nicht von den ¢ 
aus (der Grund dafiir wird spater erértert werden), sondern wir fangen 
bei = — oo an zu integrieren. Die zu den ,,incoming fields‘! gehérigen 
Gr6Ben wollen wir stets durch ein iiberschriebenes — Zeichen charak- 
terisieren, also zunachst: 

Cy (— 0) = Cy. (34) 
Hier soll —oo ,,aktuell‘‘ verstanden werden, d.h., als ein bestimmter 
sehr weit zuriickliegender Zeitpunkt. So geht durch den ersten Itera- 
tionsschritt der Drracschen Stérungsrechnung die Integralgleichung (32) 
in folgenden Ausdruck fiir c itiber: 


t 
x(t) =O* +12 f dt’ 
—oo 


| ie nares cts 
x [ee + Deh fico M (0) — SE (ete) cote ra, 


Im Zusatzglied auf der rechten Seite diirfen die ¢ mit den A, vertauscht 
werden, weil (s. oben) nur die von den anderen Atomen stammenden 


Felder von Belang sind und die c” fiir verschiedene x in nullter Nahe- 
rung wie die é selbst antikommutativ sind. Um (35) auswerten zu 
kénnen, zerlegen wir die elektromagnetischen Felder nach Frequenzen, 
U(r, 2) = f dk U,(r) e** = f dk2Re A, (vr) e-**, 
" ebenso of ¥s 3 

w= ze faip'ede™; 66) 

a7)" 3 rey 3 
y . / Pr hnate ‘ t 
G,=tkU—a, : ee 


Li Vel. Yanec, C.N., u. D. FetpMan: Phys. Rev. 79, 972 (1950). 
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Die Integrale kénnen natiirlich (wenn die Integranden o-artig sind, 
vgl. FuBnote 1, S. 644) praktisch Summen sein. So erhalten wir 


iS poikt __ tkoo 
- = , oe 
6, (t) = ¢ ye | a 2 js. ~ Cy 
=s 7 
ao: et (On n’—k)E e i(®n n’—k) 00 (3 ) 
Be y r fi Wn nt U4 — ae a ee eh 


7 
Solange wir es nur mit einem Atom zu tun haben, kénnen wir den oberen 
Index weglassen. Die Felder sind selbstverstandlich an der Stelle des 
Atoms zu nehmen. 

Von jetzt ab wollen wir nur in ,,Resonanznaherung“ rechnen, d.h., 
wir erlauben uns, in den langsam veranderlichen Faktoren vor dem 
Bruch mit dem Resonanznenner (, ,,, —k) unter Umstanden w,,,,, durch k 
zu ersetzen (und umgekehrt), da ja doch nur solche Summanden einen 
ins Gewicht fallenden Beitrag geben konnen, fiir die praktisch ,,,,,=k 
ist. Es kommt nur auf die Ubergange an, die mit dem einfallenden Licht 
in Resonanz stehen. Sind die Energieterme gentigend weit voneinander 
entfernt, so bedeutet dies, daB die einzelnen Termpaare getrennt von- 
einander betrachtet werden diirfen. Jedes Paar (n, 7’) ist aquivalent 
einem harmonischen Oszillator!, und die einzelnen Oszillatoren schwin- 
gen weitgehend unabhangig voneinander. Daher nehmen wir der Ein- 
fachheit halber an, daB jedes Atom nur zwei Eigenschwingungen hat: 
m= 1,2. Das steht an sich im Widerspruch zur Relativitatstheorie, weil 
es zum Wesen der DirAc-Gleichung gehort, daB sie Eigenwellen negativer 
Energie besitzt?. Da wir uns aber im nichtrelativistischen Gebiet be- 
finden, kann dieser Einwand nicht schwer wiegen. Und der andere 
Einwand, da8 uns durch diese Aufspaltung des Atoms in viele einfache 
Oszillatoren spaiter (bei der Bestimmung des Einflusses des Absorbers 
auf durchgehende Lichtwellen) solche Effekte wie RAMAN-Streuung usw. 
verloren gehen, erledigt sich durch die Bemerkung, daB& die Absorber- 
wirkungen (Absorption und eventuell Dispersion), auf die es ankommt, 
um GréBenordnungen starker sind®. Die unteren Indizes sind nun 

1 Es ist natiirlich nicht der wirkliche quantentheoretische harmonische Oszil- 


lator mit seinen Oberfrequenzen gemeint [vgl. z.B. Lupwic, G.: Z. Physik 130, 
468 (1951) ], sondern ein schwingungsfahiges System mit nur einer ,, Harmonischen“. 


2 Zum Beispiel folgt aus Gl. (27): 0= + (re —oer),,=2> ®n1|Ty1|2, und das 


. . . eye . . ou 
ist ein Widerspruch, wenn es nur positive w,, gibt (speziell: nur ein @=W.3). | 


In der Paurtschen Naherung dagegen geht « in py = Poe eit liber, einen Operator, 
a 


der nicht mehr mit y vertauschbar ist. menor 
* Ein Hinweis dafiir ist der /-Summensatz m}) (wy, 4 + © y) UX 1° Ean’ = Orr» Ger 


n 
aus mi[v-r]_=1 folgt. Wahrend bei der Dispersion (n’ = 1) die Summe der Oszil- 
latorenstarken /,, = $m @,1|Y,1|? gleich 1 wird, gibt die entsprechende Summe 
beim Raman-Effekt (n’>1) den Wert 0. 
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meistens véllig entbehrlich, 


05, =o" >0; oe te (38) 
{in ¢,, ¢, natiirlich nicht) 1. Damit kénnen wir an Stelle von (37) schreiben: 
z > ’ ripe 
C(t) =¢, +2 [dele ; ix d(k) le, 
=r | rg alee err, ‘PE 
+E Sey Reh ii ixd(o—A)} 2, 
_ (39) 
- > | e tht | 
er p= tF=% | ak lp rere vm 0 (R) (cy 
¢ AP 1(@—k)t | a3 
+ x Bf pila +t 0(o —k) zt] | 
Hierbei wurde die Beziehung 
pier 
oe = 0 (@) (40) 


benutzt, die fiir m oo > 1 meist (natiirlich diirfen die daneben stehenden 
Faktoren nicht ebenso schnell veranderlich sein!) hinreichend genau 
erfillt ist. In der Gleichung fiir c, sind wir fiir die nun folgende Rechnung 
gleich zum hermitisch Adjungierten hiniibergewechselt. 

Der Operator des Stromvektors unseres Atoms hat in der Energie- 
darstellung folgende Gestalt: 


S(t) =e 2Re a* e—*”* c¥ (t) co(t). (41) 


Sein ungestérter Bestandteil § (das ist das 9 (¢), in das §(— co) im Laufe 
der Zeit tibergehen miiBte, wenn man die Wechselwirkung mit den 
anderen Atomen ausschalten wiirde), macht natiirlich rein harmonische 

hwi : = we Reenter 
pchwungungen S(t) =F 2Re d* ei EF Fy. (42) 
Fiir den Gesamtstrom erhalten wir durch Einsetzen von (40) in erster 
Naherung folgende Formel (sie stellt das fiir die spateren Berechnungen 
wichtige Hauptergebnis dieses Kapitels dar): 


3) = 3 + 2 he, — ef C,) w 2Re x*- 
xz [ak Gye ln doh) — 4}. 


Am meisten interessiert uns hieran der zusatzlich induzierte Strom. Wie 
zu erwarten war, schwingt er mit den Frequenzen des einfallenden Lich- 
tes, von dem nur die elektrische Feldstarke eingeht. 


1 Natiirlich ist w,,=—o und, falls der Operator P hermitisch (= P*) ist, 
yee ht: 
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Von diesen Zusatzstro6men nun gehen natiirlich neue elektromagne- 
tische Felder aus, die sich den durch die §% erzeugten iiberlagern. Da- 
durch werden sie selbst korrigiert, was wiederum eine Anderung der Fel- 
der zur Folge hat, usf. Gefragt wird nach dem schlieBlich resultierenden 
wirklichen Feld A,, ausgedriickt durch die ¢-Operatoren. Dies ist im 
Grunde nichts anderes als die von der Dispersionstheorie her bekannte 
Fragestellung; gesucht ist der komplexe Brechungsindex des Absorbers. 
Der Unterschied besteht evnmal darin, daB in (43) neben dem tiblichen 
Dispersionsglied (jedoch ohne das imaginare Reibungsglied im Resonanz- 
nenner, gewissermaBen als Ersatz!) ein Summand steht, der den ,,Ein- 
schwingvorgang“ der Elektronen beriicksichtigt und zum anderen darin, 
daB die elektromagnetischen Wirkungen hier nicht retardiert allein, 
sondern retardiert und avanciert verlaufen, was die Uberlegungen zum 
Teil bedeutend kompliziert. Mathematisch kommt es natiirlich auf das 
Lésen einer Integralgleichung hinaus, derjenigen, die durch Einsetzen 
von (43) in (2), (47) entsteht. Um die Wirkungsweise der auf diese Weise 
ermittelten Operatoren zu erfahren, miiBten dann noch in den 9% die 
¢ durch die ¢ eliminiert werden. Da8B wir diesen Umweg iiber die  ein- 
geschlagen haben, liegt daran, daB so gewisse mathematische Hinder- 
nisse umgangen werden kénnen. Hatten wir direkt mit ¢ gerechnet, 
so waren wir z.B. an Stelle von (40) auf den unbestimmten Ausdruck 
1 ee mes 


= e gestoBen. Ihn gleich Null zu setzen, geht nicht, weil 


2 tw —1@ 
dann etwas Entscheidendes, die Dampfung, verloren gehen wiirde. In 
unserer Naherung ist demnach der Zusammenhang zwischen y und p gar 
nicht eindeutig definiert. Es geniigt aber fiir das folgende, zu wissen, 
da8 % in nullter Naherung denselben Vertauschungsrelationen geniigt 
wie y t, 


BEY ed (44) 


1 In der iiblichen Dispersionstheorie berechnet man die Oszillatorschwingungen 
unter Beriicksichtigung der ,,Reibungskrafte‘‘ (der Strahlungs-Selbstkrafte der 
Elektronen), und zwar sucht man die stationdven Bewegungen im elektrischen Feld 
der Lichtwelle auf. In unserer Rechnung dagegen gibt es keine Dampfung; dafiir 
haben wir beriicksichtigt, daB die Elektronen vor Eintreffen des Lichtes in Ruhe 
waren. Dadurch, daB Energie aufgebracht werden muB, um sie in Bewegung zu 
setzen, wird jetzt die Absorption des ,,Lichtes‘‘ erklart, wahrend sie bisher auf 
die Tatsache, da8 das elektrische Feld des Lichtes gegen die ,,Reibung‘‘ Arbeit 
leisten muB, zuriickgefiihrt wurde. Im Endeffekt ergibt sich dasselbe. Zu bemerken 
ist noch, daB, falls z.B. alle Absorberatome im Grundzustand sind (Temperatur 
T =O), unsere mit ,,Licht‘‘ bezeichneten Operatorwellen natiirlich in Wirklichkeit 
keine Energie mit sich fiihren kénnen und demzufolge die von ihnen induzierten 
Atomanregungen durchweg nur virtuell sind; trotzdem sind sie in der Lage, Dis- 
persion und raéumliches Abklingen der Wellen hervorzurufen. 

+ Wie H. Kimmez in seiner Dissertation (s. FuBnote 3, S. 634) zeigt, gilt Gl. (44) 
doch auch in erster Naherung. Wir werden diese Tatsache nicht zu benutzen 
brauchen. 


ee Ps re 
Fob ens ~~ Ox x On nis [Cn CH 


le ——_ 
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So ist z.B. in (43) der vor dem Integral in Klammern stehende Operator, 
sofern die Energie der Elektronen scharf ist, eine gewohnliche Zahl, und 
zwar + 1 oder —1, je nachdem, ob das Atom im Grundzustand oder ob 
es angeregt ist. 


III. Spontane Emission. 


Zuerst berechnen wir das im Absorber wirklich herrschende elektro- 
magnetische Feld, das durch die Interferenz aller der Felder zustande 
kommt, die die einzelnen sich gegenseitig beeinflussenden Atome er- 
zeugen. Wir werden sehen, daB es aus Lichtquanten besteht. Als 
Hauptanwendung berechnen wir zum Schlu8 die Wahrscheinlichkeit, 
mit der es ein angeregtes Atom in den Grundzustand herunterzuwerfen 
vermag. 


6. Das Absorberfeld. — 


Nach der Definition (2), (17) sieht es im verwendeten Modell folgen- 
dermaBen aus}: 


YW (c.f) =>) 


4% LZ) |t— 2 


Ui (e, 2) = Z— > — (HE |e) + HEH [e—eY} L(g) 


(0.8) = ft Fleet) + |r epy, 


e's 
bzw. : 
G'(,) = Pe Sele) + HEF |e} 
é (46) 
B=) pap a eee lt ET [te x eo. 


x 


Wir haben das Vektorpotential in seinen quellen- und seinen wirbelfreien 
Bestandteil zerlegt, weil sich gemaB 


, é WU; oy 39 hey Ae / eh 
G=—-- 4, 0 und BSB, X= 0 (47) 
[in der Wellenzone, vgl. (18b)] das longitudinale Feld gegen das skalare? 
weghebt; es kommt nur auf das Transversalfeld Yan. Dieses soll nun 
als Funktion von § dargestellt werden (% selbst ist ja auch unbekannt) ; 


1 Vel. (33), (21). lok + RP ‘ 
2 Definition: a,=ae = skalare Longitudinalkomponente; q,;=a;° e = vek- 


torielle Longitudinalkomponente; a;=a— aj = vektorielle Transversalkompo- 
- nente. Welche Richtung der Einheitsvektor e hat, ist im folgenden stets klar; 


hier z.B. ist e=(r—r%)/|t—1"|. 
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das ist, wie bereits besprochen, die zu lésende Aufgabe. Der nachst- 
liegende Ansatz lautet: 


a, (r,4) = pe (ee) HE—|e— ep. | ae 
+ fav (/e—0%|) Sf (6 + |e —2* “3 J 


mit unbekannten Funktionen /,, und /,, (,,retardiert“ und ,,avanciert’’). 
Fiir 2; und q’ eriibrigt es sich, einen Ansatz zu machen: Diese Felder 
werden sich zum Schlu8, wenn $ bekannt sein wird, gemaB (45) von 
selbst ergeben ; selbstverstandlich darf dann allerdings kein Widerspruch 
gegen (47) entstehen. Somit kénnen wir, wenn noch zur Abkiirzung 


1) = ffl) f*" + fawn) e407} (49) 
gesetzt wird, fiir die elektrische Feldstarke den Ausdruck 


ae 


rea rae a Fx (|e — 4) ¢0* e“tartc* Gi (50) 


hinschreiben [vgl. (42)]. Fiihren wir dies in (43) ein, so erhalten wir 
fiir den Gesamtstrom 9% folgende Gleichung?: 


a Pee — @ RE Se * 
SS lise Che Gwe" Cc, & cy +e (ey Cl —¢; Gy) Oo) 2Re Er ] 
x 1 ay reeerca pamnlichemr ae (51) 


3 a Sipe 
rae eet BN : 


Durch Einsetzen der beiden letzten Ausdriicke in (46a) und Umbenen- 
nung der Summationsindizes entsteht 


ae” 


are poe ({v —r%"|) —cos (w*” |r —r*"|)}4 wo” e801 oR” GH” 


e GF a wo oe y rid 
eee a OTC, ——\GgCy ) er a —__—_,, fF” et SS of 
4 - oa 2 “2 |r — 1% | v — he — y* ] (| Y ) (52) 


X cos (w*" |r — 1%!) (6)? eFO*'t 


x {x 8 (w” —w*") — wo} ae 


r @ 3 ne ‘ > Bie 
; Gi) = FD) {ob —o") (er |) fo" 6 80" ah ow 


>’ 
é Oy Phe * 4x’ Pee? 
gi? Bt Oa) eeepc. VBS pke |) ia* gent om ca 


2 Ein Glied ohne Resonanznenner ist hierbei weggelassen. 


ies 


hae 
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eine Gleichung, die erfiillt ist, wenn gilt: 


—* 
i pF* (|e —v*" |) — cos (w*” |r —r*"|)} 
* 

Ck (oper gg gg REE, aiuae ha at Heal 

— age ent ifs, (ci Cl 710g. 65 iw pale eS 7] (53) 
. 
x Fe’ 1” pee ye cos (q@*’ r—r” Lz 5 ve eh ee a =i, 
( ) (a !) 0 (w@* —w*’) o* of: | 


Das ist die gesuchte Bestimmungsgleichung fiir die /-Funktionen. Sie 
hat (im wesentlichen) folgende physikalische Bedeutung: Die Differenz 
zwischen dem von einem Atom (dem x’-ten) wirklich ausgesandten 
(elektrischen) Feld und dem primar von ihm erzeugten Feld muB gleich 
sein dem Feld, das die von diesem Atom im Absorber zusatzlich indu- 
zierten Sekundarstréme emittieren. 

Damit sind wir an dem Punkt angelangt, wo tiber den Absorber (d.h. 
liber viele benachbarte Atome) gemittelt werden mu8. [Hatten wir es 
bereits in (51) versucht, so ware damit der Koeffizientenvergleich in (52) 
verhindert worden; und noch friiher, etwa in (50), hatte sich dabei 
natiirlich, mangels quadratischer Ausdriicke, gegenseitig alles weg- 
gehoben.] Dazu nehmen wir der Einfachheit halber an, da8 die Eigen- 
schaften aller Atome, von ihrer raumlichen Lage (Ort und Richtung im 
Raum) natiirlich abgesehen, durch die Angabe ihrer Frequenz eindeutig 
bestimmt sind, so daB wir z.B. an Stelle von F*% auch F” schreiben k6n- 
nen. Dann kann in Gl. (53) die Summation tiber die Atome ersetzt 
werden durch eine Mittelung iiber ihre mdglichen Raumrichtungen und 
anschlieBende Integration tiber den ganzen Raum und alle Frequenzen. 
Hierfiir bendtigen wir einige neue Begriffe: Mit N,,(r) bezeichnen wir 
die mittlere Zahl der Atome pro Volumen und pro Frequenz und mit 


No —w 
E,,(t) oe jE eee a (54) 
das Verhaltnis der Anzahl der angeregten Atome zur Zahl der im Grund- 
zustand (%7—1) befindlichen; demnach ist T die Absorbertemperatur 
und 7, der Bruchteil der angeregten Atome. (Die zweite Gleichung hat 
natiirlich nur dann Sinn, wenn iiberhaupt eine eindeutige Temperatur 
definierbar ist.) Damit haben wir, wenn e’ den Einheitsvektor in Rich- 


tung von &*” bedeutet, an Stelle von (53)° folgende Integralgleichung: 


peat Fe (|e) cosa ee} 
pe hes ‘ , , he , ne ef 
Tete he far Nu (t’) {14 = 2yur(t )}@ Esa v=" (55) 


” , ; ” a 
X a” Fe” (\r’ — 2" |) Cos (oo (tt ) {x d(w'—ow) =}. 
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Der Einfachheit halber wollen wir annehmen, daB der Absorber homogen 
ist, jedoch in sehr weiter Ferne R ganz aufhort. Dann diirfen N und 7 
als Konstante vor das Racminicere! gestellt werden, das aber nur uber 
die Kugel mit dem Radius 7’=|r’|=R und dem Mittelpunkt vr zu 
erstrecken ist. Dagegen kann eingewandt werden, daB solche Kugel- 
symmetrie streng genommen nur fiir ein einziges Zentralatom x” még- 
lich sein kann. Der Fehler wird jedoch nicht groB werden, solange wir 
uns einigermaBen auf die Mitte des Absorbers beschranken. Um die 
Ubersicht zu erleichtern, setzen wir das Zentralatom in den Koordinaten- 
sprung (t’’=0), natiirlich ohne die Allgemeinheit dadurch zu beschran- 
ken. Bei vorausgesetzter Isotropie ergibt die Mittelung tiber die Raum- 
richtungent 


te cer te 4 (teeny jn? = Fle, (56) 


so daB schlieBlich die in (55) stehende Integralgleichung folgende Gestalt 
annimmt: 


— é 4 wf i g ) f f : 
saicgdt en Ny (4 = Nur) @ {2 9(w w ) goat | (57) 


ve fee, 


vsR 


Cs 6 
Gr tie) wages (r’) cos (w" |r—r’]). 


In dem nun folgenden Schritt fithren wir die Winkelintegration aus. 
d.h., um es anschaulich zu sagen: wir berechnen das Sekundarfeld, das 
eine infinitesimale um das Zentralatom als Mittelpunkt gelegte Kugel- 
schale emittiert. Natiirlich befinden wir uns hiermit bereits in makro- 
physikalischen Dimensionen; das soll heiBen: obwohl ihre Dicke bloB 
dy’ betragt, enthalt die Schale nach (18c) doch schon eine sehr groBe 
Zahl von Absorberatomen. Die Integration gelingt mit Hilfe der all- 
gemeinen Beziehung 


1S & (r’) £28 cos @ |t — v” ‘b 


aol ity 


a2 far {Br ex) sin |7’—r|— F(—7' ex) sin (r’ + 7)}, 
0 


* Da aus Symmetriegriinden xf i, = 0 ist fir k +n und |[x,)2=|x,/?= 
jag =4|~,|2, erhalt man: 


i Sik gate haat = $1459 (Oy, en e,): oe tee te 


i re ee | 
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die wir als ,,FRESNELschen Satz‘‘ bezeichnen wollen, und die fiir be- 
liebige, aber nicht zu schnell veranderliche § gut erfiillt ist, solange 
Le |>1 bleibt!, was nach (18b, c, d) sicherlich der Fall ist. Sie 


Fig. 1. Die Absorberschale. 0 Zentralatom; r Aufpunkt; t’ Integrationspunkt. 
besagt, daB von der ganzen Kugelschale nur die beiden Punkte einen 
Beitrag liefern, die den kleinsten bzw. den gré8ten Abstand vom Auf- 
punkt haben (vgl. Fig.4 N und S). Folglich bleibt nur noch die einfache 


1 Beweis: 


cos w P+ 7? — 2x7 cosd 
= fg A Ry Fe ee ee ai sek Be 
1 [anos [uw Pit ) Ty 2ry' cos 8 


cos w |? 72 — 299" cos 
y eee Hee Vcd 


~ fenosoani, 


isrytilal afi} Bat Pacer: . Buy 3t bets 
Roeey Jsh pet PAE REAL) FO 2 5) lecédw<d sh cob olasiqmgacia 
eee) ath ilabiganabe Sly tok tin 44d). si thoyr eats dat 


aan 3:, pea snrr cae cove Tag | Mien 9822 pioameeh eh Ree THE TASHA 
cong es ain 297 
faveanettansiane Au 


ne alg Lesnar Shigeo 


a Tare Nee tiny Tray te My ae ro 


wiitigsseuc wb bru seh 
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Integralgleichung } 
e w ee 4 é x ; ; f , — A1ay) 
t {F° (ry) —coswr} = Saint io | do’ Ny (4 — 274) @ | 
0 
x {rd(o'—o) — he? S59) 
: | 
20 mall dr’ F° (r’) {sin w(7’ + 7) —sinw|r’ —r}} 
oO 4” | 
0 


iibrig. Wegen (18e) braucht uns hierin nur der Fall y< R zu interessieren. 
Jetzt ist es an der Zeit, den Absorptionskoeffizienten 


Yo =~ PON, (120) |e? |? (60) 
und die Suszeptibilitat 
ta = f doo! Ny (126) ae le” |? (61) 
0 


des Absorbers einzufiihren (¢ r°=p® ist bekanntlich die Matrix des 
Dipolmoments). In Gl. (59) sind sie in Resonanznaherung ebenso wie 
im komplexen Brechungsindex 


iy = (1+ Fo) +i 22 =n, +122 (62) 


zusammengefaBt. Die Beziehung zwischen dem (reellen) Brechungs- 
index und der Suszeptibilitat lautet zwar streng 1? = 4+ x (Dielektrizi- 
tatskonstante des Absorbers); doch diirfen wir annehmen, daB ly|\<<A 
ist, erstens, weil in (61) mit der Resonanzstelle iiber die Frequenzen 
integriert ist, so daB das meiste sich gegenseitig wieder weghebt, wenn 
N, nicht zu stark variiert, und vor allem, weil wir den Absorber als 
beliebig diinn annehmen kénnen (N-0). Wie man sieht, wird es in 
vielen Fallen sogar erlaubt sein, y neben der 1 gianzlich zu streichen, 
d.h. »=1 zu setzen. Ebenso haben wir |y/w|<1 vorausgesetzt, was 
nach (18b, c, d) ganz sicher erlaubt ist. Nicht erlaubt ist jedoch, auch 
nm =1 zu setzen, weil es auf das exponentielle Schwacher- bzw. Starker- 
werden der Welle (im Gegensatz zur bloBen Geschwindigkeitsdinderung) 
entscheidend ankommt. Damit vereinfacht sich unsere Bestimmungs- 


1 Hierbei ist 


o=a", e=e und = (t’) = const (f= Cry’ Cr_y) ey» 


folglich 


o (1 ey) = F(— 1 ey) =const-e, fir »r<R-~ und e=0 fir r>R, 
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gleichung (59) im Falle y<R (s. oben) zu 
F®(r) —coswmr = 2(n,,—1) 

aD) St chilond, sox. wih’ at rr Ueaaay | ¢ (63) 
x oer) dy’ F°(r')sinwyr’ + sinwr [dr' F® (r’) Ses ait , | 
0 Yr 

Nun kehren wir gema8 (49) wieder zu den f zuriick und mitteln an- 
schlieBend tiber die Dicke dy’ einer jeden Kugelschale. Dabei verschwin- 
den wegen der auBerordentlich schnellen regelmaBigen Oszillation des 
Integranden alle Integrale, die im Integranden den Faktor ¢24®” oder 
e-**®" zu stehen haben. Innerhalb eines dy’ darf namlich F® als konstant 
aufgefaBt werden, (18d), und trotzdem paBt nach (18b,c) eine sehr 
hohe Zahl von Wellenlingen hinein. Aus demselben Grunde diirfen 
wir anschlieBend die Koeffizienten von e'®’ und e~*®” untereinander 
vergleichen. So entsteht 


ay” (64) 


f(r) —1 = — 5 1 ia Jar tele) Sar tee a3 


ein Gleichungspaar, das durch Differentiation leicht gelést werden kann, 
und zwar mit dem eindeutigen Ergebnis: 


—i(Mg—1)oR 

fe(r) =— 

si cos ((%,, — 1) wR) 
ett (%y—1) oR 


fav (7) = cos ((%4 — 1)@R) 


gtilig—l) or 
(<R).} (65) 


—1(%y—1) or 


Bei der Diskussion dieser Funktionen kommt es vor allem darauf an, 
was fiir ein Vorzeichen der Realteil des Exponenten hat. Ist 1— 27 >0, 
so nimmt /,. exponentiell ab, wdahrend /,, exponentiell anwachst; 
andernfalls ist es genau umgekehrt. In jedem Falle bleibt die exponen- 
tiell ansteigende Funktion absolut genommen stets unterhalb der expo- 
nentiell abfallenden (solange y<R bleibt natiirlich). Da die Annahme 
é,, >1 [vgl. (54)] mit den Gesetzen der statistischen Mechanik im Wider- 
spruch steht (negative Temperaturen gibt es nicht), kénnen wir uns 
praktisch auf den ersten Fall (y,, >0) beschranken. Dann gilt in sehr 
guter Naherung [nach (18e)] 


f2,(r) =2{1 —e2# Fa OR} iio Nor 
und ” A 


ic (r) = 2. E27 (Ma-l) oR ei (mw—1) wr 


(0<Im(%,—1)<1;  71<R). 
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Diese Ausdriicke zeigen, daB man beim Uberschreiten der Grenze pT 
von Null verschiedene Felder antreffen wiirde, die (da es dann keinen 
Absorber mehr gibt) nur wie 1/7 abnehmen kénnen: das Feld wird nicht 
restlos ,,abgeschnitten“‘. Besonders wichtig ist deshalb der Grenzfall 
R=. des sog. ,,vollstandigen‘‘ Absorbers. Fiir ihn gilt 


m(pyelor = 2erordinoer: und fav(r) e-4* = 0 


(67) 
0<y,<o; R= oo). 


Dies bedeutet, daB der vollstandige Absorber die avancierten Felder 
ganzlich weginterferiert und die retardierten dafiir verdoppelt (sie kom- 
men dadurch auf den urspriinglich vollen Betrag); auBerdem wird die 
Wellenlinge ein wenig gedindert und vor allem: die Amplitude klingt 
mit zunehmendem Radius exponentiell ab. Das ist genau das WHEELER- 
FEyNMANsche Resultat. Negative y hatten lediglich zur Folge, daB 
avanciert und ,,retardiert’ ihre Rollen vertauschen wiirden. Die 
Gln. (65) [man sieht es auch schon in (64)] bleiben namlich richtig, 
wenn man die Indizes re und av vertauscht und dem Exponential- 
faktor i (7,,—1) m das andere Vorzeichen gibt. Dasselbe muB dann auch 
fiir die Sonderfalle (66) und (67) gelten. 


Zum Schlu8 wollen wir uns noch tiberzeugen, daB es beim longi- 
tudinalen und beim skalaren Potentialfeld keine Sekundarwellen gibt. 
Das folgt unmittelbar aus dem FREsNELschen Satz: In jeder Kugelschale 
flieBen, wie wir gesehen haben [vgl. (43), (50)], die Sekundarstréme 
tangential, und eine Emission von %; oder g’ senkrecht dazu (radial) 
gibt es [vgl. (45b, c)] bekanntlich nicht. Gl. (47) bleibt demnach tri- 
vialerweise wirklich erfiillt, und der Ansatz (48) ist gerechtfertigt?. Somit 
haben fiir den durchsichtigsten Fall des nicht dispergierenden voll- 
standigen Absorbers (n,,=1, R = co) als Gesamtergebnis 


} 1 1 ad Che ego) ah 
Gage Lapeer ea a Seeley) 


ay goer ame Sd vel 9 ol a (< 


et) = aed poms tle) he + |e ep}. 


1 Es ist hier also gelungen, das Problem der Absorption einer HErtzschen 
Welle in der unitéren Quantenelektrodynamik vollstandig zu lésen, im Gegensatz 
zu den Arbeiten von H. J. GRoENEWoLD (s. FuBnote 1, S. 631). Dort wird so ~ 
gerechnet als absorbierten die Kugelschalen das ganze  einschlieBlich des Q, (das 
y wird ignoriert), und erst am Ergebnis wird durch Analogieschlu8 der Faktor 3 _ 
angebracht. Den Fortschritt erméglichte der FRESNELsche Satz (58), den GROENE- 
WOLD nur fiir konstantes 3 kennt; in diesem Falle stellt er eine einfache elementare — 
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Um den Fall negativer Absorptionskoeffizienten mit umfassen zu kénnen, 
haben wir hier das ,,Vorzeichen“ (den Vorzeichenfaktor) 


Sw = 5 (1 = 27x) (69) 


eingeftihrt?. Die Feldstarken laufen fiir positive y retardiert und ge- 
dampft: 


Sr) TOS Lgl nel [ee] Cee ity ates =: 
& (r, t) ee aoa] ENV yl 1E—E USE (e Spy Gav \) | 
: (70) 
aw 1 1 AR | * n rae | | 
$B’ (0,4) = to Wye tO F(t — yet — tl) X ex ees | 


Ist der Absorber nicht ganz vollstaindig, d.h. R< oo, so treten daneben 
noch auBerst schwache avancierte Wirkungen auf, die mit wachsendem 
Abstand exponentiell anwachsen und doch in ihrem Betrage nicht groBer 
werden als die exponentiell abklingenden retardierten. Bei Atomen, fiir 
die y,,x negativ wird, ist es genau umgekehrt. In einem etwas allgemei- 
neren Modell des Absorbers besagt das Kriterium fiir seine Vollstandig- 
keit, daB das Integral [d*r 7-2 N,,(1—2y,,) divergieren muB. An die 
Stelle von (18e) tritt dann die Forderung, daB die relative Schwankung 
der Dichte N und der Temperatur T im Wirkungsbereich 1/y sehr klein 
bleibt. 


7. Lichtquanten?. 


Da wir sehen wollen, ob (bzw. in welchem Sinne) gesagt werden 
kann, daB das Absorberfeld Lichtquanten enthalt, zerlegen wir das 
Transversalpotential 


q 2 em — |y,| |r—r| af —iw*t pis, 0” \r—r’| ae TM 
MW (r, 2) = = x. Ee =o € Ci Ce (71) 
Vn = Ss. Vul = Pur 
[vgl. (68a), (42)] nach ebenen Wellen: 
Y,(v, t) = _, { — iP 2 Rear(t) eftt?-* 
de we 


(72) 
e' Ft ae (t) Co aa © t( (Cer? 


=e clone 2k 

Identitat dar, die GROENEWOLD unndtigerweise auf dem Umweg tiber die Entwick- 

lung nach Kugelfunktionen herleitet. Die Voraussetzungen, unter denen (58) gilt, 
sind oy weitem erfiillt. 
1 g(t) =i/|t| =sgnt. 

a aie Darstellung dieses Abschnittes schlieSt an Stssmann, G.: Einfihrung 

in die Quantenelektrodynamik, Institut fiir theoretische eee der Freien Uni- 


versitat Berlin, Kap. II an. 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 131. 43 
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Die Koeffizienten a, k6nnten nur dann in Strenge zeitlich konstant sein, 
wenn 2, der homogenen Feldgleichung gentigen wiirde; ist der Absorber 
sehr diinn (es steht nichts im Wege, seine Dichte als beliebig klein an- 
zunehmen), so ist das angenahert der Fall. Fiir die Koeffizienten ergibt 
sich somit nach FOURIER: 


(— 

a /2k é@ a 

{a (t) etkt =. ‘2 * ete t Ct te 
” 


20° 4% 
: me) 
x | d3x ett mt e— |Yxl [t—t”| ets, 0% 2m | | 
. je Ts 
fies (73) 
* ine 2k @ iw t= Tx 
+ 4a%,(t) e Seat —>,e CH Cj 
‘ x 


x fax eter af Ara) ee e—is, 0% |r—r*| | ==: Os 
oa J 

Die (zeitlich weniger stark veranderliche) Lésung dieser Bestimmungs- 

gleichung lautet 


=. Wak... Moh ete 
ay(t) = 2 V24, ge Denial arty 
4 2n Py 4 
D (74) 
x fdere-itt Mtg lryl [tt] gis, 0% [r—e%| 
Bee 271 ‘ 


Die Auswertung des Integrals, bei der die GréBenordnungsbeziehung 
y|< benutzt wird (s. oben), ergibt?: 


5 
eS ewigeai ele ade oo cane ae 
a k k—-w—iy’ Yen alos 
aig Beweis 
t= (k, 0, 0); k= a (e;, 4,0); t=7 (cos @, sin 8 cos ¢, sin # sin g) ; 
— 
0% 
ae =7 {(e1 &, 0) — (¢, cos 8 + e; sin 8 cos @) (cos #, sin 9 cos g, sin sin ¢)}; 


a, \ . r fee) : 

She s Ss 

T=f[dar—e Waar hess "ea frdre ll" bse" 
fe 0 


uw : rn 
xX fsin Bdde t*ros? 25 (a— e, cos? ®, a4 sin? @, 0| : 
0 
Da nun in tiberwiegendem Mae k > |y| ist (wegen w > |y|, Resonanznaherung) 


bleibt bei der y-Integration (wegen der Schwéache des Dampfungsfaktors e—|7|7) 
meistens ky >1, so daB8 man (partielle Integration! (vgl. FuBnote 1, S.647)] in 


uw 
J sin 8 dB cos? 8 e~threos® den Faktor cos?@ durch (-+1)2=1 ersetzen kann. 
0 
Somit haben wir: 
oo ‘ ; 
I= 24 (0, e, 0) frdrel"l" door eee : 
0 y 


in Resonanznaherung: 


Die spontane Lichtemission in der unitaren Quantenelektrodynamik. 653 


Somit lautet das Ergebnis 


k Se t(ko™) 
te (¢) —= cal nas ree ext ny) - 


4a ra k k— w*— iy, 


ex 


c 


(76) 


nae 


Wie man sofort sieht, wirft dieser Operator (wenn méglich; sonst gibt 
es 0) die angeregten Elektronen herunter (in je eiwem Absorberatom). 
Raumlich gesehen hat er die Struktur einer ebenen Transversalwelle 
im Absorber mit dem Wellenvektor f. 

Der Vergleich mit der alten Quantenelektrodynamik legt nun fol- 
gende Fragen nahe: Kann dieser so auf Elektronen wirkende Operator 
auch als einer aufgefaBt werden, der ein Lichtquant (vom Wellenvektor £) 
vernichtet ? Erzeugt dann auch sein hermitisch Adjungiertes ein ent- 
sprechendes Lichtquant ? Um sie beantworten zu kénnen, miissen wir 


die Vertauschungsrelationen ausrechnen. Die aus (44) folgenden Rela- 
tionen ee aw — a Be 
[cic C3, cS cy i= ~ Dey (ci cy — C3 ce) 
* 
eRer, ty Ti ww [OF E cH, ce C¥ J. 0 


(77) 


(sie sind nur fiir die nullte Naherung hergeleitet, aber das gentigt uns 
hier) zeigen, daB die a* ebenso wie die a unter sich vertauschbar sind 
und daB 


TEs — FN eee) ay oe 
[ae (2) Qe (¢)] Te é Ve Va’ 
; (78) 
pat (eR) a 4 
x : . - (Oo (PHS S OE 
Ga + iy) (hai mipy) EAS) 


ist. Durch die Mittelung im Absorber [s. den Ubergang zu Gl. (55); 
wesentlich ist hier noch die Voraussetzung (18e), daB der Absorber sehr 
eroB ist] geht dies in 


(ail at (I = 25 [aon 2m.) = - 
pe TAMA teh eg i saute Ye (79) 
pi (kok')t gah issn 
4 (k— @ +4 ¢y) ( (R’ — @ — ty) fa ie 


iiber. Mit Benutzung von Gl. (56) und den mit hinreichender Genauig- 
keit [vgl. Gl. (40) und den dazugehorigen Text!] giiltigen Formeln 


1 7 i(t—t)t 3:6 (fies 

= d(f— und ax ef! = (2a0)210 (ET) (80) 
—oF+¥ — |¥%a! maid J 
(|y| war als sehr klein und das Integrationsgebiet als sehr groB voraus- 
gesetzt) wird ies 


“i [ar(t) a8 OJ = <6(f-f) 


at (1—2 7.) = ei (1— ee: e) 7 8(@—#) ; 
: | 43a 


(81) 
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also ein zeitlich konstanter’ Wert. Unter Zuhilfenahme von Gl. (27) 
und (60) kann dies noch betrachtlich vereinfacht werden. Das Gesamt- 
ergebnis lautet: 


[a,- ag ]_ = s, 0(E—¥’) (1 — ee: er) (82) 
[ae ap]. =faesarlo=0; (fr= ft) 


Der Faktor (1 —e, + ¢,) steht da wegen der Transversalitat des unter- 
suchten Potentialfeldes: die Longitudinalkomponenten sind wegen 


fap =O (33) 


[vgl. (76)] trivialerweise stets vertauschbar. Die Gln. (82) sind demnach 
bis auf den Vorzeichenfaktor genau die tiblichen Vertauschungsrelationen 
fiir die bekannten Lichtquantenoperatoren. 

Gilt demnach im Falle s = + fiir einen HILBERT-Raumvektor y,, daB 


ist fiir alle f, so kann man ihn als einen Zustand auffassen, in dem es 


keine Lichtquanten gibt. Zur Auswahl stehen alle Vektoren 


CP = ed Pon Canes. (85) 


Wg My Werate< 


aus dem Unterraum der ,,Einelektronenzustande“‘, den wir uns durch 
die orthogonalen Vektoren 


Ocean = Gee Pat Ea, eee Dy (86) 
aufgespannt denken, also so, daB die Elektronenenergie zur Zeit t= — co 
,auf Diagonalform™ ist. Die einzige exakte Lésung von (84) ist 

%=Pyr3..., (87) 


d.h. der Zustand, in dem mit Sicherheit keines der Atome angeregt ist, 
oder (w. d. i.) der Absorber sich genau am absoluten Nullpunkt befindet. 
Wendet man darauf den Operator aj* an, so entsteht bekanntlich ein 
Vektor y,, der einen Zustand mit genau einem Lichtquant beschreibt. 
Nach (76) ist es eine Linearkombination von®,1,,...,Dio111..., Pryor...» 
®y112111.... usw. Durch nochmaliges Anwenden von a* entsteht ein 
Vektor vy, mit zwei Lichtquanten usf. Allgemein haben wir den Vektor 

(die 7, charakterisieren die Polarisationsrichtungen) : 


é ; 1 j 
tas bras «+ Eww) = a ati (ha) ~~ ain Ey) : 
+ 1,N x : y, 7 
1 z \N Sy 77. ary gf w#) t 
a ee | ere a ae - = . 88 
pai aye) 2 Le omc 


X @Myi11...121...121.., (die 2en an der x,-ten, ... #y-ten Stelle). 
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Er ist Eigenvektor des Operators VN = J at af a zum Eigenwert N. Der 
Operator a; ay ist namlich die Impulsraumdichte der Lichtquanten. Die 
Identifizierung bestimmter Zustande der Materie mit Licht ist vom 
experimentellen Standpunkt aus durchaus méglich: Bei der Erzeugung 
einer gewiinschten Art von ,,elektromagnetischer Strahlung“‘ wird prak- 
tisch immer nur die Materie in einen hierfiir geeigneten Zustand (Tem- 
peratur, raumliche Verteilung usw.) gebracht. Die Beobachtung von 
Licht“ geschieht auch immer nur durch Feststellung von Veranderun- 
gen an der Materie. 


Da demzufolge das Integral [d®tk ag a, der gesamten Strahlungs- 
energie gleichgesetzt werden darf!, kénnen wir aga, durch die mit «, (r) 
bezeichnete (raéumliche!) Energiedichte pro Frequenz ausdriicken 


Ast kag at ssf dy}. (89) 


Diese Beziehung (die natiirlich nur fiir isotrope Strahlung gilt) soll uns 
dazu dienen, wu, fiir einen isotropen und nahezu homogenen Absorber 
vorgegebener Temperatur zu berechnen. Zunachst folgt unmittelbar 
aus (76): 

; mgt (90) 


pi(o%—o*)t 


(k—w* + ivy) (kR—w” —ipy) 


x 


Das ist nun wieder iiber den Absorber zu mitteln. Fiir die Operatoren 
bedeutet dies hier, daB vorher der Erwartungswert aufgesucht werden 
muB. Dabei wird 


(ce Ct ce CDi ak = Ouw Oon,,3 Le an No (t) (91) 
und daher 
e - (ay? |? 1 
3 Past Se , See 
af a = [do : fa (Near ani galio: (92) 
6 


Wir haben hier im Sinne von (18e) angenommen (s. den Schlu8 des 
6. Abschnittes), daB die mit der Reichweite 1/y gemessene ,, mhomo- 


So ae ON e 
genitat‘‘ des Absorbers tiberall nur gering ist: or <WN, ebenso fiir 7. 


1 Der zweite Summand der Energie E = = 6, aus Gl. (15) kann (vgl. Fub- 
note 3, S. 634 und FuBnote 2, S. 629), zum Teil als elektromagnetische Energie 


4 f dr (G2 + B) = f PER aF + Eco 
aufgefaBt werden. 
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Der Vergleich von (92) mit (89) unter Zuhilfenahme der Gln. (27), (56), 
(80) und (60) zeigt nun, da8 an jeder Stelle des Absorbers 


(Vide me tyrar hs 


=o7 i (93) 


nm 1—2N, 


Uy 


ist. Fiihrt man hier noch (was natiirlich nur im Falle s=- méglich 
ist) die Temperatur ein [nach Gl. (54)], so erhalt man 
oo? a 


UG pelted ‘ vs , (94) 


also genau das PLrancxsche Strahlungsgesetz. 


Sollte fiir irgendeine Frequenz doch die Zahl der angeregten Ab- 
sorberatome gréBer sein als die der im Grundzustand befindlichen (Zs 
wenn das Temperaturgleichgewicht noch nicht eingetreten oder wenn 
aus irgendeinem anderen Grunde die Gesetze der statistischen Mechanik 
auBer Kraft gesetzt sind), so wird s=— und die Operatoren a und a* 
wechseln nach Gl. (82) ihre Bedeutung: a erzeugt dann ein Lichtquant 
und a* vernichtet eins. Diese Tatsache kann fiir die weitere Entwicklung 
der Theorie (etwa fiir die Positronen) von Bedeutung werden. Unter 
Umstanden kann es dann fiir solche Bereiche notwendig werden, die 
statistische Mechanik der Gleichgewichtszustande anzuandern. 


&. Induktion von Elektronenspriingen. 


Wir haben gefunden, daB unser Absorberfeld, wenn man es fiir sich 
allein betrachtet, tatsachlich die von der alten Theorie her gewohnten 
Lichtquanteneigenschaften besitzt. Das gilt nun leider nicht mehr so 
ohne weiteres, sobald es in Wechselwirkung mit den Atomen treten soll, 
was bereits daraus folgt, daB die Lichtquantenoperatoren a mit den 
Elektronenoperatoren c (im Gegensatz zur iblichen Quantenelektro- 
dynamik) niemals vertauschbar sind. Damit hangt zusammen, daB bis- 
her unklar bleibt, wie z.B. der Zustand beschrieben werden soll, in dem 
ein bestimmtes Atom (es habe die Nummer x=0) mit Sicherheit an- 
geregt und trotzdem kein Lichtquant vorhanden ist (®,,,,.. tut es 
micht, denn kein a macht daraus 0). Formal laBt sich die Schwierigkeit 
beseitigen, wenn man das nullte Atom nicht mit zum Absorber rechnet, 
d.h., bei der Definition des Lichtquantenoperators a das Summenglied 
2=0 weglaBt. Der dadurch entstehende Fehler ist, wie wir sehen 
werden, in den wichtigen Anwendungen vernachlassigbar klein. Ver- 
haltnismaBig wichtige Falle fiir die Wechselwirkung des elektromagne- 
tischen Feldes mit Materie sind die von ihm hervorgerufenen Elektronen- 
iiberginge innerhalb eines Atoms (wobei ein Lichtquant absorbiert oder 
emittiert wird), insbesondere die Induktion der sog. ,,spontanen‘‘ Emis- 
sion eines Lichtquants. Als Ursache dieses Prozesses werden in der 


a 
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dualistischen Quantenelektrodynamik die sog. statistischen Schwan- 
kungen des elektromagnetischen Feldes angesehen, die (wie aus den 
Unscharferelationen folgt) gerade auch bei vélliger Abwesenheit von 
Lichtenergie da sind. In der unitadren Theorie muB dafiir das Absorber- 
feld verantwortlich gemacht werden. Bei der Beschreibung der ,,spon- 
tanen Emission“ herrscht demnach in der unitaéren Elektrodynamik eine 
viel engere Korrespondenz zwischen der quantentheoretischen und der 
klassischen Betrachtungsweise als in der dualistischen, wo es ein klas- 
sisches Analogon der ,,Nullpunktsschwankungen“ des elektromagneti- 
schen Feldes nicht gibt. Die Bremsung der Elektronenschwingungen hat 
hier klassisch eine ganzlich anders geartete Ursache: es ist die Kraft, 
die das Elektron (durch sein eigenes Feld) unmittelbar (d.h. ohne Ver- 
mittlung anderer Elektronen) auf sich selbst ausiibt. 

Wir wenden uns nun einer mehr quantitativen Untersuchung dieses 
Vorganges zu. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen durch 
elektromagnetische Strahlung erzwungenen Quantensprung eines Elek- 
trons? Das Atom, fiir welches wir das ausrechnen wollen, sei das mit 
der Nummer x=0. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit daftir, daB nach 
Ablauf der Zeit ¢ das Elektron von 7, nach n, springt (wir wollen sie 
mit w,, »; (f) bezeichnen, ist des PAuLischen AusschlieBungsprinzips wegen 
gleich dem Erwartungswert des Elektronenzahloperators Ny, (i) = =cy : oh 
im betrachteten Zustand z,., welcher die Aussage macht, daB dieses 
Elektron zur Zeit 0 mit Sicherheit in der m)-ten Eigenschwingung war. 
Natiirlich hangt er auch noch vom Schwingungszustand aller anderen 
Atome ab: Wir wollen von samtlichen Elektronen annehmen, daB ihre 
Energie zur Zeit 0 scharf war, und zwar soll sich das erste in , befunden 
haben, das zweite in m,, das dritte in ”, usw. In Zeichen: e 


wnat) =| 0% (0 tng?» i aoa lg 
worin ,, definiert ist durch. 2 
Cy” (0) %n, =O und cy (0) %n,=O0 fur i, Aang, = 077A, 2, Ba. . (96) 
Dieser HILBERT-Raumvektor gleicht in nullter Naherung dem in Gl. (36) 
‘definierten Vektor a= ree (7) 
fiir den es an Stelle von (95) heiBt: 


o%* (0) %n=O0 und FC, (0) %n,=0 fir 1),-- n,; ee 


Die in der Potenzreihenentwicklung nach ¢? = = Z 5 von erster Ordnung 
Pencn GréBen wollen wir durch einen “berschiiebenen Index bezeich- 


nen: cf) =t+ec(+-- und Y=THOG He Das Zusatzfeld 
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berechnen wir wieder mit Hilfe der Diracschen Stérungsrechnung und 
haben dann fiir 7 Bestimmungsgleichungen der Gestalt Z (0) YES x =O 
in der Art von (96) bzw. (98). Es ist aber gar nicht notig, diese ,,Korrek- 
tur‘ ¥ wirklich zu ermitteln. Wegen des Verschwindens von Cn (O) Yes, 
[nach (95)] und der praktischen Zeitunabhangigkeit der c —eT ist 
ndmlich c(t) y= {c(t) —c(0)}y we {¢ (¢) — Z (o)} y, also von erster Ord- 
nung klein, so da8 y durch 7 ersetzt werden darf. In erster Naherung ist 
damit die gesuchte Wahrscheinlichkeit durch den Ausdruck 

(0)} Zn.” (99) 


1, 
Ona) =e Vee 


s 


gegeben, wobei ¥,, durch Gl. (96), ¢ durch Gl. (34) und @ durch die 
Entwicklung 


1 2 
cx (2) = 67% + e C(t) + e4c*(t) Sd (100) 
definiert ist. 


Zur Bestimmung dieses Operators greifen wir auf Gl. (35) zuriick, 
der wir entnehmen k6nnen, daf& 


1 1 t 
&{e9.() —E,()} = 48 f de |— 9! W®,2) 24 
0 


o No 


0 gy - 0 “ 
2 Eni {i ON ny Wt ( ’ t’) ae Or (t, r’)} e ng Mo om 


ist. Diesmal sind wir nach (68), (42) imstande, das Absorberfeld sofort 
explizit einzusetzen. Indem wir uns zunachst der Emission zuwenden 
(= 2, m) =1) und auBerdem der Einfachheit halber den Koordinaten- 
ursprung in das betrachtete Atom legen (r°=0), erhalten wir (in Reso- 
nanznaherung) : 


{ce (t) — ct (0)} pict (w°)2 x°* 


40 
bat 102 
x ny iy PUA onal hdl arts ae Gx ZO ae 
pe w* — w? 2%1% 
* 
(es war! w}, = —w®, x?,=1°*), Dies haben wir nun auf (97) mit m)=2 


anzuwenden und das Absolutquadrat zu bilden. Dabei wird 


1 Siehe FuBnote 1, S. 641. 
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ferner gilt, sobald ¢ >> cat geworden ist, die Beziehung: 


er(a%—aryt _4 tho: 41 sin (w* — a) t/2 
o* — w? % (w* — w®) t/2 


Bie =22td(w*—q@) (104) 


(s. den Text zu (40); (79), (80)]. Wir erhalten somit folgenden mit der 
Zeit linear anwachsenden Ausdruck: 


a 1 0)4 0k p% '2 
{2 ) —22 (0) Ze + oe See De 


KEW? | Yel 1 amt (oa O41 ri $ 
Bei der Mittelung itber den Absorber [vgl. (55), (78), (92)] wird 61,4, = 
1—y»,,(t) [vgl. (91)] und, wenn der Absorber isotrop ist, 
Sie ase leet, (106) 


so daB also geschrieben atten kann: 


a3(0) = ste zation [tos ono" 5 ie P me 
? . 107) 
ae x fen gemr a. ; 


) o-& 
=e La 


Ist der Absorber homogen, so kann das Raumintegral sofort Sspewettet 
_ werden: es ergibt sich 4x N,(1— "iw)/2| Yo! Setzen wir hierin den Wert 
_ (60) ein, so bleibt = ce - ae eee 


i sen aad 22) - (808): 

masa : IF soho 2 » bool Vers 
d en. Fall edad ABSorption ig= spn2y penta Schliisse im 
entlichen wiederholt werden. An die Stelle von (102) tritt = 


)0)2 - sepa rezbsy has ror vb mah ‘nt ab ; 


sh 107 Hale tioitanierh oba sit ests Bahai, frame rorly notise aad ade 
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die drei nichsten Gleichungen. Bei der Mittelung wird aber 620s Nat) 
[wie in (91)], so daB auf der rechten Seite der Gl. (107) der Faktor (4 — 7) 
durch 7,, zu ersetzen ist. Neben (108) tritt somit die Gleichung 


49 = ——|21°? (w°)® Sus —_-— Ft. (110) 


39 


Durch Einfithrung von (93) (den Index 0 lassen wir weg) erhalten wir 
schlieBlich das Ergebnis 


Wye = By tat und = ay = (Agi + Bei Me) f 

mit 
A ~~ 9 |r/%s und B = B eeu aks (111) 
21 aie [El Sa 12 21 3 «El 


Die Koeffizienten A und B fiir die ,,spontanen‘‘ und die induzierten 
Uberginge stimmen im Falle s= + genau mit den Werten iiberein, mit 
deren Hilfe ErnsteEIN das Prancxsche Gesetz hergeleitet hat. Ins- 
besondere ist t= 1/A,, identisch mit der (aus der tiblichen Elektrodyna- 
mik folgenden) mittleren Lebensdauer einer Atomanregung. Mit dieser 
Feststellung haben wir das Ziel der Untersuchung erreicht?. 


Ist der Absorber nicht ganz vollstandig, so werden die Ergebnisse 
ein wenig gedndert, so wenig, daB die Abweichungen sicher nicht zu 
beobachten sind. Doch sind sie nicht ohne Bedeutung, weil sie zeigen, 
daB die gefundene Ubereinstimmung mit der alteren Theorie sich nie- 
mals als bloBe Trivialitat herausstellen kann. Und fiir andere Probleme 
(Selbstenergie und ,,Struktur‘‘ des Elektrons z.B.) kénnen sie vielleicht 
von groBer prinzipieller Wichtigkeit werden. Wir bringen die fiir unsere 
Rechnung sich ergebenden Verallgemeinerungen im Anhang. 


Unerledigt bleibt zunachst noch die Frage nach dem genauen zeit- 
lichen Verlauf der hier untersuchten Vorgange. Insbesondere: Kann 
das ,,spontan‘ emittierte Lichtquant erst nach Ablauf der zum Zurtick- 
legen des Flugweges notwendigen Zeit absorbiert werden? Oder geht 
das schon eher, weil ja das emittierende Atom auch schon vor dem Zeit- 
punkt, in dem der Zustand gemessen wurde, mit einer gewissen Wahr- 
scheinlichkeit angeregt war? Um diese Frage beantworten zu kénnen, 
ist es leider notwendig, die Bewegungsgleichungen genauer zu ldsen als 
es hier geschehen ist. 


Ich bin meinem Lehrer, Herrn Prof. Dr. Lupwie fiir die Ermégli- 
chung dieser Arbeit zu groBem Dank verpflichtet. Herrn K. Just danke 
ich. fiir wertvolle Anregungen, besonders zum 7. Abschnitt, und Herrn 
H. Ktmner fiir Diskussionen. : 


1 Gibt man in der Integralgleichung (9), (2), (1) dem Kopplungsfaktor e2 das 
andere Vorzeichen, so andert sich fiir die spontane Emission nichts.. 3 
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Anhang. 
Unvollstdndiger Absorber. 
: Ist N,, ortsabhangig (7, bleibe konstant), so tritt an die Stelle von 
(59) naherungsweise die Gleichung 
Cc 
ey Oe ARC a 1 “4 : / 
: {F® (r) —coswr} = a 3 te | dw’ (1—27n,,) w' 
0 
R \ , 
: 59 
x {74 (o’ —a) — gies 4 adh =) ef ar eye) peck 
w’—wJ'" | @ 
0 
X {sin w (r’ + r) —sinw |r—7' |} N,-(r’), 


wo N, (r) der iiber die Kugelschale gemittelte Wert von N, ist. In y,,, x, 
usw. mdge N,, jetzt N,,(0) bedeuten. Wir fiihren noch die Funktion 
fiir} <= — | d7' N,,(1’) =- 


r,.(r) = N, (r) IN, (0) ein: 
No (0) . a ms ee 
0 , =f 


ist 7,,(7)=7.) Damit haben wir statt (64): 


(Fiir konstante N 


@ 


x{(f- J) ar ror) tee (= farr faery: 


: (64') 
fav (r) —1 Se ag (n,, —1) @ 
x (Ff ) ar ral) flr — frre r) fae); 
und schlieBlich als Losung: 
- geo. Pn esate i) 
dBA oat ty gall , (6s) 


tia) oR, 


fav (1) = cos ((%,, —1) w Ry) a 


=i (ig—1) Ory (1) 


Der Absorber ist also, wie bereits am Ende des 6. Abschnittes behauptet 
wurde, dann vollstindig, wenn R,,=7,,(cc) = oo wird; denn dann wer- 
den (fiir s=-+) die avancierten Wellen restlos weginterferiert und die 
retardierten verschwinden im Unendlichen (wena die Divergenz starker 
als logarithmisch ist) exponentiell. 

Die Anderungen, die im 7. Abschnitt hervorgerufen werden, sind 
kompliziert; wir gehen darauf nicht ein. Im 8. Abschnitt wollen wir 
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uns auf die spontane Emission beschranken. Zunichst hat man anstatt 
(102) zu schreiben: 
1 i (w°)? 
{23 () —23(0)} = “G0 


4 


(102') 


x SE Sra a et a ae 
Folglich muB (107) durch 
Wait) = (=) 22 t(w°)4 fie 6(@—o?) a Leer Pattee) 
_ (107') 
x N,,(0) J 4nr? dr’ 7, (7) re ee 
ersetzt werden. Das Raumintegral wird jetzt = oo Tg (lve IR,)- 


a Sa 


a ee 


Demzufolge betragt der Koeffizient fiir die spontane Emission allgemein : 


2 : a 
Ag = 57 |U150 TE (| 7a| Ra) - (111') 


Fir R,= oo geht dies in den alten EINSTEINschen Wert iiber. 


Berlin, Institut fiir theoretische Physik der Freien Universitat. 
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